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Pierwsza nieskonczona liczba porzadkowa, czyli zbiér liczb naturalnych, jest oznaczana w.
Przypomnijmy (wyklad! z 25.10.2005), ze gra jest ogdlnie zadana jako uklad

G = (Posg, Pos 4, Mov, C)

gdzie Pos = Posg U Posy i Mov tworza, arene, a C C Pos” jest warunkiem wygrywajacym
dla Ewy. A zatem nieskoriczona rozgrywka m = (pg,p1,...) jest wygrana przez Ewe wtedy, gdy
7 € C, a przez Adama wtedy, gdy 7 € C = Pos* — C.

Gra z warunkiem parzystosci dana jest przez arene wraz z funkcja rank : Pos — {0,1,...,n},
dla n < w, a warunkiem wygrywajacym dla Ewy jest

C = {(po,p1,...) : limsup rank(py) jest parzyste}

k—o00

Gre z warunkiem parzystosci (lub krétko: gre parzystosci) bedziemy zwykle przedstawiaé
przez (Posg, Pos g, Mov, rank).

Zaczniemy od obserwacji, ze dopelnienie warunku parzystosci jest rowniez warunkiem pa-
rzystosci, z dokladnoscia do przesuniecia funkcji rank o 1.

Doktadniej, przypusémy, ze wartosci funkcji rank sa w zbiorze {0,1,...,n}. Rozwazmy gre
G', w ktérej Pos'y = Pos 4, Pos'y = Posg, Mov' = Mov oraz rank’(q) = rank(q) + 1. Zauwazmy,
ze pozycje i ruchy pozostaly te same, tylko zmienily wlascicieli, a zatem strategia dobra dla Ewy
w G jest dobra dla Adama w G’ i vice versa. W szczeg6lnosdci pierwsza gra jest (pozycyjnie)
zdeterminowana wtedy i tylko wtedy kiedy druga. Oczywiscie wartosci funkcji rank’ sa w zbiorze
{1,2,...,n+1}.

W dalszym ciagu gre parzystosci gdzie rank(Pos) C {¢,m} bedziemy nazywaé gra z warun-
kiem [¢,n]. Wystarczy rozwazaé¢ ¢ = 0,1, bo w razie potrzeby mozna przeskalowaé o -2.

Twierdzenie Dowolna gra z warunkiem parzystosci jest zdeterminowana. Co wiecej, Ewa i
Adam maja wygrywajace strategie pozycyjne, Sg i S4 odpowiednio, takie, ze Pos C Sgp U S4.

Tzn. kazda pozycja jest wygrywajaca dla jednego z graczy i zwyciezca moze uzy¢ strategii
pozycyjnej zaleznej tylko od gracza (a nie od pozycji poczatkowej).

Wykazemy teze przez indukcje na diugosé przedziatu [¢, m].

Przypadek [0, 0] odpowiada grze, w ktérej kazda nieskoriczona rozgrywka jest wygrana przez
Ewe. Jak wykazaliémy na wykladzie 11.10.2005, zbidr pozycji wygrywajacych dla Ewy w
tej grze (czyli ,,bezpiecznych”) jest najwiekszym punktem stalym operatora Ewa. Natomiast
jego dopeknienie, czyli najmniejszy punkt staly operatora Adam jest z kolei zbiorem pozycji

1Zob. ,,Co bylo na wykladzie ?”, http://zls.mimuw.edu.pl/~niwinski/Gry/cogry3.html.



skoniczenie wygrywajacych dla Adama (wyktad 18.10.2005), czyli pozycji wygrywajacych dla
Adama w grze z warunkiem [0, 0].

A zatem w tym przypadku dowiedliSmy juz determinacji, a uwagi o pozycyjnosci strategii
wynikaja wprost z dowodéw tamtych faktéw.

Jak juz zauwazyliSmy wyzej, determinacja warunku [0, m]| pociaga za soba determinacje
[1,m + 1] i na odwrét. Dlatego w kroku indukcyjnym wystarczy rozwazy¢ gre z warunkiem
[t,m], gdzie m > 0 jest parzyste.

Ustalmy taka gre

G = (Posg, Pos 4, Mov, rank)

Niech F' = {q : rank(q) = m}.
Pomocniczo okreslimy pewna klase gier G_, uzywajacych o jeden ,,rank” mniej. Dokladniej,
dla dowolnego zbioru pozycji M C Pos, okreslamy gre G_ (M) przez nastepujace warunki:

e Dla kazdej pozycji ¢ € M usuwamy wszystkie ruchy (q,p) € Mov i czynimy ja pozycja
Adama (a wiec Ewa wygrywa w q).

e Dla kazdej pozycji ¢ € M dodajemy nowa pozycje ¢ (nalezaca do Ewy lub Adama w
zaleznosci od tego, czyja byla pozycja q) oraz ruchy (g, p), o ile (¢,p) € Mov.

Tak wiec z pozycji ¢ mozna wyj$é¢ tak samo jak kiedy$ z g, natomiast nie mozna do niej
dojé¢. Natomiast do pozycji ¢ € M mozna dojé¢ jak dawniej, ale nie mozna z niej wyjsc.
Dla porzadku kladziemy rank(q) =0, dla ¢ € M.

e Dla g € Pos — M, przyjmujemy q = q.
e Dla pozycji ¢ € F obnizamy rank™ " (q) := rank(q) — 1.
Okreslamy

Reach ;T (M) = {q : 7 jest pozycja wygrywajaca dla Ewy w G_(M)}

Lemat A Ewa ma wygrywajaca strategie pozycyjna Sg w grze G, taka, ze
Sk D vZ.Reach,T (ZNF)

(patrz wyklad z 11.10.2005).
Niech Zy = vZ.Reach};" (Z N F), mamy wiec

Zy = Reach;t(Zy N F)

Okreslimy poszukiwana strategie pozycyjna dla Ewy na pozycjach z Zj.

Z zalozenia indukcyjnego dla gry G_(Zy N F) mamy wygrywajaca strategie pozycyjna dla
Ewy, powiedzmy S’', zawierajaca wszystkie pozycje wygrywajace Ewy w tej grze. Jedli p jest
taka pozycja, to niech S’(p) oznacza jedyna pozycje g taka, ze pg € S'. (Tzn. traktujemy S’
jako funkcje; w dalszym ciagu bedziemy podobnie traktowa¢ wszystkie strategie pozycyjne.) Dla
p € Zo = Reach};"(Zo N F), p jest pozycja wygrywajaca w G_(Zo N F) (z definicji operatora
Reach ;™). Jedli p € Posp (w oryginalnej grze G), kladziemy

Se(p) = 5'(p)



Upewnimy sie najpierw, ze ta definicja poprawnie okresla strategie w sensie Wykladu z 4.10.2005.2
Powiemy, ze ruch (p,q) € Mov jest zgodny ze strategia Sg jesli ¢ = Sg(p) lub p € Poss. Otéz
pokazemy, ze jesli p € Zy i ruch (p,q) jest zgodny z Sg, to ¢ € Zy. Wiemy, ze p jest pozycja
wygrywajaca w G_(Zy N F) i ruch (p, q) jest zgodny z S’, a zatem ¢ jest pozycja wygrywajaca
dla Ewy w G_(ZyNF). Jesli q € Zy N F, to ¢ = q, a zatem ¢q € ReachEﬂZo NF)=2Zy W
przeciwnym razie ¢ € ZyNF C Zy. A wiec kazda rozgrywka startujaca z Zy i zgodna ze strategia
SE pozostaje w Zj.

Pozostaje wykazaé, ze strategia Sg jest wygrywajaca dla Ewy.

Zadna skonczona rozgrywka zgodna z Sg nie moze by¢ przegrana przez Ewe, bo zadna
pozycja w Zy nie jest terminalna dla Ewy (skoro odpowiednia pozycja p jest wygrywajaca w
grze G_(Zy N F)).

Rozwazmy nieskoriczona rozgrywke = = (pg, p1, - ..). Rozpatrzamy dwa przypadki.

1. Dla nieskonczenie wielu ¢, p, € F'N Zy. Wtedy, zgodnie z definicja F, najwyzszy parzysty
rank, m, jest przyjmowany nieskonczenie czesto, a wiec rozgrywka jest wygrana przez Ewe.

2. Od pewnego miejsca py = pp. Od tego miejsca rozgrywka jest zgodna ze strategia S,
a zatem jest wygrana w grze G_(Zy N F). Ale w tej ostatniej grze funkcja rank byla
,,pogorszona” dla Ewy, wiec tym bardziej ta rozgrywka jest wygrana w grze G. Mamy
bowiem

lim sup rank(p;) = max {limsup rank ™ (py), m}
l—o0 £—o0

Ta uwaga konczy dowéd Lematu A.

Z kolei dla dowolnego M C Pos okreslamy
Remain i (M) = Reach " (M)

Zgodnie z definicja operatora Reachl", p € Remaini" (M) <= w grze G_(M) Ewa nie ma
strategii wygrywajacej z pozycji p. Z zalozenia indukcyjnego, pozycja ta jest wowczas wygry-
wajaca dla Adama; co wiecej Adam ma pozycyjna strategie zawierajaca wszystkie pozycje p,
takie ze p € Remain i (M).

Korzystajac z praw De Morgana oraz analogicznego prawa dla punktéw stalych: va.f(z) =
px.f(Z), otrzymujemy

vZ.Reach ;" (ZNF) = pZ.Reacht ™ (ZNF)
= pZ.Remainit(ZUF)

Lemat B Adam ma wygrywajaca strategie pozycyjna Sa w grze G, taka, ze
S4 2 pZ.Remain it (ZUF)
Przyjmijmy skréty

R(Z) = Remain}"(ZUF)
WZR(Z) = 7,

’Dowolna funkcja na Posg nie musi definiowaé strategii, bo moze nas doprowadzi¢ do punktu, w ktérym nie
jest okreslona.



Mamy zatem

Zy = U RE(D)

£eO0rd
gdzie, jak zwykle,
REFLO0) = R(RE(D))
R70) = [JRO)

§<n

gdy n jest liczba graniczna.
Dla p € Z;, niech min (p) bedzie najmniejsza liczba porzadkowa ¢/, taka ze p € RE (0).
Nietrudno jest widzieé¢, ze min (p) jest postaci € + 1, dla pewnego & (nie jest liczba graniczna).
Podobnie jak w dowodzie Lematu A, okredlimy poszukiwana strategie pozycyjna dla Adama
na pozycjach z Z;. Niech p € Z; i min (p) = £ + 1, wtedy

p € Remain ;" (RE(0) U F)
a zatem pozycja p jest wygrywajaca dla Adama w grze G_(R&(0) N F)). Niech S¢ bedzie wygry-
wajaca strategia pozycyjna Adama w tej grze, zawierajaca jego wszystkie pozycje wygrywajace
(strategia taka istnieje z zalozenia indukcyjnego o grach G_).
Kladziemy
Salp) = Se(p)

Podobnie jak w dowodzie Lematu A, pokazemy najpierw, ze jesli p € Z; i ruch (p, q) jest zgodny
z S4, to ¢ € Z1, a co wiecej min (¢) < min (p). Istotnie, pozycja ¢ musi byé wygrywajaca
dla Adama w grze G_(Ré(D) N F), ale wtedy nie moze naleze¢ do Ré(0) N F (bo tam Adam
przegrywa), tym samym g = ¢. Stad ¢ € Remain{t(R¢(0) U F) = R¢T1(D), a zatem min (g) <
¢+ 1 =min (p).

W szczegdlnodci kazda rozgrywka zgodna ze strategia Sy pozostaje w Zj.

Podobnie jak w dowodzie Lematu A, latwo zauwazamy, ze zadna skonczona rozgrywka zgodna
z S 4 nie moze by¢ przegrana przez Adama, bo zadna pozycja w Z; nie jest terminalna dla Adama
(skoro odpowiednia pozycja p jest wygrywajaca w grze G_(R&(0) N F)).

Rozwazmy nieskoriczona rozgrywke m = (po,p1,...). Z uczynionej powyzej obserwacji mamy

min (pg) > min (p;) > min (p2) > ...

a zatem od pewnego miejsca min (py) przyjmuje te sama wartos¢, powiedzmy & + 1. Od tego
miejsca Adam gra zgodnie ze strategia Sg, a zatem rozgrywka bylaby wygrana przez Adama w

grze G_(R¢(D) N F). W grze tej priorytety w punktach z F zostaly wprawdzie zmniejszone na
korzys¢ Adama, jednak od wspomnianego miejsca rozgrywka nigdy juz nie wchodzi do zbioru
F. Istotnie, skoro Adam nie moze sie znalezé w zbiorze Ré(0) N F (bo tam przegrywa), to
hipotetyczna pozycja py € F musialby jednoczesnie naleze¢ do R¢(0), ale wtedy min (p,) < €,
wbrew zalozeniu o ustaleniu sie min.

A zatem od pewnego miejsca rank™t(p;) pokrywa sie z rank(py), czyli rozgrywka 7 jest
wygrana przez Adama réwniez w grze G.

Ta uwaga konczy dowdéd Lematu B.

Teza Twierdzenia wynika natychmiast z Lematéw A i B, poniewaz

vZ.Reach ;" (Z N F) U pZ.Remain i (Z U F) = Pos
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