Algorytmiczne aspekty teorii gier:
Wykitad 5

Wykitad prowadzit dr hab. Igor Walukiewicz
Notatki przygotowat Dymitr Pszenicyn
<dp189434@zodiac.mimuw.edu.pl>

02-04-2003



Spis tresci

1 Przypomnienie
1.1 Gry . o e e e e e e e
1.2 Grynaprzetrwanie. . . . . . . . o i e e e e e e e e
1.3 Grypowtorkowe . . . . . . . . e e e

2 Gry parzystosci
3 Strategie

4 Warunki Mullera
5 Atraktory

6 Gladkost

7 Twierdzenie: Zdeterminowanie gier parzyst&ci
7.1 Dowadd twierdzenia (dla graféw skozonych). . . . . . . ... ..o
7.2 Dowdd twierdzenia (dla graféw nieskezonych) . . . . . . . . ..o,



1 Przypomnienie

1.1 Gry
Gra nazywamy:
G = (Posg, Posa, Moves,rank : Pos — w,C C w")

Ewa wygrywa rozgrywkeopips . . . jeSli rank(py)rank(ps) ... € C.
Ewa wygrywa rozgrywkeop:ps . . . p, j€Sli Adam jest zablokowany w,,.
Twierdzenie: Nie wszystkie gry sa zdeterminowane.

1.2 Gry na przetrwanie

rank : Pos — 01 C = {x1x...: Vix; =0}
Twierdzenie (Gale—Steward):Gry na przetrwanie sa zdeterminowane.

1.3 Gry powtérkowe

rank : Pos — 1,21 C = {xy2zy...: 3%iz; = 2}
Twierdzenie (Wolfe): Gry powtorkowe sa zdeterminowane.

2 Gry parzystosci

G = (Posg, Posa, Moves,rank : Pos — {1,...d})

Ewa wygrywa rozgrywkeopips . . . jesli limsup,,_..rank(p,) jest parzyste lub Adam nie
moze wykona ruchu. Oznacza to, ze najwiekszy z rank ktéry powtarza sie meglkenie czesto,
jest parzysty.

Wazne jest zatlozenie, ze funkcja rangi idzie wiséaony zbior.
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Rysunek 1: Przykladowa gra parzystd

Na rysunkul oznaczono kétkami pozycje z ktérych rusza sie Ewa, a kwadracikami te
z ktérych rusza sie Adam. W tej grze Ewa ma strategie wygrywajaca.
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3 Strategie

Definicja: Strategia dla Ewy jest : Pos* x Posgp — Pos taka ze(v, o(v,v)) € Moves

Definicja: Strategia pozycyjna dla Ewy jest: Posgp — Pos

Definicja: Strategiar dla Ewy jest wygrywajaca od jesli wszystki rozgrywki odv zgodne
ze strategia sa wygrywajace dla Ewy.

Twierdzenie (Emerson i Jutla, Mostowski): W kazdym wierzchotku gry parzystoi, jeden
Z graczy ma wygrywajaca strategie pozycyjna.

Whniosek 1: Gry parzyst&ci sa zdeterminowane.

Whiosek 2: Znalezienie strategii dla gry parzysw jest w NP i w co-NP.

4 Warunki Mullera

Rozwazmy
G =< Posg, Posy, Moves, rank : Pos — w,C C w* >

Zaldzmy zeRg = rank(Pos) jest skaczony iC' jest zdefiniowany przez C P(Rg)
nastepujaco:

Dla sciezkiv = wvgv; ..., niechinf(v) = {x € Rg : rank(v) = xdla niesk. wielw}
C={v:inf(v) € F}

Przyktad (gry parzys&ri): S € F jeSlimax(S) jest parzyste.

Strategia bez pamieci to funkcja: vy — v,. Jest to podgraf grafu gry.

Istnieja gry z warunkami Mullera ktérych strategie wygrywajace potrzebuja pamigeci.

O
g

Rysunek 2: Przyktadowa gra z warunkami Mullera

Niech w grze2 bedzie warunek Mullerd’ = {{1,2,3}}. Gracz 0 ma wygrywajaca strategie
w tej grze, ale nie ma strategii bez pamigci.

Jesli FF = {{1,2}} lub F' = {{1,2} {2, 3}} to jest strategia bez pamigci.

Gry z warunkiem Mullera sa zdeterminowane i istnieja strategie wygrywajace hezkua
pamiecia.

5 Atraktory
Dla kazdego zbiord™ C V definiujemyAtir(F') nastepujaco:

Attrg(F) = pX.F U (Posg NOX) U (Posa NOX)
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Attr(F) = F
7 — porzadkowa liczba graniczna

Attr gt (F) = Attr,(F) U
U{v € Posg : Jul.E(v,vl) Aot € Attry(F)} U
U{v € Posy : Yul.E(v,v1) — vt € Attr,(F)}

Attr(F) = Jp < TAttr(F)
Attrp(F) = | T Attr,(F)

Uwaga: Z atraktoradttréy ™ Ewa zawsze dojdzie dB w skahczonej liczbie krokéw, ale od
Adama zalezy ile to bedzie.

Fakt: Z dowolnego wierzchotka nalezacego défrz(F') Ewa ma strategie pozycyjna zeby

dojst doF'. Z dowolnego wierzchotka nalezacegoldgAttrz(F') Adam ma strategie pozycyjna
zeby oming F.

6 Gladkost

Definicja: G jest gladka j6li kazdy wierzchotek ma nastepnika.
Mozemy zrobt z naszej gry parzys$ci gre gtadka. Patrz diagrasn

\
— D

=O~~2LD

Rysunek 3: Sposob postepowania z wierzchotkami z ktérych nie msciayj

Lemat: Dla kazdegd~, F' zbioru pozycji wG jesli G jest gtadka ta7\ Attrg(F') jest gladka
i G\ Attra(F) tez jest gtadka.

7 Twierdzenie: Zdeterminowanie gier parzyst&ci

Twierdzenie: Z kazdego wierzchotka gry parzysim, jeden z graczy ma strategie wygrywa-
jaca bez pamieci.

Dowdd poprowadzimy osobno dla graféw skaonych i nieskbczonych.
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7.1 Dowadd twierdzenia (dla grafow skaéiczonych)

Dowdd (dla graféw skahczonych): Indukcja po liczbie wierzchotkdw.
Zalézmy, ze mamy specjalne znacznikii L w ktérych Ewa odpowiednio natychmiast

wygrywa i natychmiast przegrywa. Wierzchotkéw ze specjalnymi znacznikami nie bedziemy
wliczaC do rozmiaru grafu.

Wezmy wierzchotek o randze d. Rozwazmy nastepujace przypadki:

1. djest parzyste i wybrany wierzchotek jest wierzchotkiem dla Ewy.
Ten przypadek jest przedstawiony na diagrashie

iy

Rysunek 4: Graf gry z wybranym wierzchotkiem dla Ewy

Zmieniamy wybrany wierzchotek na wierzchotek wygrywajacy dla Ewy. Nowa gra ma
mniej wierzchotkéw, wiec znajdujemy podziat We, i W. W W, Adam na pewno ma
strategie wygrywajaca. Natomiast Ewa ,chodzi” wewndifz, albo wchodzi doT . Patrz
diagram5.

Rysunek 5: Graf z wybranym wierzchotkiem Ewy ustawionymina
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Jesli z T nie ma strzatki ddVg, to T jest przegrywajacy dla Ewy, wiec zamieniamy go na
1 ijeszcze raz przeliczamy. Patrz diagrém

| =

Rysunek 6: Graf z wybranym wierzchotkiem Ewy ustawionymlina

Startujac 2V 47\ W4 — albo zostajemy WV 4, albo dojdziemy dal, ale wszystkie strzatki
z | sa doWWy, czyli wygrywa Adam.

2. d parzyste i wybrany wierzchotek Adama.

Ten przypadek jest przedstawiony na diagrarie

Rysunek 7: Graf gry z wybranym wierzcholkiem dla Adama

Zmieniamy wybrany wierzchotek na wierzchotek wygrywajacy dla Ewy. Nowa gra ma
mniej wierzchotkow, wiec znajdujemy podziat We, i Wr. W W, Adam na pewno ma
strategie wygrywajaca. Natomiast Ewa ,chodzi” wewndifz, albo wchodzi doT . Patrz
diagrams.



Rysunek 8: Graf z wybranym wierzchotkiem Adama ustawionynTna

Jesli wszystkie strzatki z d prowadza d&'z to Ewa wygrywa. Jgli istnieje strzatka z d
do W, to wtedy zamieniamyl na L i przeliczamy, bo Adam moze f&ij z wybranego
wierzchotka ddV 4 i wygrac. Patrz diagrar.

1

Rysunek 9: Graf z wybranym wierzchotkiem Adama ustawionym na

3. sytuacje z d nieparzystym sa symetryczne.

W ten sposédb udowodndimy, ze zachodzi krok indukcyjny. Znalealy podziat grafu na
wierzchotki wygrywajace dla Adama i dla Ewy.



7.2 Dowadd twierdzenia (dla grafow nieskéczonych)

Dowdd (dla graféw nieskarczonych): Indukcja po wielk&ci skaxczonego zbioru rang
{0,...d}.

Zgodnie z konstrukcja przedstawiona na rysulkiprzeksztalcimy nasza gre parzysto
w gre gtadka.

Najpierw rozpatrzmy proste przypadki. W przypadku gdy zbior rang jest rofny to
wygrywa Ewa. Natomiast w przypadku gdy zbidr rang jest rowhy, to wygrywa Adam.

Krok indukcyjny:

Zatdzmy, ze d — parzyste (przypadek nieparzysty jest symetryczny).

Niech zbi6rY” = rank=1(d).

WyznaczamyAttrg(Y') i otrzymujemy sytuacje jak na rysunkio.

Rysunek 10: Graf z wyznaczonym zbiorém Attrg(Y)

Nastepnie liczymy na reszcie grafu zbiory wygrywajace dla graczy (indukcja). Patrz ry-
sunekll.

Rysunek 11: Graf z indukcyjnie wyznaczonymi zbiorafi i Z 4

W obu grafach (bez zbiordttr(Y') oraz z nim) wierzchotk? 4 sa wygrywajace dla Adama.
Jest tak dlatego, ze wierzchotkify, nie naleza do atraktora dla Ewy zbidruwiec Adam moze
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pozostawaw Z 4 i tam wygre (tak samo jak w grze z wyrzuconymi wierzchotkami nalezacymi
do AttTE(Y»

W Zx nie ma kotek ze strzatkami do atraktora (bo bytyby one w atraktorze), ale mdga by
kwadraciki ze strzatkami do atraktora. Patrz rysufmgk

Rysunek 12: Graf z zaznaczonymi wierzcholkami Adama prowadzacymitg; (V)

Z czesci atraktora Adam moze sie dostdo 74, a wiec wygr&. Sa to wierzchotki nalezace
do atraktora Adama zbiord,. Oznaczmy ten zbidW'} = AttrG(Z4). Na rysunkul3 zaznac-
zono zbi6ériv}.

Rysunek 13: Graf z zaznaczona sz w ktorej wid&, ze wygrywa Adam

Wyrzucamy te czgci gdzie wyznaczydimy, ze wygrywa Adam i powtarzamy kroki, az wyz-
naczymy catdl, zgodnie z nastepujacymi wzorami. Patrz rysufiékna ktérym jest przed-
stawiony grafG,.

Nastepny krok:

W2 = Attr 2 (Z2) U W3

Ogolnie:
WEH = Attre (25 u Wk
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Rysunek 14: Graty,, z wyrzucona czgcia w ktérej na pewno wygrywa Adam (po pierwszym
kroku wyznaczanidl ,)

Dla r — porzadkowej liczby granicznej:

wi=UWi

p<T

Otrzymujemy ciag kolejnychl’, o ktdrych wiemy, ze istnieje takie ze:
Wi, Wi, . . Wi =Ww;i

Na kahcu indukcji otrzymamy nastepujaca sytuacje (patrz rysuti®k Mamy tu zbiér
Y ijego atraktor (dla Ewy). W tej sytuacji wygrywa Ewa gdyz wierzchotkivivmaja rank
d (parzysty).

Rysunek 15: Graf, w ktorym pozostaty tylko wierzchotki rangi d i atraktor tego zbioru

Zeby skdczyt dowdd, nalezy jeszcze pokdzee otrzymany zbi6t, = (U, W% jest wygry-
wajacy dla Adama, a jego dopetnienie (zbidws \ 17 4) jest wygrywajace dla Ewy. Skorzystamy
wiec z nastepujacych lematow:

Lemat 1: Adam wygrywa w zbiorzéV, = (J, W4.

Dowdod: Wezmy dowolny wierzchotek € W, = U, W%. Wynika z tego, ze» € W™,
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Z definicji wiemy ze
v e W = Attr o (25 U WE)

Czyli w v Adam wygrywa bov nalezy do atraktora Adama zbioru wygrywajacego dla Adama

(z indukgj).

Patrz rysunek 6.
Rysunek 16: Graf, z wyznaczonymi zbiorami w pewnym kroku indukcji

Lemat 2: Ewa wygrywa z pozycji nalezacych do zbiafws\ W4 i ma strategie bez pamigci.
Dowdd: Zgodnie z konstrukcja zbiord/4, w zbiorzeZ U Y* Ewa wygrywa, gdyz 2%
Adam nie moze juz wyt doW 4 (bo lezatoby to w atraktorzé/,), a Ewa moze wygi@aw Zg
lub przegt doY*. W zbiorzeY* sa wierzchotki z rank d (parzysty) wiec w tym zbiorze tez
wygrywa Ewa. Patrz rysunek?.

Rysunek 17: Graf, z zaznaczonymi wierzchotkami wygrywajacymi dla Adama i dla Ewy

W ten sposéb udowodndimy, ze gry parzys&ei (zaréwno dla graféw skmzonych jak
i nieskahczonych) sa zdeterminowane.
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