
AATG Zadania I seria. Termin rozwi¡zania: 22 czerwca 2009

Rozwi¡zania prosz¦ skªada¢ jedynie w postaci wydruku lub elektronicznie .pdf na
adres niwinski@mimuw.edu.pl. Rekomendowanym sposobem jest podanie adresu URL
pliku.

Zasady punktacji: Uzyskana liczba punktów plus punkty uzyskane z ¢wicze« daj¡
ocen¦ (po stosownym zaokr¡gleniu).

1. (1 punkt) Rozwa»amy aren¦ gry A = (PosE,PosA,Mov) z wyró»nion¡ pozycj¡
p0 ∈ Pos . Okre±lmy funkcj¦ u»yteczno±ci dla Ewy na maksymalnych ±cie»kach w A:

uE(π) =


1 last(π) ∈ PosA

−1 last(π) ∈ PosE

0 π nieskonczona

Niech SE i SA b¦d¡ zbiorami strategii dla Ewy i Adama w rozumieniu pierwszego wykªadu.
Ka»da para strategii SE (Ewy) i SA (Adama) wyznacza jednoznacznie pewn¡ rozgrywk¦
w A startujac¡ z pozycji p0. Razem z powy»sz¡ funkcj¡ uE oraz funkcj¡ u»yteczno±ci dla
Adama uA = −uE otrzymujemy gr¦ antagonistyczn¡.

Jakie liczby rzeczywiste mog¡ by¢ warto±ciami tej gry ?
(Przez warto±¢ gry rozumiemy warto±¢ funkcji u»yteczno±ci Ewy w punkcie równowagi

w strategiach mieszanych.)

2. (1 punkt) Rozwa»my gr¦ symetryczn¡ o sumie zerowej na zbiorze strategii {1, . . . , n}.
(Przykªadem jest gra papier�kamie«�no»yce.)

Czy z tego ju» wynika, »e pro�l, w którym obaj gracze wybieraj¡ prawdopodobie«stwo
jednorodne (p(i) = 1

n
, dla i = 1, . . . , n) jest punktem równowagi Nasha ?

3. (1 punkt) Dwóch graczy gra na szachownicy n × n, gdzie n nieparzyste, pierwszy
stawia kóªka, drugi krzy»yki. Na pocz¡tku wszystkie pola s¡ puste, tylko w lewym dolnym
rogu jest kóªko, a w prawym górnym krzy»yk. Zaczyna gracz pierwszy. Ruch gracza polega
na postawieniu swojego znaczka na wolnym polu s¡siaduj¡cym przez kraw¦d¹ z polem,
na którym jest ju» postawiony jego znaczek. Gry gracz nie mo»e wykona¢ ruchu, traci
go (ale jeszcze nie przegrywa). Gra ko«czy si¦, gdy »aden z z graczy nie moze wykona¢
ruchu. Gr¦ wygrywa gracz, który postawiª wi¦cej znaczków. Rozstrzygnij, który z graczy
posiada strategi¦ wygrywajac¡.

3. (2 punkty) Rozwa»amy gr¦ na gra�e skierowanym z dowma wyró»nionymi wierz-
choªkami. Na pocz¡tku pionek stoi w wierzchoªku Start , zadaniem gracza 1 jest dopro-
wadzenie go do wierzchoªka Meta. W ka»dym innym przypadku wygrywa gracz 2.

Gracze poruszaj¡ si¦ na przemian. Gracz 1 (który zaczyna) przesuwa pionek o jedno
pole zgodnie z kraw¦dziami grafu. Tzn. je±li pionek jest w punkcie p i istnieje kraw¦d¹
p → q, to gracz 1 mo»e przesun¡¢ pionek do punktu q.

Natomiast gracz 2 mo»e �przekierowywa¢ strzaªki�. Tzn. je±li pionek jest aktualnie
w punkcie p, to gracz 1 mo»e zast¡pi¢ dowoln¡ kraw¦d¹ p → q przez dowoln¡ kraw¦d¹
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p → q′, której wcze±niej nie byªo w gra�e1. (Jesli nie ma takiej mozliwo±ci, gracz 2 traci
ruch, ale nie przegrywa.) Gracz 2 nie moze jednak przekierowywa¢ strzaªek prowadz¡cych
bezpo±rednio do Mety (tzn. je±li w powy»szym opisie q = Meta).

Który z graczy ma strategi¦ wygrywaj¡c¡, gdy graf jest

(a) Drzewem z orientacj¡ od dziecka do rodzica, Start jest jednym z li±ci a Met¡ jest
korze« ?

(b) Krat¡ n× n ze Startem i Met¡ w przeciwlegªych wierzchoªkach ? Tzn. kraw¦dzie s¡
postaci (i, j) → (i + 1, j) oraz (i, j) → (i, j + 1), o ile +1 jest okre±lone, Start =
(1, 1), Meta = (n, n).

(c) Krat¡ trójwymiarow¡ n× n× n ?

Nazskicowa¢ algorytm, który dla danego grafu rozstrzyga, czy gracz 1 ma strategi¦ wy-
grywajac¡. Algorytm mo»e dziaªa¢ w czasie wykªadniczym, dobrze jednak, »eby u»ywaª
pami¦ci wielomianowej w stosunku do rozmiaru grafu.

Problem (3 punkty) Rozwa»amy sie¢ dróg w ksztaªcie sze±cianu:

◦ x // meta

◦

;;wwwwwww // ◦

;;wwwwww

◦

OO
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OO

start

1

OO

//

;;wwwwww
◦

OO

;;wwwwwww

Podobnie jak w przykªadach z pierwszego wykªadu, zakªadamy, »e N graczy chce przeje-
cha¢ ze startu do mety . Przyjmujemy, »e czas przejazdu ka»d¡ kraw¦dzi¡ jest taki sam,
tym razem jednak interesuje nas koszt przejazdu. Koszt przejazdu ka»d¡ �pionow¡� kra-
w¦dzi¡ jest 1, natomiast koszt przejazdu �poziom¡� kraw¦dzi¡ jest zmienny i wynosi m

N
,

gdzie m jest liczb¡ graczy, którzy jad¡ t¡ kraw¦dzi¡ w tym samym czasie.
Strategi¡ ka»dego gracza jest wybór trasy, np.

◦ x // meta

◦

;;wwwwwww // ◦

;;wwwwww
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Oczywi±cie, ka»dy gracz chce zminimalizowa¢ swój koszt. Czy istniej¡ czyste punkty
równowagi Nasha?

1Podkre±lmy, »e gracze poruszaj¡ si¦ na przemian; w szczególnosci �przekierowanie� nie moze nast¡pi¢

�w trakcie� przesuwania pionka.
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Jaki jest minimalny ±redni koszt przejazdu (przy pewnym pro�lu), a jaki jest najgorszy
koszt w punktach równowagi Nasha?

Spróbowa¢ rozwa»y¢ bardziej skomplikowany wariant gry, w którym, jad¡c dan¡ kra-
w¦dzi¡, gracz dowiaduje si¦, ilu uczestników jedzie razem z nim i w zale»no±ci od tego,
mo»e zmieni¢ tras¦. Czy ma to wpªyw na koszt przejazdu?
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