AATG Zadania I seria. Termin rozwiazania: 22 czerwca 2009

Rozwiazania prosze sklada¢ jedynie w postaci wydruku lub elektronicznie .pdf na
adres niwinski@mimuw.edu.pl. Rekomendowanym sposobem jest podanie adresu URL
pliku.

Zasady punktacji: Uzyskana liczba punktéow plus punkty uzyskane z éwiczern daja
ocene (po stosownym zaokragleniu).

1. (1 punkt) Rozwazamy arene gry A = (Posg, Posa, Mov) z wyrdzniona pozycja
po € Pos. Okreslmy funkcje uzytecznosci dla Ewy na maksymalnych $ciezkach w A:

1 last(m) € Posy
up(r) =< —1 last(n) € Posg
0 7 nieskonczona

Niech Sg 1S4 beda zbiorami strategii dla Ewy i Adama w rozumieniu pierwszego wyktadu.
Kazda para strategii Sg (Ewy) i S4 (Adama) wyznacza jednoznacznie pewna rozgrywke
w A startujaca z pozycji pp. Razem z powyzsza funkcja ug oraz funkcja uzytecznosci dla
Adama uy = —ug otrzymujemy gre antagonistyczna.

Jakie liczby rzeczywiste moga by¢ wartosciami tej gry ?

(Przez warto$¢ gry rozumiemy wartosé¢ funkeji uzytecznosci Ewy w punkcie réwnowagi
w strategiach mieszanych.)

2. (1 punkt) Rozwazmy gre symetryczna o sumie zerowej na zbiorze strategii {1,...,n}.
(Przykladem jest gra papier—kamieni—nozyce.)

Czy z tego juz wynika, ze profil, w ktérym obaj gracze wybieraja prawdopodobienistwo
jednorodne (p(i) = %, dlai=1,...,n) jest punktem réwnowagi Nasha ?

3. (1 punkt) Dwoch graczy gra na szachownicy n x n, gdzie n nieparzyste, pierwszy
stawia kotka, drugi krzyzyki. Na poczatku wszystkie pola sa puste, tylko w lewym dolnym
rogu jest kotko, a w prawym gérnym krzyzyk. Zaczyna gracz pierwszy. Ruch gracza polega
na postawieniu swojego znaczka na wolnym polu sasiadujacym przez krawedz z polem,
na ktérym jest juz postawiony jego znaczek. Gry gracz nie moze wykonaé¢ ruchu, traci
go (ale jeszcze nie przegrywa). Gra konczy sie, gdy zaden z z graczy nie moze wykonaé
ruchu. Gre wygrywa gracz, ktéry postawil wiecej znaczkéw. Rozstrzygnij, ktory z graczy
posiada strategie wygrywajaca.

3. (2 punkty) Rozwazamy gre na grafie skierowanym z dowma wyrdéznionymi wierz-
chotkami. Na poczatku pionek stoi w wierzchotku Start, zadaniem gracza 1 jest dopro-
wadzenie go do wierzchotka Meta. W kazdym innym przypadku wygrywa gracz 2.

Gracze poruszaja sie na przemian. Gracz 1 (ktéry zaczyna) przesuwa pionek o jedno
pole zgodnie z krawedziami grafu. Tzn. jesli pionek jest w punkcie p i istnieje krawedz
p — q, to gracz 1 moze przesunaé pionek do punktu g.

Natomiast gracz 2 moze ,przekierowywaé strzatki”. Tzn. jesli pionek jest aktualnie
w punkcie p, to gracz 1 moze zastapi¢ dowolna krawedz p — ¢ przez dowolna krawedz



p — ¢, ktorej wezesniej nie bylo w grafie!. (Jesli nie ma takiej mozliwoséci, gracz 2 traci
ruch, ale nie przegrywa.) Gracz 2 nie moze jednak przekierowywaé strzatek prowadzacych
bezposrednio do Mety (tzn. jesli w powyzszym opisie ¢ = Meta).

Ktory z graczy ma strategie wygrywajaca, gdy graf jest

(a) Drzewem z orientacja od dziecka do rodzica, Start jest jednym z lisci a Metqg jest
korzen 7

(b) Krata n x n ze Startem i Metg w przeciwleglych wierzchotkach ? Tzn. krawedzie sa
postaci (i,7) — (¢ + 1,7) oraz (i,7) — (i, + 1), o ile +1 jest okreslone, Start =
(1,1), Meta = (n,n).

(c) Krata trojwymiarowg n X n x n ?

Nazskicowaé¢ algorytm, ktéry dla danego grafu rozstrzyga, czy gracz 1 ma strategie wy-
grywajaca. Algorytm moze dziata¢ w czasie wyktadniczym, dobrze jednak, zeby uzywat
pamieci wielomianowej w stosunku do rozmiaru grafu.

Problem (3 punkty) Rozwazamy sie¢ drog w ksztalcie szeScianu:
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Podobnie jak w przyktadach z pierwszego wyktadu, zaktadamy, ze N graczy chce przeje-
cha¢ ze startu do mety. Przyjmujemy, ze czas przejazdu kazda krawedzia jest taki sam,
tym razem jednak interesuje nas koszt przejazdu. Koszt przejazdu kazda ,pionowa” kra-
wedzia jest 1, natomiast koszt przejazdu ,pozioma” krawedzig jest zmienny i wynosi %
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gdzie m jest liczba graczy, ktorzy jada ta krawedzia w tym samym czasie.
Strategia kazdego gracza jest wybor trasy, np.
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Oczywiscie, kazdy gracz chce zminimalizowaé¢ swdj koszt. Czy istnieja czyste punkty
rownowagi Nasha?

'Podkreslmy, ze gracze poruszaja sie na przemian; w szczegdlnosci ,przekierowanie” nie moze nastapi¢
W trakcie” przesuwania pionka.



Jaki jest minimalny $redni koszt przejazdu (przy pewnym profilu), a jaki jest najgorszy
koszt w punktach réwnowagi Nasha?

Sprobowac rozwazy¢ bardziej skomplikowany wariant gry, w ktérym, jadac dang kra-
wedzia, gracz dowiaduje sie, ilu uczestnikéw jedzie razem z nim i w zaleznoéci od tego,
moze zmienié¢ trase. Czy ma to wplyw na koszt przejazdu?



