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Zadanie

Dowiesé¢, ze dla prawie wszystkich stéw binarnych losowych w sensie Kotmogorowa (tzn. Cy(w) > |w]),
liczba jedynek w stowie o dlugosci n wynosi

(a) co najmniej \/n,

(b) co najmniej 7.

Rozwigzanie. W obu przypadkach bedziemy rozumowaé nie wprost. Opiszemy sposoby reprezentacji
stowa z, ktore w przypadku, gdy liczba jedynek jest ,mata”, prowadza do kompresji i zaprzeczaja losowosci.
Oczywiscie punkt (a) wynika z punktu (b), ale przedstawimy osobno jego prostsze rozwiazanie. Liczbe
jedynek w stowie x oznaczamy przez f (z).

Ad (a). Niech x bedzie stowem o dlugosci n > 2, x = 1 ...x,. Dla 1 < i < n, okreslamy standardowa
reprezentacje binarna bin(i) liczby ¢ jako stowo dlugosci |logn| + 1 (w razie potrzeby dopelnione po-
czatkowymi zerami). Natomiast bin’(i) oznacza ,bezprefiksowa” reprezentacje i (znana z ¢wiczen), np. w
ciag bin(i) wkladamy co druga cyfre 0, a ostatnia 1. Przypusémy, ze 1 wystepuje w stowie = doktadnie
na pozycjach 41,42, ...,1;. Niech

wy = bin'(n)bin(iy) ... bin(ix)

(zauwazmy, ze w, jest okreslone réwniez, gdy 1 w ogole nie wystepuje). Oczywiscie odwzorowanie & — w,
jest réznowartosciowe i

lwe| = ([logn] +1)- (2+#1(z)). (1)

Niech T bedzie maszyna Turinga, ktora dla danego w = w, odtwarza stowo x; jesli w nie jest postaci w,
dla zadnego x, maszyna T sie zapetla. Gdy #1(x) < v/n, z rownosci (1) otrzymujemy

Cr(z) < (logn+1)-(2++/n).
mamy, ze wowczas

Cu(z) < (logn+1)-(24+v/n)+c, (2)

7 zasady niezmienniczosci

dla pewnej stalej c. Dla stow losowych mamy wiec nierownosé n < (logn + 1) - (24 +1/n) + ¢, ktora jednak
moze zachodzi¢ tylko dla skoiiczenie wielu n.

Ad (b). Metoda z poprzedniego punktu nie zadziatalaby w tym przypadku, bo in -logn jest asympto-
tycznie wieksze niz n. Zamiast tego, dla kazdego n > 1, rozwazmy M, zbior stéw binarnych dtugosci n,
w ktorych liczba jedynek jest mniejsza niz in. Niech m,, = |M,|. Stowa w M,, mozemy uporzadkowaé
leksykograficznie w ciag yi1,¥2,- .., Ym,, - Stowo x dlugosci n, w ktérym wystepuje mniej niz %n jedynek
jest rowne pewnemu stowu y; w powyzszym ciggu. Okreslamy wowczas
vy = bin'(n)bin(j)

gdzie bin'(n) jest jak w poprzednim punkcie, a za bin(j) przyjmujemy zwykte rozwiniecie binarne liczby
J (nie dodajemy poczatkowych zer). Jak poprzednio, istnieje maszyna Turinga, powiedzmy S, ktora dla
danego v, odtwarza x. Zeby oszacowaé¢ Cg(x) — i w konsekwencji Cyy (), potrzebujemy oszacowaé mak-
symalng wartos¢ j, czyli m,. Zauwazmy, ze m, = ). _ I TZL , a te wladnie wielkosé¢ oszacowalismy

dla dowolnego 0 < A < % w dowodzie Drugiego Twierdzenia Shannona, doktadniej?

i<in

1Zob. np. Notatki https://www.mimuw.edu.pl/ niwinski/Info/2016-info.pdf, Fact 8, str. 46.
2Zob. Notatki Lemma 7.


https://www.mimuw.edu.pl/~niwinski/Info/2016-info.pdf

gdzie H(A) = —Alog A — (1 — A)log(1 — X). Jak pamietamy, funkcja H(A) przyjmuje w przedziale [0, 1]
maksymalng wartos¢ 1 jedynie dla A = 1. Mamy wiec [bin(j)| < n- H (1) + 1, gdzie H (1) < 1.
Korzystajac z zasady niezmienniczosci

Cu(z) < 2logn+nH <i)+c, (3)

dla pewnej stalej c. Dla stéow losowych mamy wiec nieréwnosé n < 2logn + nH (i) + ¢, ktora jednak

moze zachodzi¢ tylko dla skoiiczenie wielu n, bo oczywiscie n(1 — H (%)) — 2logn — oo.

Uwaga. Z dowodu wynika, ze w punkcie (b) moglibySmy zastapic % przez dowolng stala < % Szaco-

wanie mozna tez otrzymac¢ w inny sposob, uzywajac Wzoru Stirlinga.



