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1 Poréwnanie przepustowosci kanaléw

1.1 Przepustowos$é¢ kanaltu XORujacego losowy bit
Ten przypadek jest dosé tatwy.

Cr =maxxI(X;Y) =maxx(H(Y) - HY|X))

Dla ustalonego = € X, H(Y|x) = logn poniewaz kazda wiadomo$é¢ moze ulec zmianie na jednej z n
pozycji z réwnym prawdopodobiefistwem. Zatem

H(Y|X) = 3 pla)H(Y ) = logn

niezaleznie od rozktadu X.

Informacja wzajemna I(X;Y") bedzie zatem maksymalna wtedy gdy H(Y') bedzie maksymalne. H(Y)
bedzie maksymalne gdy Y bedzie mial rozklad jednostajny, a to, dzieki symetrii, nastepuje wtedy gdy
X ma rozklad jednostajny i wtedy H(Y) = log2™ =n

Ostatecznie

Cryor = maxxI(X;Y) =maxx(H(Y) - HY|X)) =n—logn

1.2 Przepustowos$é kanalu zerujacego losowy bit

Kanal zerujacy losowy bit jest duzo trudniejszy do analizy. Zaczne od przypadku gdy n jest wystarczajaco
duze aby zastosowaé pewne oszacowanie, a nastepnie sprawdze recznie pozostale przypadki

Niech z(z) - funkcja, ktora dla stowa x € {0,1}" zwraca ilo§¢ zer w tym stowie.

Policze teraz I(X;Y) gdy X ma rozklad jednostajny
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Pierwszy skladnik sumy odpowiada za przypadki, kiedy slowo y powstalo przez zamiane jakiejs
jedynki na 0. Poniewaz jest z(y) zer to do tego stowa prowadzi w ten sposob z(y) stow, kazde z prawdo-
1

podobieristwem W Drugi sktadnik sumy odpowiada przypadkowi, kiedy kanal wylosowal pozycje

na ktorej stalo jug 0. Znnowu, jest takich pozycji z(y) 1 prawdopodobienistwo ze nastapila taka sytuacja

WYnosi cgy5my Mozna teraz uproéci¢ to wyrazenie
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I dalej, kiedy X ma rozktad jednostajny

HXGY) = HOX) = HXY) = 0= 3 o) (145 log=(0))
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Dla przypadku, gdy n > 4 mozna zastosowaé oszacowanie z(y) < n co daje
1
IX;Y)>n—-1- §logn >n —logn = Cryon
Kroétkie wyjasnienie czemu powyzsza nieréwnosé zachodzi dla n > 4
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logn > 2

A to w oczywisty sposob zachodzi dla n > 4.
Pokazatem zatem ze dla n > 4 kanal zerujacy losowy bit ma wieksza przepustowos$¢ niz kanat XO-

Rujacy losowy bit.
Dla n < 4 oszacowanie nie dziata, ale nie znaczy to ze kanat zerujacy ma we wszystkich tych przy-

padkach mniejsza przepustowosc.
Dla n = 3 w przypadku gdy X ma rozklad jednostajny, mozna recznie policzy¢ doktadna wartosé
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Kolejne sktadniki tej sumy odpowiadaja za stowa y € Y o coraz mniejszej ilosci zer. Wartosé 1.599
jest wieksza niz 3 — log 3 =~ 1.415 zatem dla n = 3 kanal ten réwniez ma wicksza przepustowosé
Dla n = 2 poréwnanie jest duzo trudniejsze

I(X:Y)=H() - H(Y|X)
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gdzie
po = p(X =00),p1 = p(X = 01),p2 = p(X = 10),p3 = p(X = 11)

Moge teraz skorzystaé¢ ze Zlotego Lematu. Przyjmuje nastepujace wagi
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Poniewaz jestem w stanie wysta¢ 1 bit informacji (kodujac 0 — 00,1 — 11), to réwniez Cr > 1.
Zatem ostatecznie Cr = 1 i w tym przypadku oba kanaly maja taka sama przepustowosé
Dla n = 1 to zwyczajny kanal zapominajacy i jego przepustowos$é wynosi Cr = 0, czyli w tym
przypadku jest to mniej niz dla kanalu XORujacego losowy bit.

2 Kody
2.1 Kod dla kanaltu XORujacego

Dla n = 1 jest to kanal odwracajacy i nie tutaj za bardzo o czym moéwié - wystarczy odwracaé bit na
wyjsciu.

Przejde wiec do przypadku, kiedy n = 2. Wtedy C = {01,00}. Po przejsciu przez kanal tatwo je
rozr6zni¢. 01 przechodzi na 00 lub 11, 00 na 01 lub 10.

Mozna tu poczynié¢ pewng obserwacje. W przypadku kodu Hamminga, aby rozr6zni¢ dwie wiadomo-
$ci, potrzebowalisémy zeby przechodzily na stowa o minimalnej odlegtosci Hamminga réwnej 3. Jednak
w przypadku tego kanatu mozna skorzysta¢ z faktu, ze przeklamanie na ktéryms bicie nastapi zawsze.
Dzieki temu, mozna wyrézni¢ jeden bit, w moim przypadku niech to bedzie bit na ostatniej pozycji.
Wtedy wystarczy, ze bity na pozycjach od 1 do n — 1 beda stowami o minimalnej odlegtosci 3 miedzy
soba, a ostatni bit bedzie podwajal przestrzern wiadomosci. Jesli po przejsciu przez kanal pierwsze n — 1
pozycji zawiera stowo, ktoére nie jest w kodzie, wtedy wiem ze przektamanie bylto na jednej z tych po-
zycji. W takiej sytuacji szukam jedyne stowo kodowe o odleglosci Hamminga réwnej 1 a ostatni bit
pozostawiam bez zmian. W przeciwnym wypadku przeklamanie wystapilo na ostatnim bicie i wystarczy
ze zmienie jego warto$¢ na przeciwng. Jesli n — 1 bitow jest liczba postaci 2F — 1, to mozna na tych
bitach po prostu uzyé¢ kodu Hamminga.

Niestety, nie mam uniwersalnej metody jak szuka¢ maksymalnego zbioru stow dtugosci n o odlegtosci
co najmniej 3. W przypadku, gdy n — 1 jest liczba postaci 2¥ — 1, uzycie kodu Hamminga o tej dlugosci
jest optymalne, w innych przypadkach trzeba szukaé¢ takich stéw recznie.

Przyktady znalezionych przez mnie kodéw dla kolejnych n:

C

{0, 1}

{0{0,1}}

{00{0, 1}}

{000{0,1},111{0,1}}

{0000{0,1},1110{0,1}}
{00000{0,1},11100{0,1},11011{0,1},00111{0, 1} }
{000000{0, 1}, 111000{0, 1}, 110110{0, 1},101101{0, 1}
011011{0, 1}, 100011{0, 1},010101{0, 1},001110{0, 1}}
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Dla n = 8 konstrukcja zostala juz podana w tekscie (kod Hamminga na 7 bitach i dodatkowy bit na
osmej pozycji).

2.2 Kod dla kanatu zerujacego

Roéwniez zaczynam od przypadku n = 2. Tutaj mozna zakodowaé jeden bit przez powtédrzenie go, czyli
C = {00, 11}. Po przejsciu przez kanal tatwo te wiadomosci odtworzy¢ — wiadomosé 00 musi przejsé jako
00, a 11 przejdzie jako 01 lub 10.

Przy n = 3 dodatkowy bit nie daje nic wiecej.

Przy n = 4 mozna wysylta¢ dwa bity, kodujac je tak samo jak poprzednio, w sumie 4 wiadomosci

Przy n = 5 pierwsze 4 wiadomosci wysylam tak samo jak w przypadku n = 4, natomiast kolejne
tworze uzywajac ostatniego bitu. Bit ten sygnalizuje dodatkowe dwie wiadomosci, ktére charakteryzuja



sie naprzemiennymi zerami i jedynkami. Jestem w stanie rozrézni¢ te dodatkowe dwie wiadomosci,
poniewaz jesli zga$nie ostatni bit, to te wiadomosci sa zupelnie inne niz pierwsze cztery, poniewaz sg
to dwie pary 01 lub 10, a z tamtych moze powsta¢ tylko jedna taka para. Podobnie, jesli zgasnie inny
bit, to ostatni bit sygnalizuje ze byla to wiadomos¢ z dodatkowej pary. Podsumowujac, dla n = 5, kod
wyglada nastepujaco C = {00000,00110,11000,11110,01011, 10101}

Dla n = 6 kod zaczyna sie od wiadomosci kodowanych standardowo przez powtérzenie bitéw. Daje to
23 = 8 wiadomosci. Dodatkowo, mozna powtérzyé trick z poprzedniego przypadku i dorzucié wiadomosci
z parami 01 oraz 10 na przemian. Znowu, odréznienie takie pary jest proste, poniewaz ze standardowego
kodowania mozna otrzymac tylko jedno wystapienie 01 lub 10 a tu po przejsciu przez kanal beda co
najmniej dwa. Zatem dla n = 6 kod wyglada nastepujaco

¢ = {000000,000011,001100, 001111, 110000, 110011, 111100, 111111,010101, 101010}

Dla n = 7 mozna zwyczajnie uzy¢ kod Hamminga, co pozwola na wysytanie 16 r6znych wiadomogci.

Dla n = 8 mozna 16 wiadomosci zakodowaé jak poprzednio przez powtérzenie bitow, dodatkowe 4
wiadomosci da sie uzyskaé¢ podobnie jak w przypadku gdy n = 6. Te dodatkowe wiadomosci to 01010100,
01010111, 10101000, 10101011.

Przypadek n = 9 to kodowanie kodem Hamminga 16 wiadomo$ci w pierwszych 7 bitach i kodowanie
dodatkowego bitu przez jego podwojenie na koricu. W sumie 5 bitow czyli 32 wiadomosci.

Dla n = 10 mozna zacza¢ od kodowania przez podwojenie bitéw — 2° = 32 wiadomosci. Dalej
mozna dodaé¢ 2 4+ 2 + 2 x 2 = 8 wiadomosci przez kodowanie potowy bitow w taki sam sposob jak w
przypadku gdy n bylo réwne 5. Mozna zakodowaé pierwsze 5 bitéw, reszte zostawié¢ jako 0, potem
ostatnie 5, pozostawiajac reszte z zerami, i na koniec mozna kodowaé obie polowy niezaleznie. W sumie
40 wiadomosci.

Dla n = 11 znowu uzywamy kod Hamminga i tym razem kodujemy dodatkowe dwa bity przez ich
podwajanie. W sumie 6 bitow czyli 64 wiadomosci.

Regula, ktora sie tutaj przewija jest z grubsza taka, ze dla nieparzystych dlugosci stosujemy jak
najdtuzszy kod Hamminga (o ile n > 7) i doklejamy dodatkowe bity kodujac je przez ich podwojenie.
Dla dtugosci parzystych oplaca si¢ bardziej zaczyna¢ od kodowania 3 bitéw przez ich podwajanie a
potem wzbogacaé¢ kod tak jak w powyzszych przyktadach. Jesli kanal jest odpowiednio szeroki moze
oplacaé sie tez wziecie dwoch sklejonych kodéw Hamminga.



