Egzamin z Teorii informacji. Teoria
8 lutego 2019

Dla informacji podajemy uzasadnienia rowniez tam, gdzie nie byly wymagane.

1. Jaka jest pojemnos$¢ kanatu danego ponizsza macierza?
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Odpowiedz: log 3. Nietrudno zauwazy¢, ze gdy do A wybierzemy jedynie
trzy symbole, powiedzmy 1,2,3 (sposréd {1,2,3,4,5}), to odczytujemy
bezblednie, a zatem I(A; B) = H(A). Jesli wybieramy je z jednakowym
prawdopodobienstwem, uzyskujemy informacje log 3.

Ze jest to optimum, mozna sprawdzi¢ metoda rozkladu macierzy, ale moz-
na tez elementarnie. Przyjmijmy

dlai=1,...,5. Chcemy zmaksymalizowa¢ H(B) — H(B|A).

Mamy ¢1 = 3(p1+ps) = g5 i podobnie go = 5 (p2 +ps) = g4, oraz g3 = ps;
dalej H(B|A) = p1+p2+ps+ps. Przy ustalonym g3 wielko$é H(B) bedzie
najwieksza, gdy ¢1 = qo'. Zauwazmy dalej, ze wielkos¢ H(B) — H(B|A)
zalezy tylko od sumy p; + ps w tym sensie, ze pozostanie niezmienio-
na, jesli wezmiemy p} + pf = p1 + ps; podobnie dla py + ps. Tak wiec
bez zmniejszenia ogdlnoéci mozemy zalozyé, ze prawdopodobienstwo jest
skoncentrowane tylko na jednej z dwdéch liczb; niech ps = ps = 0. Przy
uczynionym juz wezedniej zalozeniu, ze ¢ = g2, mamy p; = po. Przyjmu-
jac p =p1, H(B) — H(BJA) staje sie funkcja p
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Liczac pochodna otrzymujemy, ze maksimum jest osiagniete dla p = % i

jest to doktadnie ten rozktad, ktéry zgadliSmy na poczatku; a wiec jest on
optymalny.

2. Rozwazmy rodzine kodéw Hamminga. Czy kod (15,11) poprawia wiecej
bledéw niz kod (7,4)?
Nie, kazdy kod Hamminga poprawia dokladnie jeden btad.

3. Rzucamy sprawiedliwa kostka do gry i jesli wynik jest k, to rzucamy k
razy sprawiedliwa moneta. Niech A bedzie wynikiem rzutu kostka, a B

1Ta wlasnoéé pojawia sie w wielu miejscach; mozna ja np. wydedukowaé z faktu, ze funkcja,

zlogz — (1 — x) log x osigga ekstremum, gdy = = 3.



liczbg wyrzuconych ortéw i niech B’ = B mod 2. Poréwnaé ze sobg liczby
I(A;B), I(A; B'), H(A).

Odpowiedz: I(A; B') < I(A; B) < H(A).

Gdy rzucamy k > 1 razy sprawiedliwa moneta, rozklad parzystosci jest
zawsze 5, tak wiec I(A4; B') = 0. Natomiast 0 < I(4; B), bo A i B oczy-
wiscie sa zalezne.Dalej, I(4; B) < H(A), bo A nie zalezy funkcyjnie of
B.

. Niech f:{0,1}"™ — {0,1}" bedzie funkcja wzajemnie jednoznaczna. Roz-
wazamy kryptosystem podobny do szyfru Vernama (One time pad), a wiec
zmienne M (wiadomosci, ang. messages) i K (klucze) przyjmuja wartosci
w {0, 1}"™ i sa niezalezne, przy czym K ma rozklad jednostajny. Natomiast
zmienna C (szyfrogramy, cipher-texts) jest okreslona

C = f(M®K)

gdzie @ oznacza zor po wspdlrzednych. Czy ten kryptosystem jest do-
skonale bezpieczny (perfectly secret)? Odpowiedz prosze krétko uzasadnié
(bez wykonywania rachunkéw).

Tak, bo I(M; f(M & K)) < I(M;M @ K) = 0, dla dowolnej funkeji
f. Zalozenie, ze f jest wzajemnie jednoznaczna potrzebne jest po to, by
deszyfrowanie byto dobrze okreslone.

. Wyciagamy losowo (z jednostajnym prawdopodobienstwem) karte z talii.
Niech A oznacza jej kolor (czerwony, czarny), B typ (pik, trefl, karo, kier),
a C warto$é (nominal lub rodzaj figury). Czy istnieje taka kombinacja
rézmych X, Y, Z € {A, B,C}, dla ktérej

I(X;Y]Z) > I(X;Y)?

Czy odpowiedZ na powyzsze pytanie moze si¢ zmienié¢, jesli nie bedziemy
zakladaé, ze rozklad, z jakim wyciagamy karte jest jednostajny?

Odpowiedz prosze krétko uzasadnié.

Otéz nie, postulowana kombinacja nie istnieje dla zadnego rozktadu.
Oczywiscie, kolor jest funkcja typu. Rozwazmy ogélnie sytuacje trzech
zmiennych losowych: X, f(X),Y. Wzajemna informacja miedzy X a f(X)
moze po dodaniu warunku co najwyzej zmale¢:

I(X; f(X)Y) = H(A(X)Y) - H(f(X)|X,Y) < H(f(X)) = I(X; f(X)).
0
Podobnie, gdy funkcja dziala na warunku:

I(Y; f(X)|X) = H(f(X)|X) = H(f(X)|X,Y) < I(Y; f(X)).

0 0

Wreszcie

I(Y; X[f(X)) = HY[f(X)) - HY|X, f(X)) <H(Y) - HY[X) = I(Y; X),

=H(Y|X)



gdzie zaznaczona réwno$é entropii wynika z réwnowaznosci zdarzen (Y =
yAX=zANf(X)=f(x) e Y =yAnX =2x).

Inne rozwigzanie.? Przypomnijmy, ze réznica I(X;Y)—I1(X;Y|Z), kt6-
ra nas tu interesuje, nie zalezy od kombinacji, tzn. jest taka sama dla kaz-
dego podstawienia (réznych) A, B,C za X, Y, Z. (Wielko$¢é ta w diagramie
Venna zajmuje ,sam $rodek” figury i jest zwykle oznaczana R(X;Y; Z).)
Zatem wystarczy raz ja policzy¢, by poznaé jej znak. Wobec zaleznosci
funkcyjnej A od B, mamy

I(A; BIC) = H(A|C) — H(A|B,C) < H(A) = I(A; B).
0

Stad wnioskujemy, ze po dodaniu warunku informacja wzajemna moze si¢
€O najwyzej zmniejszyc.
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