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Zadanie

Rozwazmy kanat I',,, w ktérym alfabet wejSciowy ¥4 oraz wyjsciowy Xp sa roéwne i wynosza X4 =
¥p = {0,1}", natomiast przestanie przez kanal pojedynczego symbolu © = (z1,xo,...,z,) powoduje
obroét cykliczny™ o k pozycji, k < n. Z prawdopodobienstwem = obrot ten wynosi 0 (czyli ¢ pozostaje bez

2
zmian), a z prawdopodobieristwem 7y obrot wynosi k € {1,...,n—1}.

2(n—1)
*Obrot cykliczny ciagu x = (21,22 ...,2,) 0 k pozycji daje ciag (sck+1, Tht2y e oy Ty Ty e ey Tho)e

Dokladniej, niech dla stow z,y € {0,1}",
cycle(x,y) = {ke{l,...,n—1}:x przesuniete cyklicznie o k pozycji daje y}

Wowczas

sy leyele(z, y)| gdyx £y

P(B=ylA=z) = X )
3oy - leyele(z,y)[+ 3 gdy z =y
Przyktad: dla n = 4 mamy
P(B = 0000|A = 0000) =
P(B = 1010|A = 1010) =

3+3=1,
‘144 =2 P(B=0101|]A=1010) = ¢ - 2= %, P(B = 0011|A = 1010) = 0.

D= o=

Udowodnij, ze przepustowo$é tego kanatu wynosi co najmniej n — 1 — 3 - log(n — 1).

Wskazéwka. Rozwazy¢ najpierw przypadek, gdy n jest liczba pierwsza. (Jak wtedy moze wygladaé¢ zbior
cycle(z,y) 7) Rozwiazania ograniczone do tego przypadku tez beda punktowane.

Rozwigzanie 1 — rachunkowe z definicji. Oszacujemy z dotu wartosé¢ I(A; B) = H(B) — H(BJA).

Na poczatek pokazemy, ze zmienna wyjéciowa B moze mieé rozklad jednostajny i tym samym entropie
rowna n; dzieje sie¢ tak w szczegdlnosci, gdy A ma rozklad jednostajny. Pamietajac, ze p(B = y) =
> . P(A = x)- P(x — y), wystarczy sprawdzi¢, ze suma kazdej kolumny w macierzy kanatu daje 1.
Istotnie, dla réznych x,z’, zbiory cycle(x,y) i cycle(x’,y) sa roztaczne i |J, cycle(x,y) = {1,...,n — 1}
(obrot o dang liczbe pozycji jest bijekcja na stowach), skad otrzymujemy

> leyelew,y)] = n1. 1)
Zatem

(1 |cycle |eycle(z,y)| |eycle(z,y)|
zmjp(x—w)_(2+ )Z 2 1) Z 2 1) =1. (2)

Pozostaje oszacowac z gory H(B|A). Mamy

H(Blz) = Y —p(B=ylz) logp(B = ylz) (3)
y
1 Jeycle(z, x)| 1 Jeycle(z, )] |cycle(z,y)| 2(n—1)
frd — —_ —_—— 1 by 1 M 4
<2 * 2(n—1) s\g ™ 2(n—1) * ?;E 2(n—1) 8 |cycle(z,y)] )
Zauwazmy najpierw, ze dla z réwnego 0™ lub 1", mamy cycle(z,x) = {1,...,n — 1} 1 powyzsza entropia
wynosi 0.



W dalszych szacowaniach wykorzystamy wtasnos¢ dualng do réwnosci , ktora uzasadniamy analogicz-
nie: dla dowolnego z,

Z|cycle(1’,y)| = n-—1. (5)

Rozwazmy najpierw sugerowany we Wskazowce przypadek, gdy n jest liczba pierwsza. Dla z # 0™, 1"
mamy wowczas cycle(z,z) = 01 (Vy) |cycle(z,y)| < 1. (Jest tak dlatego, ze minimalny obrot nakltadajacy
stowo na siebie musi by¢ dzielnikiem n.) Wtedy z rownosci i otrzymujemy

H(Blz) = 1—I—(n—l)-

5 log2(n — 1)

1
2(n—1)
1
= 1+§log(n—1)
i w konsekwencji H(B|A) <1+ % log(n — 1), skad otrzymujemy teze zadania. (Zauwazmy, ze nier6wnosé
jest ostra z powodu stow 0™, 1™.)

Gdy n jest liczba zlozong, rachunek jest nieco bardziej skomplikowany, ale szacowania dzialajg na
nasza korzysé. (Jest to zgodne z intuicja — nietrywialny obrot nakladajacy stowo na siebie koryguje
cycle(z,z)|

bledy kanalu.) Mamy oczywiscie — log (% + lwﬁ) < log %, a ponadto, dla wszystkich y,

log‘cjél"ei(;l)y)l = log2(n — 1) — log|cycle(z,y)| < log2(n — 1) (bo |cycle(x,y)] < n —1). Oznaczmy na
chwile wait = —% -log (% + %) 7 réwnosci otrzymujemy

l
H(Blz) < wait+ EU W-log%n—l)
) 1
= wazt+§~log2(n—l)

(w ostatniej rownosci znéow korzystamy z ) 7 drugiej strony mamy — log (% + %"7(_11;6)') < —log 3=

1, tak wiec wait < 3. Stad otrzymujemy (Vz) H(B|z) <1+ 3log(n — 1) i w konsekwencji teze zadania.

Rozwigzanie 2 — ,wysokopoziomowe”. Idac za pierwszym, intuicyjnym opisem kanalu wprowa-
dzimy zmienna losowa turn o wartosciach w zbiorze {0,1,...,n — 1} i rozktadzie p(turn = 0) = %7

p(turn =) = ﬁ, dlai=1,...,n— 1. Zauwazmy, ze
H(tum) = 4 (n—1)- s log2(n—1) (©)

urn) = = . oo 2n —
2 2(n—1) 8
1

= 1+ 3 log(n —1). (7)

Wazng obserwacja jest, ze zmienna A jest funkcja B i turn. ( Jest tak dlatego, ze obrot o dana liczbe
pozycji jest bijekcja na stowach; z tej wlasnosci korzystaliémy takze w Rozwigzaniu 1.)

Oszacujemy teraz H(A|B). Mamy

H(A|B) < H(A,turn|B) (8)
= H(turn|B) (9)
< H(turn). (10)

Nieréwnosé (8)) otrzymujemy z warunkowej reguly taricuchowej H (A, turn|B) = H(turn|A, B)+ H(A|B).
Roéwnosé @D otrzymujemy z warunkowej reguly taicuchowej w jej symetrycznym wariancie H (A, turn|B) =
H(A|turn, B)+ H (turn|B), gdyz pierwszy sktadnik jest rowny 0, poniewaz, jak zauwazylismy, A jest funk-
cja zmiennych turn i B. Ostatnia nieréwnosé jest ogo6lna wlasnoscig entropii warunkowe;j.

Biorac A o rozkladzie jednostajuym (czyli H(A) = n) otrzymujemy teze zadania.
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