Zadanie egzaminacyjne nr 1
Na pewnej spoéréd n pozycji znajduje sie pierscien. Pozycje piericienia opisuje zmienna losowa X o
warto$ciach w zbiorze {1,2,...,n} i rozkladzie jednostajnym.

Zakladamy, ze n jest podzielne przez 6 i dlatego zbiér pozycji mozemy podzielié¢ na

e dwie potowki:{1,..., 2}, {5 +1,...,n}, lub

e trzy rowne czesci trzecie {1,..., 2}, {2 +1,...,2}, {3 +1,...,n}.
Hobbit poszukuje pierscienia i moze spytaé¢ o rade dwoch trolli, z ktorych pierwszy wskazuje, w ktorej
poléwcee odcinka, a drugi w ktorej jednej trzeciej czesci odcinka znajduje sie pierscien.

Problem w tym, ze pierwszy troll co trzeci raz klamie tzn. méwi prawde jedynie z prawdopodobienst-
wem %, przy czym decyzja o klamstwie jest niezalezna od polozenia pierscienia. Natomiast drugi troll
ktamie podobnie, ale co drugi raz i w takim wypadku daje jedna z dwoch ztych odpowiedzi z jednosta-
jnym prawdopodobienstwem. Odpowiedzi pierwszego trolla opisuje zmienna T; (jej dwiema mozliwymi
wartosciami sa wiec potéwki odcinka), a odpowiedzi drugiego trolla opisuje analogicznie zmienna Ts.

Ktorego z trolli bardziej oplaca sie zapyta¢; innymi stowy, ktora z informacji wzajemnych I(X;T;) jest
wieksza 7

Jak zmieni sie odpowiedz, jesli opuscimy zalozenie, ze zta odpowiedz drugiego trolla wybierana jest z
jednostajnym prawdopodobieristwem?

Uwaga. Mozna skorzystaé¢ z szacowania

1.584962500 < log, 3 < 1.584962501

Komentarz do zadania 1

Jak wiekszo$¢ autorow poprawnie wykazata, drugi troll — ktéry daje doktadniejszg informacje, choé¢
czesciej ktamie — okazuje sie lepszym informatorem (cho¢ nieznacznie).

Natomiast pytanie dodatkowe

Jak zmieni sie odpowiedz, jesli opuscimy zalozenie, ze zta odpowiedz drugiego trolla wybierana
jest z jednostajnym prawdopodobienstwem?

dato pole do réznych interpretacji.

Intuicyjnie, jesli troll (odtad zajmujemy sie tylko drugim) réznicuje prawdopodobieristwo swoich ktamli-
wych odpowiedzi, moze przekaza¢ dodatkowa informacje i staé¢ sie jeszcze lepszym informatorem.

Istotnie, entropia warunkowa H (T3 | X) moze sie wtedy jedynie zmniejszy¢. Nie rozstrzyga to jednak
jeszcze pytania o zmiane I(T; X ), poniewaz entropia H(T5) moze sie zmniejszy¢ takze.

Dla analizy problemu przyjmijmy, ze troll wybiera klamliwa odpowiedz rzucajac monets (zapewne
falszywa) z pradopodobieristwami wynikow p i ¢ = 1 — p. Nie determinuje to jednak jeszcze do korica
sytuacji, dopoki nie wskazemy ktdry wynik rzutu prowadzi do ktdrej z dwoch ztych odpowiedzi.

Na przyklad, jesli zawiniemy” odcinek w cykl i okreslimy strategie trolla: z pradopodobienistwem p podaj
odcinek pézniejszy, a z pradopodobienistwem ¢ odcinek wczedniejszy, to rozklad zmiennej 75 sie nie zmieni
i wobec uwagi powyzej widzimy od razu, ze informacja wzajemna miedzy X i Ts sie zwiekszyla.

Jesli jednak wybierzemy inna strategie: z pradopodobieristwem p podaj zty odcinek bardziej na lewo, a z
pradopodobienstwem ¢ bardziej na prawo, to rozklad i w konsekwencji entropia Ts beda inne (dla p # q).



7 uwagi na symetrie, nietrudno jest zobaczy¢, ze w modelu z jedng moneta sa to jedyne dwie mozliwosci
(z punktu widzenia rozktadu 7).

W jeszcze ogodlniejszym scenariuszu rozwazonym w jednej z prac troll — pozostajac przy naszej metaforze
— wykorzystuje trzy rézne monety (ze swoimi prawdopodobieristwami) w zaleznosci od tego, w ktorej
trzeciej czesci odcinka znajduje si¢ pierécienn. Jak wynika z rachunkéw, w obu przypadkach informacja
I(Ty; X) rosnie, potwierdzajac nasza intuicje.

Pozostal do rozwazenia najogoélniejszy wariant, w ktérym przy kazdym potozeniu pierécienia moneta moze
by¢ inna. Oczywiscie dla n = 3 ta sytuacja pokrywa sie z przypadkiem opisanym przed chwila; nazwijmy
ten przypadek (*), bo z niego za chwile skorzystamy. Ogolnie, jesli przyjmiemy oznaczenie
3X
X)) = |—|,
w0 = |2

to zalozenie o drugim trollu sprowadza sie do jednej rownosci:

Jednak z nieréwnosci teorio-informacyjnej data processing inequality wiemy, ze
I10(X);Tn) < I(X;T»),

dlatego wystarczy oszacowaé z dotu I(§(X);T3), a to sprowadza sie do przypadku (*).

Zadanie egzaminacyjne nr 2

W ponizszym zadaniu ustalamy uniwersalna (jednotasmowa) maszyne Turinga U i stwierdzenie stowo
w € {0,1}* jest stowem losowym oznacza, ze

Cy(w) > |w|.
Rozstrzygnaé, czy nastepujace zdania sg prawdziwe.

1. Dla prawie wszystkich n i dla kazdych stow z,y, z € {0,1}", jesli z jest stowem losowym i 2@y = z,

to przynajmniej jedno ze stow z,y jest losowel.

2. Dla prawie wszystkich n i dla kazdego stowa = € {0,1}", jesli stowo z jest losowe, to kazde jego

przesuniecie cykliczne tez jest losowe?.

3. Dla kazdego k € N, istnieje stowo losowe zawierajace 0F jako podstowo.

Zadanie 3

Niech Sy oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru [k] = {1,2,...,k}, przy czym k > 2. Dlan > 2
rozwazamy kanal Ty, ,,, ktorego alfabet wejsciowy i wyjsciowy stanowig stowa nad alfabetem [k] o dtugosci
n, a ktorego zasada dzialania jest nastepujaca. Dla wejscia w € [k]™, wybieramy losowo (z jednostajnym
prawdopodobieristwem) permutacje f € Sk 1 stosujemy ja do stowa w litera po literze (tzn. dla wejscia
w=w; ... w, wyjSciem jest stowo f(w1)... f(wy)).

Rozwazmy roéwniez kanal Ty, nad tym samym alfabetem zdefiniowany analogicznie, ale w miejsce Sy
wstawiamy [k][*], tzn. zbior wszystkich funkcji z [k] w [k].

Poréwnaj pojemnosci kanatéw I'y o i fk’g.

1Gdzie @ oznacza XOR. po wspoélrzednych, np. 110 @ 011 = 101.
2Przesunigciem cyklicznym stowa wy . .. wy, jest kazde stowo w;it1 ... wn wi ... w;, gdzie i = 0,1,...,n — 1.



Zaprojektuj kod C' C [k]™ pozwalajacy przesytaé przez kanat T'y, ,, wiadomosci z zerowym prawdopodobienist-
wem bledu; im wiekszy kod, tym lepiej. W tym poleceniu wolno zaltozy¢, ze n jest duzo wieksze od k.

Czy jest mozliwe zaprojektowanie kodu o podobnej wlasnosci dla kanatu Ty ,, ?

Bonus. Poréwnaj pojemnosci kanatéw I'y, ,, i fk,n dla n > 2.
dn



