Egzamin z Teorii informacji 20 lutego 2018.

Odpowiedzi prosze wpisywacé na tej kartce. Kartke prosze podpisaé. Uzasanienia sq wymagane tylko
tam, gdzie jest to zaznaczone.

1. Dla stowa w € {0,1}", niech ord(w) = 0F 1¢, gdzie k = fow, £ = f1w. Np. ord(0010110) = 0000111.
Rozwazamy kanal nad zbiorem symboli {0, 1}", ktéry przeprowadza stowo w na stowo ord(w), tzn.
P(B = ord(w)|A =w) =1, dla w € {0,1}". Obliczy¢ pojemnosé¢ tego kanatu.

Zauwazmy, ze w tym kanale B zalezy funkcyjnie od A, czyli H(B|A) = 0. Zatem potrzebujemy
zmaksymalizowaé [(A; B) = H(B). Zauwazmy, ze B moze przyja¢ n—+ 1 réznych wartosci. Enropia
jest najwieksza (rowna log(n+1)), gdy B ma rozklad jednostajny. Nietrudno jest to uzyskaé, okre-
§lajac rozklad A, tak, by dla kazdego k = 0, 1,...,n, prawdopodobienistwo Pr(ord(A) = 0F17F)

przyjmowalo te sama wartosé %_H

2. Rzucamy dwa razy niezaleznie sprawiedliwg kostka do gry. Zmienne losowe A, Ay o warto$ciach w
zbiorze {1,2,...,6} reprezentuja wyniki rzutow. Okreslamy A = A; + Az oraz

{ Ay + Ay jesli A = Ay
B =
0 W pp-

Poréwnaé nastepujace liczby

Zauwazmy, ze

I(A§B\A1) = H(A\A1)*H(A|B;A1)
————

>0
= H(BJ|A1) — H(B|A, A1)
————

=0

gdyz B jest funkcja A 1 Ay, podczas gdy, jak tatwo sprawdzié, A nie zalezy funkcyjnie od B i A;.
A zatem

I(4; B|Ay) = H(B|Ay) < H(A|A,) < H(A)

ostatnia nieréwnosé wynika z faktu, ze zmienna A nie jest (oczywiscie) niezalezna od A;.

3. Przypomnijmy, ze w szyfrze Vernama (One time pad) zmienne losowe M, K, C przyjmuja wartosci
w zbiorze {0,1}", przy czym C = f(M, K), gdzie

fllmy,....omy), (ki,...,kn)) = (m1@k1,...,my Dky),
gdzie @ oznacza dodawanie mod2 (inaczej zor). Rozwazmy system szyfrowania, gdzie K nadal
przyjmuje wartosci w {0,1}" (z rozktadem jednostajnym), natomiast M,C € {0,1}2", przy czym
C =g(M,K), gdzie
g((m17"'7m2n>7 (k1>7kn)) = (ml@k17°"7mn®kn7 mn+1@kl,mn+2@k2,...7m2n@k‘n).

Czy ten szyfr jest doskonale bezpieczny (perfectly secure)? Odpowiedz krotko uzasadnij.



Oczywiscie nie, bo zgodnie z tzw. pesymistycznym twierdzeniem Shannona (Theorem 9 w notat-
kach) w szyfrze doskonale bezpiecznym H(M) < H(K) podczas gdy tu dlugos¢ wiadomosci az
dwukrotnie przekracza dtugo$é klucza, wiec w szczegolnosci, dla jednostajnego rozktadu M zacho-
dzi H(K) < H(M). Przytoczony szyfr odpowiada dwukrotnemu wykorzystaniu klucza w systemie
One time pad; blad ten prowadzil w historii do powaznych konsekwencji (por. notatki).

. Niech C} bedzie kodem Hamminga o k bitach kontrolnych. Okreslmy kody

C' = {ww:weCy}
C" = {vw:v,w e Cy}

Ile bltedow poprawiaja te kody?

Wiemy, ze minimalna odlegtos¢ miedzy stowami w kodzie Hamminga jest 3 (por. Notatki, Section
2.12. Latwo sprawdzi¢, ze minimalna odlegtosé¢ w C” jest nadal 3, a w C’ jest 6. zatem C’ poprawia
2 bledy, a C” jeden blad.

. Niech T bedzie binarnym kanalem symetrycznym (BSC) o macierzy < g g ), gdzie P > Q.

Dla kodu C C {0,1}" rozwazamy dwa parametry: szybko$¢ transmisji (transmission rate) log;7n|C|

i blad transmisji Prg(A,C), gdzie A jest regula najblizszego sasiada. Jaki jest zwiazek miedzy
asymptotycznym zachowaniem tych parametréw a przepustowoscia kanatu Cp?

Odpowiedzi na to pytanie udziela oczywiscie twierdzenie Shannona o kanalach. W pracy nalezato
je przytoczy¢, my odsytamy do notatek
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