Egzamin z Teorii informacji 5 lutego 2018.

Uzasadnienia nie byly wymagane. Podajemy je dla informacji.
1. Przypus$émy, ze nastepujace kody koduja wartosci zmiennych losowych X i Y,

X:  {0,100,101,110,111},
Y :  {000,001,01,10,11}

przy czym srednie dlugosci tych kodéw pokrywaja sie z entropiami odpowiednich zmiennych. Po-
rowna¢ H(X) 1 H(Y).

Odpowiedz: H(X) < H(Y).

Uzasadnienie. Kod binarny, ktérego érednia dlugosé pokrywa sie z entropia istnieje tylko, gdy
prawdopodobienistwa sa catkowitymi potegami % i wtedy dlugosci sa logarytmami z odpowiednich
prawdopodobienistw. To pozwala nam odtworzyé rozktady X i Y. Dla X mamy 5 wartosci o

prawdopodobienstwach p(z1) = %, p(z1) = ... = p(xs) = %; dla Y, p(y1) = p(y2) = %, p(xs) =
plzs) =plas) =1, skad H(X) =1 -1+4-(1-3) =2, HY)=2-(§-3)+3-(5-2) =2.25.

2. Rzucamy dwa razy niezaleznie sprawiedliwa kostka do gry. Zmienne losowe Ap, As o wartosciach
w zbiorze {1,2,...,6} reprezentuja wyniki rzutow. Okreslamy A = A; + A3 1 B = A; - As.
Uporzadkowaé¢ wedtug wielkosci liczby

I(A1; Az), T(A; B|(A1, Az)), I(A; BlA), H(A[A1), H(B|A,)

Odpowiedz: I(A1;As) =1(A;B|(A1,As)) < I(A;B|A;) = H(A|A,) = H(B|As).
Uzasadnienie. I(A;; Ay) = 0 z niezaleznosci A; 1 As.
I(A; B|(Ay, Ag)) = H(A|(A1, Ay)) — H(A|B, (A1, A)) = 0, bo A jest funkcja (As, As).

0 0
0 < I(A; B|A1), bo A i B nie sg niezalezne wzgledem A;.
(Np.0<p(A=2/A1=1)=p(B=1]A; =1)=p(A=2AB =1|4,).)
Z kolei I(A; B|Ay) = H(A|A1) — H(A|B, A1) = H(A|A;), bo A jest funkcja B i A;.

—

Analogicznie I(A; B|A1) = H(B|A;). Ale z symetrii H(B|A;) = H(B|A3), stad ostatnia réwnos¢.

3. Niech, dla k > 2, C}, bedzie kodem Hamminga o k bitach kontrolnych (checking bits); przypomnijmy,
ze kod ten sklada sie ze stow dlugosci 2 — 1 otrzymanych przez przedtuzenie wszystkich stow

g g ) bedzie kanatem BSC. Wartosé
Prg(A, Cy) okreslamy, jak w Tw. Shannona. Przypusémy, ze dla nieskoriczenie wielu k zachodzi
Prg(A,Cy) = 0. Co mozna wtedy powiedzie¢ o P i Q7

Odpowiedz: P =1,Q = 0.

Uzasadnienie. Wiemy, ze Prg(A,C) = 0 implikuje R(C) < Cr. Ale ciag R(Cy) = 22;5?

dazy do 1, zatem nasze przypuszczenie implikuje, ze Cr = 1. Sa dwa kanaly BSC o tej wlasnosci:

(o3) (Y 0)

Jednak ten drugi mozemy odrzucié, bo regula najblizszego sasiada dla zadnego nietrywialnego kodu
nie da btedu 0. (Po przejsciu przez taki kanal stowo wynikowe jest doktadnie najdalszym sasiadem
stowa wejsciowego.)

dhugosci 2F — k — 1 konstrukcja Hamminga. Niech (

4. Tle btedéw wykrywaja, a ile poprawiaja nastepujace kody?



(a) stowa dlugosci 100 (sto), w ktorych 1 wystepuje doktadnie 5 razy,
Wykrywa 1, poprawia 0.

(b) stowa dlugosci 100, w ktorych liczba jedynek jest podzielna przez 5,
Wykrywa 1, poprawia 0.

(c) stowa dtugosci 100 zbudowane z blokéw tych samych liter dtugosci 5, tzn. {0°,1°}* N {0, 1}190.
Wykrywa 4, poprawia 2.
Szacowania wynikaja z charakteryzacji przez minimalng odlegtosé miedzy stowami kodowymi, ktora

dla @ i wynosi 2, a dla 5.

. Przypomnijmy, ze stowo w € {0,1}* jest losowe w sensie Kolmogorowa, jesli |w| < Cy(w). Roz-
wazmy zdanie: W zbiorze D istnieje nieskoiiczenie wiele liczb losowych. Dla ktérych z ponizszych
zbioréw jest ono prawdziwe (prosze napisa¢: TAK lub NIE):

e palindromy, NIE

e stowa dlugosci parzystej, TAK

e stowa dlugosci n? kodujace macierz incydencji grafu skierowanego, TAK
o stowa dlugosci n? kodujace macierz incydencji grafu symetrycznego, NIE
e stowa, stanowiace binarny zapis potegi jakiejs liczby pierwszej. NIE

W przypadku odpowiedzi ,NIE” wystarczy wskaza¢ efektywny skrot, tzn. funkcje w +— short(w)
i maszyne Turinga M (algorytm), ktora z short(w) jednoznacznie odtwarza w, przy czym |w| —
|short(w)| asymptotycznie przekracza dowolng stata. Wtedy Cy(w) < |short(w)| + epp < |w.

Np. dla palindroméw to moze by¢ ,polowa” wraz z informacja o parzystosci dtugosci. W innych
przypadkach podobnie. Odpowiedzi ,TAK” wynikaja z faktu, ze slowa losowe istnieja dla kazdej
dhugosci, a kazde stowo dtugoéci n? jest macierza incydencji jakiego$ grafu.



