Egzamin z Teorii informacji. Teoria
23 lutego 2019
Dla informacji podajemy uzasadnienia rowniez tam, gdzie nie byly wymagane.

1. Wyciagamy karte z talii, z pewnym rozkladem prawdopodobienstwa.
Niech A oznacza jej kolor (czerwony, czarny), B typ (pik, trefl, karo, kier),
a C warto$¢ (nominal lub rodzaj figury).

Odpowiedzi na oba pytania prosze krétko uzasadnié.

(a) Czy istnieje taki rozklad prawdopodobienstwa i taka kombinacja
trzech réznych XY, Z € {A, B, C}, dla ktérej

I(X;Y|Z) < I(X;Y)?

Tak. Np. rozklad przypisujacy niezerowe prawdopodobienstwo 4 kar-
tom, jak nastepuje:

VAR |
As % %
Dama 3 %

Wtedy, pamietajac, ze A jest funkcja B, mamy
I(A;B)=H(A) =1,
podczas gdy

I(A; B|C) = H(A|C) = ’H(%) < 1.

(b) Czy istnieje taki rozklad prawdopodobienstwa i takie dwie kombi-
nacje trzech réznych zmiennych, powiedzmy X,Y, 7 i X', Y', Z’, ze
I(X;Y|Z) < I(X;Y), podczas gdy I(X";Y'|Z") > I(X";Y") ?

Nie, bo I(X;Y) — I(X;Y|Z) = R(X;Y; Z), a ta wielko$¢ nie zalezy
od kolejnosci XY, Z.

2. Przypomnijmy kanal z zadania domowego, ktéry przymowal na wejsciu
ciag bitéw dlugosci n, z jednostajnym prawdopodobienstwem wybieral
pozycje i zmienial jej warto$é. Nazwijmy ten kanat I'),. Okreslamy nowy
kanal A,,, ktéry przymuje na wejsciu ciag bitow dlugosci n, z jednostajnym
prawdopodobienstwem wybiera pozycje, po czym z prawodopobienstwem
1

5 zmienia jej warto$¢ lub pozostawia bez zmian.

Ktéry z kanaléw ma wieksza przepustowosc?
Uwaga: odpowiedZ moze zaleze¢ od n.

Z definicji kanalu p(B = w|A = w) = § i p(B = v|[A = w) = 3-, gdy v
rozni sie od w jednym bitem. A zatem kolumny w macierzy kanalu sumuja
sie do 1, z czego wynika, ze B ma rozklad jednostajny, gdy taki rozklad
ma A. Dla ustalonego w, mamy

1 1 1
H(Blw) = 510g2+n~%10g2n:1+§10gn,



skad H(BJA) =1+ %log n, niezaleznie od rozkltadu A. Zatem przepusto-
wos¢ jest osiagana dla B o jednostajnym rozktadzie i réwna n—1— % logn.
Jak pamietamy z rozwiazania zadania domowego, przepustowos¢ kanatu
I',, wynosita n — logn.

Odpowiedz wynika wiec z poréwnania tych dwéch funkceji.

Dlan <3, C(A,) < C(T,),

dlan =4, C(A,) =C(T,),

dlan >5, C(A,) > C((Ty).

. Ile bledéw wykrywaja, a ile poprawiaja nasteoujace kody?

(a) Zbidr stéw bitowych diugosci 100, gdzie kazdy maksymalny blok zto-
zony z tego samego bitu ma dlugosé podzielng przez 5.
Minimalna odleglo$¢ Hamminga dwoéch réznych stéw jest 5, a zatem
kod poprawia 2 btedy, a wykrywa 4.

(b) Zbiér stéw bitowych dlugosci 100, gdzie kazdy maksymalny blok je-
dynek ma dlugos$é podzielna przez 5.
Minimalna odleglto$¢ Hamminga dwdich réznych stéw jest 2 (np.
150%,01°0%), a zatem kod wykrywa 1 blad, a poprawia 0.

. Przypomnijmy, ze dla skoficzonej przestrzeni probabilistycznej S, L,.(S)
oznacza minimalng $rednig dtugos$é stowa w kodzie kodujacym elementy
S nad alfabetem o mocy r, gdzie r > 2.

Czy jest mozliwe, ze zachodzi réwnosé L,(S) = H.(S), a takze L,/ (S) =
H.(S),dlar#7r"?

Tak, np. gdy prawdopodobienstwa sa potegami i, to sa takze potegami
1

E.

Czy jest mozliwe, ze réwnosé¢ L, (S) = H,(S) zachodzi dla nieskoniczenie
wielu r 7

Nie, bo dlar > |S| mamy zawsze L,.(S) = 1, podczas gdy lim, o H,(S) =
0.

. Rozwazamy kryptosystem podobny do szyfru Vernama (One time pad),
a wiec zmienne M (wiadomosci, ang. messages), przyjmuja wartosci w
{0,1}", ale uwaga! klucze K przyjmuja wartosci w {0, 1}?". Zaktadamy,
ze zmienna K ma rozklad jednostajny i jest niezalezna od M. Okreslamy
szyfrogram (cipher-texts)

C = MolK)or(K),
gdzie [0(k)| = |r(k)| =n ik = (k) r(k).

Czy ten system jest doskonale bezpieczny? Odpowiedz prosze krétko uza-
sadnic.

Tak. Nietrudno widzieé¢, ze £(K) @ r(K) ma réwniez rozklad jednostajny.
Ponadto I(M;¢(K) @ r(K)) < I(M;K) = 0. Zatem zmienna okreslona
K' = {(K) @ r(K) spelnia te same warunki co K w definicji One time
pad, a C =M ® K'.
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