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1. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb naturalnych n takich, ze
bezprefiksowa zlozonosé Kolmogorowa K (n) spelnia nieréwnosé

K(n) > logn + loglogn. (1)

Czy wéréd tych liczb istnieje nieskonczenie wiele n postaci n = m?2, dla
pewnej liczby naturalnej m ?

Uwaga. Za bezprefiksowa ztozono$¢ Kolmogorowa liczby naturalnej uwa-
zamy taka zlozonoséé jej przedstawienia binarnego.

2. Rozwazamy zmienne losowe przyjmujace skoficzenie wiele watrtosci; H (Z)
oznacza entropie zmiennej Z.

Dla zmiennych X i Y, okreslamy dwie wielko$ci
a(X,Y) :=max{H(W): W = f(X) = ¢g(Y) dla pewnych funkcji f ig}, (2)
c2(X,Y) :=inf {H(W): X 1Y sg warunkowo niezalezne przy W}, (3)

gdzie maksimum i minimum bierzemy po wszystkich zmiennych W spel-
niajacych odpowiednie warunki. Udowodnij, ze

0<aX,Y)<I(X;Y)<cX,Y)<min{H(X),H(Y)}, (4)

gdzie I(X;Y) to informacja wzajemna miedzy X i Y.

Rozwiazanie zadania 1. Niech U bedzie bezprefiksowa maszyna uniwersal-
na, wzgledem ktorej wyznaczamy ztozonosé K. Zauwazmy, ze
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ZWSQU<1’ (5)

n=0
bo K(n) jest dlugoscia pewnego stowa w,,, ze U(w,) = n. Niech, dla m > 1,
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Przypusémy, ze wbrew tezie zadania istnieje ng, ze dla wszystkich n > ng,
zachodzi nier6wnosc

K(n) < logn+loglogn.
Wtedy, dla ng < 2™~ !, mamy dla wszystkich 271 < n < 2™,
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Oczywiscie (6) jest nie do pogodzenia z (5), wobec rozbieznosci szeregu > +.

Dla liczb n bedacych kwadratami liczby naturalnej mamy jednak lepsze osza-
cowanie. Istotnie, nietrudno skonstruowaé¢ maszyne bezprefiksowa M, ktora ge-
neruje n = m? ze stowa v,,, stanowigcego konkatenacje stow?!

o bin/(|bin(m)|) dtugosci < 2(loglogm) + 2,
e bin(m).

Woéwcezas zlozonosé wzgledem tej maszyny jest
1 1
Ky (n) < 2(loglogm) + logm + 3 = 2log ilogn + 3 log n.
W konsekwencji, dla dostatecznie duzych n tej postaci mamy
1
K(n) <2loglogn + 3 logn + ¢ < loglogn + log n.

Rozwigzanie zadania 2. Bedziemy dowodzi¢ nier6wnosci posuwajac sie od
lewej do prawej. Upewnijmy sie najpierw, ze ¢1(X,Y) jest dobrze okreSlone:
zmienne W spelniajace warunek W = f(X) = ¢(Y) istnieja, np. trywialna
zmienna przyjmujaca jedna warto$¢ z prawdopodobienstwem 1. Dalej, mamy
H(f(X)) < H(X), wigc zbidr z definicji ¢1(X,Y") jest ograniczony. A zatem ma
supremum, ktére ponadto mozemy zastapi¢ przez maksimum, bo zmiennych W
o rozwazanej wlasnosci jest, z doktadnoscia do rozktadu, skoniczenie wiele (jesli
X 1Y przyjmuja skonczenie wiele wartosci).

Dla kazdego takiego W, mamy
0< HW) =I(f(X);9(Y)) < I(X;9(Y)) < I(X;Y)

(korzystamy tu z tzw. data processing inequality, por. sekcja 1.7 w Notatkach).
Przechodzac do maksimum, otrzymujemy 0 < ¢ (X,Y) < I(X;Y).
Przejdzmy teraz do nieréwnosci dla co(X,Y). Jedli X 1Y sa niezalezne wzgledem
W, to I(X;Y|W) =0, a zatem R(X;Y; W) =1(X;Y) iw konsekwencji

HW) 2 I(X;W) = I(X; W[Y) + R(X;Y; W) > I(X5Y).

—_———
I(X;Y)
Przechodzac do infimum, otrzymujemy I(X;Y) < e2(X,Y).
Wreszcie ostatnia nieréwno$é¢ wynika z faktu, ze X i Y sa wzajemnie niezalezne
wzgledem X (i podobnie wzgledem Y'). Istotnie
I(X;Y|X)=HX|X)-HX|X,Y)=0.
—_———r ——
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1Oznaczenia jak w rozwigzaniu zadania 1 z egzaminu z 8 lutego 2019.



