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1. Niech z bedzie stowem binarnym zawierajacym k jedynek i n — k zer.
(a) Dowiedz, ze zwykla zlozonosé Kolmogorowa C(z) spelnia ogranicze-
nie

C(z) <nH (i) +2loglogn + 2logn + ¢, (1)

gdzie H(p) to entropia rozkladu dwupunktowego (p,1 — p), a stala ¢
nie zalezy od n i k.

(b) Dowiedz, ze powyzsze ograniczenie pozostaje prawdziwe dla bezpre-
fiksowej zlozonosci Kolmogorowa, tzn. dla = jak wyzej

k
K(z) <nH (>+210glogn+2logn+c, (2)
n

gdzie stata ¢ nadal nie zalezy od n i k.

2. Niech X; : Q@ — {0,1}, dla ¢ = 1,...,n, beda niezaleznymi binarnymi
zmiennymi losowymi o identycznym rozkladzie. Rozwazamy zmienna lo-
sowa X = (Xy,...,X,) o wartoSciach w {0,1}".

Korzystajac z ograniczenia (2) dowiedz, ze

OSH(X1)—E7{(ﬂ1§:LX)> S210glogn;210gn+c7 3)

gdzie #; (x) oznacza liczbe jedynek w stowie 2, H(Y) to entropia zmiennej
Y, a stala c nie zalezy od n.

Uwaga. Moga sie przydac nastepujace zaleznosci.
Nieréwnosé Jensena E f(S) < f(ES), dla zmiennej losowej S : @ — [0,1] i
wklestej funkcji f.

Nieréwnosé z dowodu Tw. Shannona

> (?) < gnHO, 4)

i<in

dlad <A<

Rozwiazanie zadania 1. Wykazemy od razu drugi punkt. Oczywiscie wy-
staczy wskazaé¢ dowolng maszyne bezprefiksowa, ktora dla dowolnego stowa =,
gdzie |[x] = n > 11 #1(z) = k > 0 wygeneruje x z wejécia v, o dlugosci
ograniczonej przez prawa strone nieréwnosci. Idea jest taka, ze stowa dlugosci
n zawierajace dokladnie k jedynek ustawiamy w ciagg (np. w porzadku lek-

sykograficznym) o elementach i elementem generujacym stowo z jest

n
k



krotka (n, k,n;), gdzie n, jest numerem x we wspomnianym ciaggu. Dokladniej,
niech bin(m) oznacza standardowa reprezentacje binarna liczby m > 1 dlugosci
|bin(m)| = ([logm] + 1). Natomiast bin'(m) oznacza ,bezprefiksowa” repre-
zentacje m (znana z ¢éwiczen), np. w ciag bin(m) wkltadamy co druga cyfre 0,
a ostatnia 1. Stowo v,, z ktérego nasza maszyna generuje x jest konkatenacja
stow nastepujacej postaci:

e bin/(|bin(n)|) dtugoéci < 2(loglogn) + 2,
e bin(n),

e bin(k) w razie potrzeby dopelnione poczatkowymi zerami, tak by dlugos$é
tego stowa byla dokladnie |bin(n)],

e bin(n,) w razie potrzeby dopelnione poczatkowymi zerami, tak by dlugos$é

tego stowa byta doktadnie |bin Z

Dla oszacowania dlugosci tego ostatniego stowa wykorzystamy nieréwnosé (4).

Otrzymujemy z niej < 27D dla & < 1, ale poniewa < Z ) =

n
k

( nﬁk’ ) i H(E) = H(ZE), mamy te nieréwnosé dla kazdego k < n i w

konsekwencji log < Z ) < n?—l(%) Dtugosé calego stowa da sie wiec oszacowaé

k
|ve| < 2loglogn + 2logn +H <) + const,
n

co daje nier6wnosé z zadania.

Jedynie stowa postaci v, dla pewnego z sa akceptowane, co gwarantuje bezpre-
fiksowos¢.

Rozwigzanie zadania 2. Zauwazmy, ze usredniona zlozono$¢ Kolmogorowa
spelia nieréwnosé

HX) < Y pX=1)K(). (5)
z€{0,1}™

Jest tak dlatego, ze programy dla bezprefiksowej maszyny uniwersalnej po$wiad-
czajace zlozonosé Kolmogorowa (tzn. U(y) = x) tworza kod bezprefiksowy dla
wartosci zmiennej X; mozemy wiec skorzystaé z ogdlnej zaleznosci miedzy sred-
nig dtugoscia kodu a entropia.

Skorzystamy teraz z nieréwnosci (2), pray czym zastosujemy skréty

ln) = 2loglogn+ 2logn
p(X=1x) = p(x)

Jesli po prawej stronie nieréwnosci (5) zgrupujemy stowa o tej samej liczbie jedy-
nek kK =0,1,...,n, i dla kazdego k zastosujemy (2), otrzymamy po oczywistym



przeksztalceniu

Z Z p(z)K(x) Z Z p(x) | nH (i)—&-ﬁ(n)—i—c

k=0 f (z)=k k=0 \t(z)=k

IN

p(#1(X)=k)
X
= EnH <ﬁl()> +4(n)+c

n

gdzie ostatnia réwno$¢ wynika wprost z definicji wartosci oczekiwanej zastoso-
. . . f1(X)

wanej do zmiennej nH ).
Lewa strona nieréwnosci (5) wynosi oczywiscie H(X) = > | H(X;) = nH(X;)
(z zalozenia o niezaleznosci i jednakowym rozkladzie zmiennych X;). Zatem z
obu nieréwnosci, po podzieleniu przez n, otrzymujemy

jjl(X)> N Ln)n+c

n n

bl

H(X)) < E?—l(

czyli druga nier6wno$é z zadania. Pierwsza nieréwnoéé (czyli 0 < H(X;) —
EH (MTX))) otrzymamy, korzystajac z nueréwnoéci Jensena dla funkeji ‘H

o (“(X)) < ME (“X)) —H(p(Xy = 1)) = H(X)),

n n

gdzie przedostatnia réwnos¢ wynika z addytywnosci wartoéci oczekiwanej
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