Rozwiazanie Zadania 2

Zadanie 2. Powiemy, ze zbior stow L C {0,1}" jest przekrojem, jesli do-
wolny nieskoriczony ciag zer i jedynek zawiera prefiks w L. Udowodnié, ze jesli
zbiér L jest przekrojem i spelnia nieréwnos¢ Krafta ) 2- Il < 1, to L jest
skoriczony i jest kodem.

Uwaga. W oryginalnym sformutowaniu bylo L C {0,1}*. Gdyby € € L, to z
nier6wnosci Krafta wynikaloby L = {¢}. Przez konwencje zbioru {¢} nie uwaza
sie za kod, jakkolwiek spelnia on w trywialny sposéb warunek jednoznacznosci
rozktadu.

Rozwiazanie. Niech min L bedzie zbiorem minimalnych elementéw w L, ze
wzgledu na porzadek bycia prefiksem <. 7 definicji, min L jest bezprefiksowy.

Lemat 1. min L tez jest przekrojem.

Dowéd. Niech oo = agag . .. bedzie nieskoniczonym ciagiem zero-jedynkowym.
7 zalozenia a zawiera prefiks w L, powiedzmy aga; ...ar. Gdyby on nie byt
minimalny, to z dobrego ufundowania porzadku < wynika, ze ciag ten posiadaltby
prefiks 0 minimalny w L. Prefiks ten jest zarazem prefiksem « i nalezy do min L.
A zatem min L jest przekrojem. QED

Lemat 2. min L jest skoniczony.

Dowéd. Korzystamy z Lematu Koniga. Rozwazmy drzewo
T={u:(FvemnL)u<v}.

Gdyby to drzewo bylo nieskonczone, zawieratoby nieskoriczong galaz «. Skoro
min L jest przekrojem, ta galaz mialaby prefiks agpa; ... ax € min L.
Ale agpay ... arag+1 € T, a zatem mieliby$my

min L 3 apa; ...a < apay ...a0p41 < v € min L

dla pewnego v, co jest niemozliwe, bo min L jest bezprefiksowy. QED

A zatem min L jest skonczonym zbiorem bezprefiksowym. Co wiecej, jest
maksymalnym zbiorem bezprefiksowym, poniewaz jest przekrojem. (Jesli v &
min L, to dowolne rozszerzenie v do nieskoniczonego ciaggu zawiera stowo z min L
poréwnywalne z v.)

Lemat 3. Jesli M jest skoriczonym maksymalnym zbiorem bezprefiksowym,

to
y oal=1,

veM



Dowéd. Niech N = max{|v| : v € M}. Kazde stowo w € {0,1}" ma jakis
(dokladnie jeden) prefiks w M. Elementarny rachunek pokazuje, ze

doothl= M grll= g,

veEM we{0,1}N
QED
A zatem ZveminL2_|”‘ = 1. Skoro jednak L spelnia nieréwno$¢ Krafta,
wnioskujemy
L = min L.

A zatem L jest (maksymalnym) skoniczonym kodem bezprefiksowym.



