
Rozwi�azanie Zadania 2

Zadanie 2. Powiemy, »e zbiór sªów L ⊆ {0, 1}+ jest przekrojem, je±li do-
wolny niesko«czony ci¡g zer i jedynek zawiera pre�ks w L. Udowodni¢, »e je±li
zbiór L jest przekrojem i speªnia nierówno±¢ Krafta

∑
v∈L 2−|v| ≤ 1, to L jest

sko«czony i jest kodem.

Uwaga. W oryginalnym sformuªowaniu byªo L ⊆ {0, 1}∗. Gdyby ε ∈ L, to z
nierówno±ci Krafta wynikaªoby L = {ε}. Przez konwencj¦ zbioru {ε} nie uwa»a
si¦ za kod, jakkolwiek speªnia on w trywialny sposób warunek jednoznaczno±ci
rozkªadu.

Rozwi¡zanie. Niech minL b¦dzie zbiorem minimalnych elementów w L, ze
wzgl¦du na porz¡dek bycia pre�ksem ≤. Z de�nicji, minL jest bezpre�ksowy.

Lemat 1. minL te» jest przekrojem.

Dowód. Niech α = a0a1 . . . b¦dzie niesko«czonym ci¡giem zero-jedynkowym.
Z zaªo»enia α zawiera pre�ks w L, powiedzmy a0a1 . . . ak. Gdyby on nie byª
minimalny, to z dobrego ufundowania porz¡dku≤ wynika, »e ci¡g ten posiadaªby
pre�ks β minimalny w L. Pre�ks ten jest zarazem pre�ksem α i nale»y do minL.
A zatem minL jest przekrojem. QED

Lemat 2. minL jest sko«czony.

Dowód. Korzystamy z Lematu Königa. Rozwa»my drzewo

T = {u : (∃v ∈ minL) u ≤ v}.

Gdyby to drzewo byªo niesko«czone, zawieraªoby niesko«czon¡ gaª¡¹ α. Skoro
minL jest przekrojem, ta gaª¡¹ miaªaby pre�ks a0a1 . . . ak ∈ minL.
Ale a0a1 . . . akak+1 ∈ T , a zatem mieliby±my

minL 3 a0a1 . . . ak < a0a1 . . . akak+1 ≤ v ∈ minL

dla pewnego v, co jest niemo»liwe, bo minL jest bezpre�ksowy. QED
A zatem minL jest sko«czonym zbiorem bezpre�ksowym. Co wi¦cej, jest

maksymalnym zbiorem bezpre�ksowym, poniewa» jest przekrojem. (Je±li v 6∈
minL, to dowolne rozszerzenie v do niesko«czonego ci¡gu zawiera sªowo z minL
porównywalne z v.)

Lemat 3. Je±li M jest sko«czonym maksymalnym zbiorem bezpre�ksowym,
to ∑

v∈M

2−|v| = 1.
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Dowód. Niech N = max{|v| : v ∈ M}. Ka»de sªowo w ∈ {0, 1}N ma jaki±
(dokªadnie jeden) pre�ks w M . Elementarny rachunek pokazuje, »e∑

v∈M

2−|v| =
∑

w∈{0,1}N

2−|w| = 1.

QED

A zatem
∑

v∈min L 2−|v| = 1. Skoro jednak L speªnia nierówno±¢ Krafta,
wnioskujemy

L = minL.

A zatem L jest (maksymalnym) sko«czonym kodem bezpre�ksowym.
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