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Rozwigzania zadan prosze pisaé na oddzielnych, czytelnie podpisanych kartkach.
Zadanie 1. Niech C bedzie kanatem nad alfabetem {a, b, c,d} o macierzy
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Kanal ten wykorzystujemy 4-krotnie, przesylajac ciag 4 symboli. Tworzymy w ten sposéb kanat C* nad
alfabetem {a, b, c, d}*, gdzie

P(wleU)31U4|’U1’U2’U3U4) = P(w1|v1) L— P(’U)4|’U4)

Wyznaczyé przepustowosé bezbtedna (error free capacity) kanatu C* okreslong jako max I(A; B),, gdzie
maksimum jest brane jedynie po takich parach wejscia-wyjscia (A, B), ze H(A|B) = 0.

Mamy I(A; B) = H(A) — H(A|B) = H(A). Potrzebujemy wiec zmaksymalizowaé¢ H(A), ale jedynie po
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takich A, ze H(A|B) = 0. Warunek ten implikuje, ze A musi by¢ funkcja B. Doktadniej, istnieje funkcja
f:{a,b,c,d}* — {a,b,c,d}?*, taka ze

Pr(A = f(w)|B=w)=1, oile Pr(B =w) > 0. (1)

Wykazemy, ze jest to mozliwe tylko dla takich A, gdzie masa prawdopodobieristwa jest skoncentrowana
na jednej wartosci. Istotnie, przypusémy, ze Pr(A = u), Pr(A = v) > 0, dla pewnych réznych stow
u,v. Wtedy istnieje stowo w takie, ze Pr(B = w|A = u) > 01 Pr(B = w|A = v) > 0 (wiec takze
Pr(B = w) > 0). W istocie wlasnos¢ te ma kazde slowo w = wiwowswy, takie ze w; # u;,v;, dla
i =1,...,4. Dla takich u,v,w mamy wiec takze Pr(A = u|B = w) > 01i Pr(A = v|B = w) > 0, co
wyklucza warunek (IJ). A wiec maksimum jest osiagniete dla takich A, dla ktorych H(A) = 0 i taka jest
bezbledna przepustowosé kanatu C4.

Zadanie 2. Niech C' C {0,1}" bedzie kodem o 2* elementach i o minimalnej odlegtosci Hamminga
miedzy stowami kodowymi rownej £.

(a) Wykaz, ze
k+0 < n+2.

(b) Przy zalozeniu, ze C jest kodem liniowym, wykaz
k+4 < n+1.

Ad (a). Niech ¢ bedzie najwieksze takie, ze 2t + 1 < ¢. Wtedy kod C' poprawia ¢ bledow, a zatem kule o
$rodkach w stowach kodowych i promieniu ¢t musza by¢ roztaczne. Jesli moc takiej kuli oznaczymy przez
by, oznacza to, ze 2F - b, < 2™. Dla rozwigzania zadania wystaczy wiec wykazaé, ze 272 < b,. Mamy z
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7 drugiej strony znamy tadna zaleznosé

2t +1 2t + 1
22t:1+(2t+1)—|—< ; )+...+( : )

Ale symbol Newtona jest monotoniczny ze wzgledu na ,,gorng” wspohrzedng, wiec poréownujac prawe
strony powyzszych réwnosci, otrzymujemy 2%¢ < b,. Dla zakoriczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze
wobec maksymalnosci ¢, mamy ¢ — 2 < 2t.

Ad (b). Jedli kod jest liniowy rozmiaru 2%, to jako podprzestrzeri liniowa przestrzeni {0, 1}" ma wymiar k.
Ponadto minimalna liczba jedynek w niezerowym wektorze kodowym wynosi ¢. Skorzystamy ze znanego
z Cwiczen pojecia macierzy kontroli parzystosci, czyli macierzy A reprezentujacej przeksztatcenie liniowe
A :{0,1}" — {0,1}"~*, dla ktorego C jest jadrem, tzn.

C={w:A-w'=0}.
Z algebry liniowej wiemy, ze wymiar rank(A) spelnia

n = null(A) +rank(A)
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wystarczy wiec udowodnié, ze £ —1 < rank(A). Przypusémy, ze rank(A) < £—1, czyli kazde £ — 1 kolumn
macierzy A jest liniowo zalezne. W ogoélnosci zalezno$¢ wektorow uq, ..., u, oznacza mozliwos¢ takiego
doboru wspétczynnikéw z ciata, powiedzmy aq, . . ., oy, nie wszystkich réwnych 0, ze oy u1+. . . +apu, = 0.
W naszym wypadku oznacza to po prostu, ze mozemy wybra¢ r < £ —1 kolumn macierzy A, ktére sumuja
sie do 0. Powiedzmy, ze sa to kolumny o numerach ki, ..., k.. Jesli teraz okreslimy wektor u tak, by mial
jedynki doktadnie na pozycjach ki, ..., k. (poza tym zera), to taki wektor nalezy do jadra przeksztalcenia
A (a wiec do kodu C), a zarazem ma < ¢ jedynek, wbrew zalozeniu. Otrzymana sprzecznosé koriczy
dowdd.



