Egzamin ze zlozono$ci obliczeniowej — 6.6.2011. Komentarz

Komentarz dotyczy zadania teoretycznego (nr 4) oraz czeSci teoretycznej egzaminu.

Zadanie 4

Wykaz, ze jesli P = NP, to problem faktoryzacji moze by¢ rozwigzany w czasie wielomianowym.
Funkcyjny problem faktoryzacji polega na tym, by dla liczby naturalnej danej w postaci binarnej znalezé
jej rozktad na czynniki pierwsze.

Hipoteza P = NP oznacza, ze réwne s3 dwie klasy jezykéw: jezyki rozpoznawane przez determini-
styczne maszyny Turinga w czasie wielomianowym oraz jezyki rozpoznawane w czasie wielomianowym
przez maszyny niedeterministyczne, lub, co jest rownowazne, prezentowalne jako

3R ={z: (3y) R(z,y)}
dla relacji wielomianowych R.

Problem faktoryzacji nie jest jednak jezykiem, ale problemem funkcyjnym. Przy zalozeniu P = NP
skonstruujemy deterministyczny algorytm, ktéry dla liczby ztozonej n znajduje w czasie wielomianowym
jej nietrywialny dzielnik 1 # k # n. Przejécie od tego algorytmu do algorytmu znajdujacego pelny
rozktad na czynniki pierwsze pozostawiamy Czytelnikowi.

Wspomniany algorytm mozna zaprojektowaé¢ na kilka sposobéw, naszkicujemy dwa.

(A) Rozwiazanie ogolniejsze. Dla dowolnej relacji wielomianowej R, pokazemy algorytm, ktory dla
z € IR, znajduje y, takie ze R(x,y).

Korzystamy ze znanego z wykladu algorytmu, ktory dla danej spelnialnej formuty ¢ znajduje spet-
niajace ja wartoSciowanie uzywajac wyroczni odpowiadajacej na pytanie, czy ¢ € SAT (Lemma 3 w
notatkach). Jesli P = NP, to wyrocznie mozemy zastapi¢ deterministycznym algorytmem. Z kolei wiemy,
ze problem SAT jest zupelny w sensie Levina, a zatem, gdy redukujemy x — ¢, to z wartoSciowania
speliajacego ¢ (gdy « € IR) potrafimy odtworzy¢ ,,,$wiadka dla 27, czyli takie y, ze R(z,y).

(B) Rozwiazanie dedykowane problemowi podzielnosci. Rozwazamy jezyk L
L > (n,a,b) < n ma nietrywialny dzielnik w przedziale [a, b].

Latwo widzieé, ze jezyk L jest w NP, zatem przy zalozeniu, ze P = NP, jest réwniez P. Stosujac
wyszukiwanie binarne mozemy zmniejszaé¢ przedziat [a, b] tak, by po O(log n) krokach znalez¢ poszukiwany
dzielnik.

Trzeba jednak podkresli¢, ze w ogélnosci z faktu, ze L = 3R € P, nie potrafimy wysnu¢ algorytmu,
ktory dla z € L znajdowalby y, takie ze R(x,y). Przykladem jest wlasnie zbior liczb ztozonych: znamy
deterministyczny test pierwszosci/zlozonosci AKS, a nie znamy wielomianowego algorytmu faktoryzacji;
co wiecej bezpieczenistwo wielu funkeji kryptograficznych (jak np. RSA) opiera sie na zalozeniu, ze taki
algorytm nie istnieje.

Teoria

Nalezato wskazaé i wyjasni¢ btedy w przytoczonych rozumowaniach.

1. Aby sprawdzi¢, czy liczba m jest dzielnikiem n, wystarczy dodawaé¢ m do siebie i bada¢, czy w koricu
trafimy w n, czy tez je przekroczymy. Do tego wystarczy O(logn) pamieci. Zatem, testujac kolejne
m < n, mozemy zbadaé, czy liczba n jest pierwsza w pamieci jedynie logarytmicznej, a wiemy, ze L C P.
Dlaczego zatem tyle halasu wokol algorytmu AKS wielomianowego rozpoznawania liczb pierwszych (z
2002 r.) ?

Algorytm Agrawala, Kayala i Saxeny byl pierwszym znanym algorytmem rozstrzygajacym, czy liczba
n jest pierwsza czy zlozona w czasie zaleznym wielomianowo od rozmiaru zapisu liczby n w systemie
binarnym, czyli od logn. Nasz algorytm dziata w pamieci O(logn), czyli w pamieci zaleznej liniowo od
rozmiaru n i jego czas dziatania jest wyktadniczy wzgledem logn.



2. Niech p = a1 A ... A ay, gdzie kazde «; jest klauzulg zawierajaca dwa literaly. Rozwazmy

/

o = (Vo)A A (o Voxg) A
(za Vi V) A A (2 Vg Vo)

Latwo sprawdzié, ze ¢ jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ jest spelnialna, ale ¢’ ma juz w kazdej
klauzuli 3 literaly, a wiemy, ze problem 3-CNF SAT jest NP-zupelny. Ale wlasnie opisalismy redukcje
p — ¢, zatem problem 2-CNF SAT jest takze NP-zupelny. Jednak pami¢tamy z ¢wiczen, ze ten ostatni
problem jest w P. Zatem wykazalismy, ze P = NP.

Istotnie, problem 3-CNF SAT jest NP-zupelny a problem 2-CNF SAT jest w P, ale opisana redukcja
dziala ,w z1g strone”, tzn. redukuje problem latwiejszy do trudniejszego, co nie wnosi zadnej informacji.
Skadinad, jesli przyjac, ze w postaci 3-CNF SAT klauzula moze zawiera¢ co najwyzej 3 literaty, to problem
2-CNF SAT redukuje sie do 3-CNF SAT w sposéb trywialny przez funkcje identycznosciowa.

3. Na wyktladzie pokazano algorytm, ktéra dla maszyny Turinga M i liczby n konstruuje obwdéd logiczny
o n wejsciach rozpoznajacy dokladnie stowa dtugosci n akceptowane przez M. Ale kazda funkcje boolow-
ska {0,1}" — {0,1} mozna obliczy¢ obwodem o O(2") bramkach. Ewaluacji obwodu mozna dokonaé¢ w
czasie wielomianowym od jego rozmiaru. A zatem kazda maszyne Turinga (przynajmniej, jesli sie zawsze
zatrzymuje) mozna symulowaé przez maszyne pracujaca w czasie wykladniczym. Co to wiec za $ciema z
tym Twierdzeniem o hierarchii czasowej ?

Istotnie, jak to zauwazyliémy na wyktadzie, kazdy w ogole jezyk L C {0, 1}* mozna rozpoznaé ciagiem
obwodow C,,, gdzie C,, ma rozmiar O(2"™). Jesli L jest rozpoznawalny przez maszyne Turinga dzialajaca
w czasie T'(n), to odpowiedni obwdd C,, mozna nawet efektywnie skonstruowac z n, jednak czas tej kon-
strukeji zalezy od T'(n) i nie potrafimy go ograniczy¢ z gory. Mozliwa konstrukcja polega na zastosowania
algorytmu z wyktadu do znalezienia obwodu D,, zaleznego of M (o ktorym jest mowa w tresci zadania),
a nastepnie poprzez poréwnywanie znalezienie obwodu rozmiaru wykladniczego (czas tej operacji jest
jednak O(22" - T(n)?)).

Uwaga. ,Twierdzenie o hierarchii czasowej”’ nie bylo dokladnie przedstawione na wyktadzie, jednak
kontekst zadania i analogia z Twierdzeniem o hierarchii pamieciowej wskazuja na gltéwny wniosek: ist-
nieja jezyki o dowolnie duzej ztozonosci czasowej. To ostatnie stwierdzenie mozna tez wyprowadzié¢ z
Twierdzenia o hierarchii pamieciowej i zaleznosci pomiedzy czasem a pamiecia.

4. Przypu$émy, ze algorytm probabilistyczny rozstrzyga jezyk L z prawdopodobienstwem bledu p < %,
dajac odpowiedzi tak lub nie. Zatem, jesli dla wejécia = otrzymamy na wyj$ciu odpowiedz tak, to z
prawdopodobienistwem 1—p zachodzi x € L, a jesli otrzymamy odpowiedz nie, to z prawdopodobieristwem
1 — p zachodzi = ¢ L.

(Np. przypusémy, ze algorytm rozstrzyga, czy 1 = 1, rzucajac 5 razy moneta. Jesli wypadnie 5 reszek,
mowi nie, poza tym tak. Przypusémy, ze otrzymalismy wynik: nie. Czy zaczniemy watpié, ze 1 =1 7)

Przypomnijmy warunek algorytmu probabilistycznego klasy BPP

3
(Vz) z € L = Pr(A(x) = tak)) > 1
1
(Vz) z ¢ L = Pr(A(x) = tak) < 1
W powyzszym tekscie, zdradliwe byto uzycie stowa Zatem. Stwierdzenia nastepujace po tym stowie doty-
cza innego zdarzenia niz to, o ktérym jest mowa w przytoczonej definicji algorytmu BPP, a mianowicie,
ze x© € L przy zalozeniu, ze algorytm moéwi tak, a nie odwrotnie (podobnie dla odpowiedzi nie).
Prawdopodobieristwu, o ktéorym mowa w zadaniu, mozna nadaé¢ pewien sens, ale jedynie jesli co$
wiemy o Pr(xz € L). Wynik eksperymentu (czyli odpowiedz algorytmu) zalezy od dwoch zdarzen losowych:
wyboru z i bitéw losowych algorytmu. Wtedy



Pr(z € L A A(z) = tak)
Pr(A(z) = tak)
Pr(A(z) =tak|r € L) - Pr(z € L)
Pr(A(z) =taklz € L) - Pr(z € L) + Pr(A(z) =tak|lz ¢ L) -Pr(z ¢ L)

Pr(z € L|A(z) = tak) =

i podobnie

oy Pr(A(z) =nielx € L) - Pr(z € L)
Prw € LiA(w) =nie) = 5o e € ) - Pr(z € L) + Pr(A(s) —miels L) Priz £ 1) V)

Szczegblna sytuacja ma miejsce, gdy Pr(z € L) = 1, a tak wtasnie bylo w przytoczonym przykta-
dzie (algorytm, niezaleznie od wejscia x, ma rozstrzygnaé¢, czy 1 = 1). Wtedy we wzorze (1) skladnik
Pr(A(z) = nielx € L) - Pr(z ¢ L) 7znika i otrzymujemy

Pr(A(xz) =nielz € L) - Pr(z € L)

Pr(A(xz) =nielx € L) - Pr(z € L)
= 1,

Pr(z € L|A(z) = nie) =

a zatem nie ma powodu do zwatpienia, ze 1 =1!

5. Na wyktadzie pokazano wielomianowy dowdd interakcyjny, w wyniku ktérego Matematyk przekonuje
Algorytm!, ze dwa grafy nie sa izomorficzne. Zaadaptujmy ten protokét do sprawdzania, ze dwie maszyny
Turinga M; i M5 sa nierébwnowazne.

Doktadniej, Matematyk chce przekona¢ Algorytm, ze L(M;) # L(Ms). W tym celu Algorytm losuje
1 € {1,2}, a nastepnie, dokonujac kilku dalszych losowan, modyfikuje M;, tak ze maszyna liczy wprawdzie
to samo, ale ,wyglada” zupelnie inaczej niz M;. Tak otrzymana maszyne N Algorytm przedstawia
Matematykowi z pytaniem: co to jest ? (tzn. My czy M).

Jesli M7 i M5 sa nier6wnowazne, Matematyk podaje jedyna dobra odpowiedz. Jesli jednak s rownowazne,
to Matematyk (ktory nie zna wynikéw losowari Algorytmu) moze co najwyzej zgadnaé¢ oczekiwane i z

1

prawdopodobiefistwem 3.

Tym samym otrzymali§my dowod interakcyjny, rozstrzygajacy w czasie wielomianowym, czy dwie ma-
szyny Turinga sa nieréwnowazne, co jak wiadomo jest problemem mnierozstrzygalnym. Tymczasem na
wykladzie twierdzono (podajac nawet odpowiednio zaciemniony ,dow6d”), ze jezyki rozpoznawane przez
dowody interakcyjne sa nie tylko rozstrzygalne, ale nawet w PSPACE !

W powyzszym tekscie bledne jest wlasciwie jedno zdanie:

Jesli jednak [M; i Ms] sa rownowazne, to Matematyk moze co najwyzej zgadnaé oczekiwane

i z prawdopodobieristwem 1.

Przypomnijmy, ze w przedstawionym na wyktadzie dowodzie interakcyjnym dla problemu nie-izomorfizmu
grafow, dla danych G i G2 o n wierzcholtkach, Algorytm losuje najpierw i € {1, 2}, a nastepnie permutacje
zbioru {1,...,n} i tak otrzymana kopie przedstawia Matematykowi z pytaniem co to jest ¥ Nietrudno
jest sprawdzi¢, ze kazda izomorficzng kopie G; mozna otrzymaé z tym samym prawdopodobienstwem i
dlatego w przypadku izomorficznych G; i G2 Matematyk moze jedynie ,zgadna¢”, jakie byto .

W naszym przyktadzie, jakkolwiek niewatpliwie mozna wygenerowaé¢ pewne modyfikacje maszyny nie
zmieniajace jezyka, to jednak sytuacja jest trudniejsza dla Algorytmu, cho¢by dlatego ze rownowaznych
kopii jest nieskoriczenie wiele, a ponadto sprawdzenie réwnowaznosci dwéch maszyn jest zadaniem nie-
rozstrzygalnym. Dlatego Matematyk, ktory widzi maszyny M; i My oraz zna zasady Algorytmu, moze
na og6t odrdzni¢ kopie wygenerowang z M; od kopii wygenerowanej z My nawet, gdy maszyny M7 i My
sa rownowazne. Przypomnijmy, ze Matematyk (ktory w sensie matematycznym jest po prostu strategia)
nie jest zwiazany zadnymi ograniczeniami obliczalno$ci. W hipotetycznym protokole Matematyk jest
,za silny” (a nie za staby !) i przez to wlasnie caly protoko! jest za slaby, zeby rozstrzygaé rownowaz-
no$¢ maszyn Turinga. Inaczej istotnie popadlibySmy w sprzeczno$é¢ pomiedzy Twierdzeniem Shamira a
nierozstrzygalnoscig problemu stopu.

LW literaturze anglo-jezycznej te postaci przedstawione sg jako Prover i Verifier.



