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Zadanie 4

Wyka», »e je±li P = NP , to problem faktoryzacji mo»e by¢ rozwi¡zany w czasie wielomianowym.

Funkcyjny problem faktoryzacji polega na tym, by dla liczby naturalnej danej w postaci binarnej znale¹¢
jej rozkªad na czynniki pierwsze.

Hipoteza P = NP oznacza, »e równe s¡ dwie klasy j¦zyków: j¦zyki rozpoznawane przez determini-
styczne maszyny Turinga w czasie wielomianowym oraz j¦zyki rozpoznawane w czasie wielomianowym
przez maszyny niedeterministyczne, lub, co jest równowa»ne, prezentowalne jako

∃R = {x : (∃y)R(x, y)}

dla relacji wielomianowych R.

Problem faktoryzacji nie jest jednak j¦zykiem, ale problemem funkcyjnym. Przy zaªo»eniu P = NP
skonstruujemy deterministyczny algorytm, który dla liczby zªo»onej n znajduje w czasie wielomianowym
jej nietrywialny dzielnik 1 6= k 6= n. Przej±cie od tego algorytmu do algorytmu znajduj¡cego peªny
rozkªad na czynniki pierwsze pozostawiamy Czytelnikowi.

Wspomniany algorytm mo»na zaprojektowa¢ na kilka sposobów, naszkicujemy dwa.

(A) Rozwi¡zanie ogólniejsze. Dla dowolnej relacji wielomianowej R, poka»emy algorytm, który dla
x ∈ ∃R, znajduje y, takie »e R(x, y).

Korzystamy ze znanego z wykªadu algorytmu, który dla danej spelnialnej formuªy ϕ znajduje speª-
niaj¡ce j¡ warto±ciowanie u»ywajac wyroczni odpowiadaj¡cej na pytanie, czy ψ ∈ SAT (Lemma 3 w
notatkach). Je±li P = NP , to wyroczni¦ mo»emy zast¡pi¢ deterministycznym algorytmem. Z kolei wiemy,
»e problem SAT jest zupeªny w sensie Levina, a zatem, gdy redukujemy x 7→ ϕ, to z warto±ciowania
speªniaj¡cego ϕ (gdy x ∈ ∃R) potra�my odtworzy¢ � ,±wiadka dla x�, czyli takie y, »e R(x, y).

(B) Rozwi¡zanie dedykowane problemowi podzielno±ci. Rozwa»amy j¦zyk L

L 3 〈n, a, b〉 ⇔ n ma nietrywialny dzielnik w przedziale [a, b].

�atwo widzie¢, »e j¦zyk L jest w NP , zatem przy zaªo»eniu, »e P = NP , jest równie» P . Stosuj¡c
wyszukiwanie binarne mo»emy zmniejsza¢ przedziaª [a, b] tak, by poO(log n) krokach znale¹¢ poszukiwany
dzielnik.

Trzeba jednak podkre±li¢, »e w ogólno±ci z faktu, »e L = ∃R ∈ P , nie potra�my wysnu¢ algorytmu,
który dla x ∈ L znajdowaªby y, takie »e R(x, y). Przykªadem jest wªasnie zbiór liczb zªo»onych: znamy
deterministyczny test pierwszo±ci/zªo»ono±ci AKS, a nie znamy wielomianowego algorytmu faktoryzacji;
co wi¦cej bezpiecze«stwo wielu funkcji kryptogra�cznych (jak np. RSA) opiera si¦ na zaªo»eniu, »e taki
algorytm nie istnieje.

Teoria

Nale»aªo wskaza¢ i wyja±ni¢ bª¦dy w przytoczonych rozumowaniach.

1. Aby sprawdzi¢, czy liczba m jest dzielnikiem n, wystarczy dodawa¢ m do siebie i bada¢, czy w ko«cu
tra�my w n, czy te» je przekroczymy. Do tego wystarczy O(log n) pami¦ci. Zatem, testuj¡c kolejne
m < n, mo»emy zbada¢, czy liczba n jest pierwsza w pamieci jedynie logarytmicznej, a wiemy, »e L ⊆ P .
Dlaczego zatem tyle haªasu wokóª algorytmu AKS wielomianowego rozpoznawania liczb pierwszych (z
2002 r.) ?

Algorytm Agrawala, Kayala i Saxeny byª pierwszym znanym algorytmem rozstrzygaj¡cym, czy liczba
n jest pierwsza czy zªo»ona w czasie zale»nym wielomianowo od rozmiaru zapisu liczby n w systemie
binarnym, czyli od log n. Nasz algorytm dziaªa w pami¦ci O(log n), czyli w pami¦ci zale»nej liniowo od
rozmiaru n i jego czas dziaªania jest wykªadniczy wzgl¦dem log n.



2. Niech ϕ = α1 ∧ . . . ∧ αk, gdzie ka»de αi jest klauzul¡ zawieraj¡c¡ dwa literaªy. Rozwa»my

ϕ′ = (α1 ∨ ¬x1) ∧ . . . ∧ (αk ∨ ¬xk) ∧
(x1 ∨ x1 ∨ x1) ∧ . . . ∧ (xk ∨ xk ∨ xk)

�atwo sprawdzi¢, »e ϕ jest speªnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ′ jest speªnialna, ale ϕ′ ma ju» w kazdej
klauzuli 3 literaªy, a wiemy, »e problem 3-CNF SAT jest NP -zupeªny. Ale wªa±nie opisali±my redukcj¦
ϕ 7→ ϕ′, zatem problem 2-CNF SAT jest tak»e NP -zupeªny. Jednak pami¦tamy z ¢wicze«, »e ten ostatni
problem jest w P . Zatem wykazali±my, »e P = NP .

Istotnie, problem 3-CNF SAT jest NP -zupeªny a problem 2-CNF SAT jest w P , ale opisana redukcja
dziaªa �w zª¡ stron¦�, tzn. redukuje problem ªatwiejszy do trudniejszego, co nie wnosi »adnej informacji.
Sk¡din¡d, je±li przyj¡¢, »e w postaci 3-CNF SAT klauzula mo»e zawiera¢ co najwy»ej 3 literaªy, to problem
2-CNF SAT redukuje si¦ do 3-CNF SAT w sposób trywialny przez funkcj¦ identyczno±ciow¡.

3. Na wykªadzie pokazano algorytm, która dla maszyny TuringaM i liczby n konstruuje obwód logiczny
o n wej±ciach rozpoznaj¡cy dokªadnie sªowa dªugo±ci n akceptowane przez M . Ale ka»d¡ funkcj¦ boolow-
sk¡ {0, 1}n → {0, 1} mo»na obliczy¢ obwodem o O(2n) bramkach. Ewaluacji obwodu mo»na dokona¢ w
czasie wielomianowym od jego rozmiaru. A zatem ka»d¡ maszyn¦ Turinga (przynajmniej, je±li si¦ zawsze
zatrzymuje) mo»na symulowa¢ przez maszyn¦ pracuj¡c¡ w czasie wykªadniczym. Co to wi¦c za ±ciema z
tym Twierdzeniem o hierarchii czasowej ?

Istotnie, jak to zauwa»yli±my na wykªadzie, ka»dy w ogóle j¦zyk L ⊆ {0, 1}∗ mo»na rozpozna¢ ci¡giem
obwodów Cn, gdzie Cn ma rozmiar O(2n). Je±li L jest rozpoznawalny przez maszyn¦ Turinga dziaªaj¡c¡
w czasie T (n), to odpowiedni obwód Cn mo»na nawet efektywnie skonstruowa¢ z n, jednak czas tej kon-
strukcji zale»y od T (n) i nie potra�my go ograniczy¢ z góry. Mo»liwa konstrukcja polega na zastosowania
algorytmu z wykªadu do znalezienia obwodu Dn zale»nego of M (o ktorym jest mowa w tre±ci zadania),
a nast¦pnie poprzez porównywanie znalezienie obwodu rozmiaru wykªadniczego (czas tej operacji jest
jednak O(22n · T (n)2)).

Uwaga. �Twierdzenie o hierarchii czasowej� nie byªo dokªadnie przedstawione na wykªadzie, jednak
kontekst zadania i analogia z Twierdzeniem o hierarchii pami¦ciowej wskazuj¡ na gªówny wniosek: ist-
niej¡ j¦zyki o dowolnie du»ej zªo»ono±ci czasowej. To ostatnie stwierdzenie mo»na te» wyprowadzi¢ z
Twierdzenia o hierarchii pami¦ciowej i zale»no±ci pomi¦dzy czasem a pami¦ci¡.

4. Przypu±¢my, »e algorytm probabilistyczny rozstrzyga j¦zyk L z prawdopodobienstwem bªedu p ≤ 1
4 ,

daj¡c odpowiedzi tak lub nie. Zatem, je±li dla wej±cia x otrzymamy na wyj±ciu odpowied¹ tak , to z
prawdopodobie«stwem 1−p zachodzi x ∈ L, a je±li otrzymamy odpowied¹ nie, to z prawdopodobie«stwem
1− p zachodzi x 6∈ L.
(Np. przypu±¢my, »e algorytm rozstrzyga, czy 1 = 1, rzucaj¡c 5 razy monet¡. Je±li wypadnie 5 reszek,
mówi nie, poza tym tak. Przypu±¢my, »e otrzymali±my wynik: nie. Czy zaczniemy w¡tpi¢, »e 1 = 1 ?)

Przypomnijmy warunek algorytmu probabilistycznego klasy BPP

(∀x) x ∈ L ⇒ Pr(A(x) = tak)) ≥ 3
4

(∀x) x 6∈ L ⇒ Pr(A(x) = tak) <
1
4
.

W powy»szym tek±cie, zdradliwe byªo u»ycie sªowa Zatem. Stwierdzenia nast¦pujace po tym sªowie doty-
cz¡ innego zdarzenia ni» to, o którym jest mowa w przytoczonej de�nicji algorytmu BPP , a mianowicie,
»e x ∈ L przy zaªo»eniu, »e algorytm mówi tak , a nie odwrotnie (podobnie dla odpowiedzi nie).

Prawdopodobie«stwu, o którym mowa w zadaniu, mo»na nada¢ pewien sens, ale jedynie je±li co±
wiemy o Pr(x ∈ L). Wynik eksperymentu (czyli odpowied¹ algorytmu) zale»y od dwóch zdarze« losowych:
wyboru x i bitów losowych algorytmu. Wtedy



Pr(x ∈ L|A(x) = tak) =
Pr(x ∈ L ∧A(x) = tak)

Pr(A(x) = tak)

=
Pr(A(x) = tak|x ∈ L) · Pr(x ∈ L)

Pr(A(x) = tak|x ∈ L) · Pr(x ∈ L) + Pr(A(x) = tak|x 6∈ L) · Pr(x 6∈ L)

i podobnie

Pr(x ∈ L|A(x) = nie) =
Pr(A(x) = nie|x ∈ L) · Pr(x ∈ L)

Pr(A(x) = nie|x ∈ L) · Pr(x ∈ L) + Pr(A(x) = nie|x 6∈ L) · Pr(x 6∈ L)
(1)

Szczególna sytuacja ma miejsce, gdy Pr(x ∈ L) = 1, a tak wªa±nie byªo w przytoczonym przykªa-
dzie (algorytm, niezale»nie od wejscia x, ma rozstrzygn¡¢, czy 1 = 1). Wtedy we wzorze (1) skªadnik
Pr(A(x) = nie|x 6∈ L) · Pr(x 6∈ L) znika i otrzymujemy

Pr(x ∈ L|A(x) = nie) =
Pr(A(x) = nie|x ∈ L) · Pr(x ∈ L)
Pr(A(x) = nie|x ∈ L) · Pr(x ∈ L)

= 1,

a zatem nie ma powodu do zw¡tpienia, »e 1 = 1 !

5. Na wykªadzie pokazano wielomianowy dowód interakcyjny, w wyniku którego Matematyk przekonuje
Algorytm1, »e dwa grafy nie s¡ izomor�czne. Zaadaptujmy ten protokóª do sprawdzania, »e dwie maszyny
Turinga M1 i M2 s¡ nierównowa»ne.

Dokªadniej, Matematyk chce przekona¢ Algorytm, »e L(M1) 6= L(M2). W tym celu Algorytm losuje
i ∈ {1, 2}, a nast¦pnie, dokonuj¡c kilku dalszych losowa«, mody�kujeMi, tak »e maszyna liczy wprawdzie
to samo, ale �wygl¡da� zupeªnie inaczej ni» Mi. Tak otrzyman¡ maszyn¦ N Algorytm przedstawia
Matematykowi z pytaniem: co to jest ? (tzn. M1 czy M2).

Je±liM1 iM2 s¡ nierównowa»ne, Matematyk podaje jedyn¡ dobr¡ odpowied¹. Je±li jednak s¡ równowa»ne,
to Matematyk (który nie zna wyników losowa« Algorytmu) mo»e co najwy»ej zgadn¡¢ oczekiwane i z
prawdopodobie«stwem 1

2 .

Tym samym otrzymali±my dowód interakcyjny, rozstrzygajacy w czasie wielomianowym, czy dwie ma-
szyny Turinga s¡ nierównowa»ne, co jak wiadomo jest problemem nierozstrzygalnym. Tymczasem na
wykªadzie twierdzono (podaj¡c nawet odpowiednio zaciemniony �dowód�), »e j¦zyki rozpoznawane przez
dowody interakcyjne s¡ nie tylko rozstrzygalne, ale nawet w PSPACE !

W powy»szym tek±cie bª¦dne jest wªa±ciwie jedno zdanie:

Je±li jednak [M1 i M2] s¡ równowa»ne, to Matematyk mo»e co najwy»ej zgadn¡¢ oczekiwane
i z prawdopodobie«stwem 1

2 .

Przypomnijmy, »e w przedstawionym na wykªadzie dowodzie interakcyjnym dla problemu nie-izomor�zmu
grafów, dla danychG1 iG2 o n wierzchoªkach, Algorytm losuje najpierw i ∈ {1, 2}, a nastepnie permutacj¦
zbioru {1, . . . , n} i tak otrzyman¡ kopi¦ przedstawia Matematykowi z pytaniem co to jest ? Nietrudno
jest sprawdzi¢, »e ka»d¡ izomor�czn¡ kopi¦ Gi mo»na otrzyma¢ z tym samym prawdopodobie«stwem i
dlatego w przypadku izomor�cznych G1 i G2 Matematyk mo»e jedynie �zgadn¡¢�, jakie byªo i.

W naszym przykªadzie, jakkolwiek niew¡tpliwie mo»na wygenerowa¢ pewne mody�kacje maszyny nie
zmieniaj¡ce j¦zyka, to jednak sytuacja jest trudniejsza dla Algorytmu, cho¢by dlatego »e równowa»nych
kopii jest niesko«czenie wiele, a ponadto sprawdzenie równowa»no±ci dwóch maszyn jest zadaniem nie-
rozstrzygalnym. Dlatego Matematyk, ktory widzi maszyny M1 i M2 oraz zna zasady Algorytmu, mo»e
na ogóª odró»ni¢ kopi¦ wygenerowan¡ z M1 od kopii wygenerowanej z M2 nawet, gdy maszyny M1 i M2

s¡ równowa»ne. Przypomnijmy, »e Matematyk (który w sensie matematycznym jest po prostu strategi¡)
nie jest zwi¡zany »adnymi ograniczeniami obliczalno±ci. W hipotetycznym protokole Matematyk jest
�za silny� (a nie za sªaby !) i przez to wªa±nie caªy protokoª jest za sªaby, »eby rozstrzyga¢ równowa»-
no±¢ maszyn Turinga. Inaczej istotnie popadliby±my w sprzeczno±¢ pomi¦dzy Twierdzeniem Shamira a
nierozstrzygalno±ci¡ problemu stopu.

1W literaturze anglo-j¦zycznej te postaci przedstawione s¡ jako Prover i Veri�er .


