
Egzamin ze zªo»ono±ci obliczeniowej � teoria. 6.6.2011

Imi¦ i nazwisko:

Prosz¦ wskaza¢ i wyja±ni¢ bª¦dy w poni»szych rozumowaniach. Odpowied¹ powinna si¦ zmie±ci¢ na
odwrocie tej kartki. Mo»na te» zaznaczy¢ bezpo±rednio w tek±cie miejsca uznane za bª¦dne.

1. Aby sprawdzi¢, czy liczba m jest dzielnikiem n, wystarczy dodawa¢ m do siebie i bada¢, czy w ko«cu
tra�my w n, czy te» je przekroczymy. Do tego wystarczy O(log n) pami¦ci. Zatem, testuj¡c kolejne
m < n, mo»emy zbada¢, czy liczba n jest pierwsza w pamieci jedynie logarytmicznej, a wiemy, »e L ⊆ P .
Dlaczego zatem tyle haªasu wokóª algorytmu AKS wielomianowego rozpoznawania liczb pierwszych (z
2002 r.) ?

2. Niech ϕ = α1 ∧ . . . ∧ αk, gdzie ka»de αi jest klauzul¡ zawieraj¡c¡ dwa literaªy. Rozwa»my

ϕ′ = (α1 ∨ ¬x1) ∧ . . . ∧ (αk ∨ ¬xk) ∧
(x1 ∨ x1 ∨ x1) ∧ . . . ∧ (xk ∨ xk ∨ xk)

�atwo sprawdzi¢, »e ϕ jest speªnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ′ jest speªnialna, ale ϕ′ ma ju» w kazdej
klauzuli 3 literaªy, a wiemy, »e problem 3-CNF SAT jest NP -zupeªny. Ale wªa±nie opisali±my redukcj¦
ϕ 7→ ϕ′, zatem problem 2-CNF SAT jest tak»e NP -zupeªny. Jednak pami¦tamy z ¢wicze«, »e ten ostatni
problem jest w P . Zatem wykazali±my, »e P = NP .

3. Na wykªadzie pokazano algorytm, która dla maszyny TuringaM i liczby n konstruuje obwód logiczny
o n wej±ciach rozpoznaj¡cy dokªadnie sªowa dªugo±ci n akceptowane przez M . Ale ka»d¡ funkcj¦ boolow-
sk¡ {0, 1}n → {0, 1} mo»na obliczy¢ obwodem o O(2n) bramkach. Ewaluacji obwodu mo»na dokona¢ w
czasie wielomianowym od jego rozmiaru. A zatem ka»d¡ maszyn¦ Turinga (przynajmniej, je±li si¦ zawsze
zatrzymuje) mo»na symulowa¢ przez maszyn¦ pracuj¡c¡ w czasie wykªadniczym. Co to wi¦c za ±ciema z
tym Twierdzeniem o hierarchii czasowej ?

4. Przypu±¢my, »e algorytm probabilistyczny rozstrzyga j¦zyk L z prawdopodobienstwem bªedu p ≤ 1
4 ,

daj¡c odpowiedzi tak lub nie. Zatem, je±li dla wej±cia x otrzymamy na wyj±ciu odpowied¹ tak , to z
prawdopodobie«stwem 1−p zachodzi x ∈ L, a je±li otrzymamy odpowied¹ nie, to z prawdopodobie«stwem
1− p zachodzi x 6∈ L.
(Np. przypu±¢my, »e algorytm rozstrzyga, czy 1 = 1, rzucaj¡c 5 razy monet¡. Je±li wypadnie 5 reszek,
mówi nie, poza tym tak. Przypu±¢my, »e otrzymali±my wynik: nie. Czy zaczniemy w¡tpi¢, »e 1 = 1 ?)

5. Na wykªadzie pokazano wielomianowy dowód interakcyjny, w wyniku którego Matematyk przekonuje
Algorytm1, »e dwa grafy nie s¡ izomor�czne. Zaadaptujmy ten protokóª do sprawdzania, »e dwie maszyny
Turinga M1 i M2 s¡ nierównowa»ne.

Dokªadniej, Matematyk chce przekona¢ Algorytm, »e L(M1) 6= L(M2). W tym celu Algorytm losuje
i ∈ {1, 2}, a nast¦pnie, dokonuj¡c kilku dalszych losowa«, mody�kujeMi, tak »e maszyna liczy wprawdzie
to samo, ale �wygl¡da� zupeªnie inaczej ni» Mi. Tak otrzyman¡ maszyn¦ N Algorytm przedstawia
Matematykowi z pytaniem: co to jest ? (tzn. M1 czy M2).

Je±liM1 iM2 s¡ nierównowa»ne, Matematyk podaje jedyn¡ dobr¡ odpowied¹. Je±li jednak s¡ równowa»ne,
to Matematyk (który nie zna wyników losowa« Algorytmu) mo»e co najwy»ej zgadn¡¢ oczekiwane i z
prawdopodobie«stwem 1

2 .

Tym samym otrzymali±my dowód interakcyjny, rozstrzygajacy w czasie wielomianowym, czy dwie ma-
szyny Turinga s¡ nierównowa»ne, co jak wiadomo jest problemem nierozstrzygalnym. Tymczasem na
wykªadzie twierdzono (podaj¡c nawet odpowiednio zaciemniony �dowód�), »e j¦zyki rozpoznawane przez
dowody interakcyjne s¡ nie tylko rozstrzygalne, ale nawet w PSPACE !

1W literaturze anglo-j¦zycznej te postaci przedstawione s¡ jako Prover i Veri�er .


