Egzamin ze zlozonosci obliczeniowej — teoria. 6.6.2011
Imie i nazwisko:

Prosze wskaza¢ i wyjasni¢ bledy w ponizszych rozumowaniach. OdpowiedZ powinna sie zmiesci¢ na
odwrocie tej kartki. Mozna tez zaznaczy¢ bezposrednio w tekscie miejsca uznane za bledne.

1. Aby sprawdzi¢, czy liczba m jest dzielnikiem n, wystarczy dodawaé¢ m do siebie i bada¢, czy w koricu
trafimy w n, czy tez je przekroczymy. Do tego wystarczy O(logn) pamieci. Zatem, testujac kolejne
m < n, mozemy zbadaé, czy liczba n jest pierwsza w pamieci jedynie logarytmicznej, a wiemy, ze L C P.
Dlaczego zatem tyle halasu wokol algorytmu AKS wielomianowego rozpoznawania liczb pierwszych (z
2002 r.) ?

2. Niech ¢ = a1 A ... A oy, gdzie kazde «o; jest klauzulg zawierajaca dwa literaty. Rozwazmy

/

o = (Vo)A A (o Vo) A
(za Vi V) A A (2 Vg V)

Latwo sprawdzié, ze ¢ jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ jest spelnialna, ale ¢’ ma juz w kazdej
klauzuli 3 literaly, a wiemy, ze problem 3-CNF SAT jest NP-zupelny. Ale wlasnie opisalismy redukcje
© — ¢, zatem problem 2-CNF SAT jest takze NP-zupelny. Jednak pamietamy z ¢wiczen, ze ten ostatni
problem jest w P. Zatem wykazalismy, ze P = NP.

3. Na wyktadzie pokazano algorytm, ktéra dla maszyny Turinga M i liczby n konstruuje obwdd logiczny
o n wejsciach rozpoznajacy dokladnie stowa dtugosci n akceptowane przez M. Ale kazda funkcje boolow-
ska {0,1}™ — {0,1} mozna obliczy¢ obwodem o O(2") bramkach. Ewaluacji obwodu mozna dokonaé w
czasie wielomianowym od jego rozmiaru. A zatem kazda maszyne Turinga (przynajmniej, jesli sie zawsze
zatrzymuje) mozna symulowaé przez maszyne pracujaca w czasie wykladniczym. Co to wiec za $ciema z
tym Twierdzeniem o hierarchii czasowej ?

4. Przypu$émy, ze algorytm probabilistyczny rozstrzyga jezyk L z prawdopodobienstwem bledu p < %,
dajac odpowiedzi tak lub nie. Zatem, jedli dla wejécia = otrzymamy na wyj$ciu odpowiedz tak, to z
prawdopodobienistwem 1—p zachodzi x € L, a jesli otrzymamy odpowiedz nie, to z prawdopodobieristwem
1 — p zachodzi = ¢ L.

(Np. przypusémy, ze algorytm rozstrzyga, czy 1 = 1, rzucajac 5 razy moneta. Jesli wypadnie 5 reszek,
mowi nie, poza tym tak. Przypusémy, ze otrzymalismy wynik: nie. Czy zaczniemy watpié, ze 1 =1 7)

5. Na wyktadzie pokazano wielomianowy dowod interakcyjny, w wyniku ktérego Matematyk przekonuje
Algorytm!, ze dwa grafy nie sg izomorficzne. Zaadaptujmy ten protokét do sprawdzania, ze dwie maszyny
Turinga M; i M5 sa nierdbwnowazne.

Doktadniej, Matematyk chce przekona¢ Algorytm, ze L(M;) # L(Ms). W tym celu Algorytm losuje

i € {1, 2}, a nastepnie, dokonujac kilku dalszych losowan, modyfikuje M;, tak ze maszyna liczy wprawdzie

to samo, ale ,wyglada” zupelnie inaczej niz M;. Tak otrzymang maszyne N Algorytm przedstawia

Matematykowi z pytaniem: co to jest ¢ (tzn. My czy Ms).

Jesli My i M5 sa nier6wnowazne, Matematyk podaje jedyna dobra odpowiedz. Jesli jednak s réwnowazne,

to Matematyk (ktory nie zna wynikéw losowari Algorytmu) moze co najwyzej zgadnaé¢ oczekiwane i z
1

prawdopodobieristwem 3.

Tym samym otrzymaliémy dowod interakcyjny, rozstrzygajacy w czasie wielomianowym, czy dwie ma-
szyny Turinga sa nieréwnowazne, co jak wiadomo jest problemem mnierozstrzygalnym. Tymczasem na
wykladzie twierdzono (podajac nawet odpowiednio zaciemniony ,,dow6d”), ze jezyki rozpoznawane przez
dowody interakcyjne sa nie tylko rozstrzygalne, ale nawet w PSPACE !

LW literaturze anglo-jezycznej te postaci przedstawione sg jako Prover i Verifier.



