Egzamin ze zlozonosci obliczeniowej — teoria. 14.6.2013

Imie i nazwisko:

Prosze wskazaé i wyjasnié¢ ewentualne btedy w ponizszych rozumowaniach. OdpowiedZ powinna
sie zmiesci¢ na tej kartce. Mozna zaznaczyé¢ bezposrednio w tek$cie miejsca uznane za bledne.

1. Udowodnimy, ze NL = P. Niech M bedzie deterministyczng maszyng Turinga pracujaca
w czasie wielomianowym. Dla danego stowa w, graf G, konfiguracji osiggalnych z konfiguracji
poczatkowej z wejsciem w jest wielomianowego rozmiaru. Aby sprawdzi¢, czy M akceptuje
w, wystarczy sprawdzié, czy w grafie G, istnieje Sciezka z konfiguracji poczatkowej do pewnej
konfiguracji akceptujacej. Jednak problem osiagalnosci w grafie skierowanym jest w klasie NL.
A zatem dowolny problem z P zredukowaliSmy do problemu w NL, czyli P C NL. Inkluzja
przeciwna jest oczywista.

2. Tym razem udowodnimy, ze P = NP. Niech M bedzie niedeterministyczna maszyna
Turinga pracujaca w czasie wielomianowym. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, dla stowa
wejsciowego w konstruujemy graf G, konfiguracji osiagalnych z konfiguracji poczatkowej. Jak
poprzednio, pytanie, czy maszyna M akceptuje stowo w redukuje sie do pytania, czy w grafie G,
istnieje Sciezka z konfiguracji poczatkowej do pewnej konfiguracji akceptujacej. Jednak problem
osiggalnosci w grafie skierowanym jest rozstrzygalny w czasie wielomianowym. A zatem dowolny
problem z klasy NP zredukowaliSmy do problemu w P, czyli NP C P. Inkluzja przeciwna jest
oczywista.



3. Z kolei wykazemy ciekawa wlasnos$é klasy NP. Niech L bedzie jezykiem w NP. Roz-
wazmy nastepujacy problem: Dany niedeterministyczny automat skonczony A. Rozstrzygnij,
czy A rozpoznaje stowo nalezace do jezyka L.

Problem ten ma do$¢ oczywisty algorytm NP: zgadnij Sciezke w automacie A ze stanu poczat-
kowego do pewnego stanu akceptujacego, $ciezka ta wyznacza pewne stowo w. Nastepnie przy
pomocy (niedeterministycznego) algorytmu dla L sprawdz, czy w € L; czas calodci pozostaje
wielomianowy.

Ta prosta obserwacja obala pewne przesady na temat maszyn Turinga. Ustalmy mianowicie
uniwersalng maszyne Turinga U. Przypomnijmy, ze U na wejsciu postaci (M )w symuluje obli-
czenie M na w. Zbior wszystkich obliczen akceptujacych maszyny U (traktowanych jako ciagi
konfiguracji) moze by¢ przedstawiony jako jezyk Obl(U) nalezacy do klasy NP. Natomiast dla
dowolnej maszyny M mozemy skonstruowaé automat skonczony Ay, ktéry sprawdza, czy dane
stowo rozpoczyna sie od konfiguracji poczatkowej dla stowa (M). Wtedy Aps akceptuje stowo
z jezyka Obl(U) dokladnie wtedy, gdy maszyna M akceptuje €. Potrafimy wiec rozstrzygaé¢ (i
to nawet w NP), czy dana maszyna Turinga M akceptuje stowo puste, podczas gdy w réznych
ksiazkach wcigz jeszcze Sciemnia sie, ze jest to problem ,nierozstrzygalny”.

4. Watpliwe twierdzenie. Na obu wykladach podano tzw.

Twierdzenie PCP. Dla kazdego problemu L w NP istnieje wielomianowy algorytm probabili-
styczny (weryfikator) V', ktory dla wejcia o dtugosci n uzywa ciagu bitow losowych U,y dtugosci
r(n) = O(logn) i zadaje stala liczbe M pytani o wybrane bity tzw. dowodu, przy czym

e jesli x € L, to istnieje dowodd 7, ze Pr (V(x, Ur(n)s Tz) = TAK) =1,
o x ¢ L, to dla kazdego 7, Pr (V(z,U,(,),7) = TAK) < .

To juz jest wyjatkowa $ciema, bo gdyby tak byto to P = NP. Oto algorytm:

Dla wejscia z dtugosci n przeszukujemy kolejno ciagi bitow r o dtugosci r(n) (jest ich wielomia-
nowo wiele). Dla kazdego takiego r symulujemy obliczenie V' na wejsciu z z ciagiem losowym r
i staramy sie znalezé¢ takie odpowiedzi na M pytan, przy ktérych V' doszedl by do akceptacji.
Jedli sie udalo, zapisujemy te odpowiedzi. Przy kolejnym badanym 7’ dbamy o to, by znalezione
dlari odpowiedzi byly niesprzeczne z tymi zapisanymi dla r (w przeciwnym razie nie uznajemy
ich).

Jedli istnieje dowod 7, to powyzsze obliczenie zakoriczy sie sukcesem dla kazdego r (znajdujemy
odpowiedzi zgodne z dowodem). Ale réwniez na odwrot — jesli obliczenie zakonczy sie sukcesem,
to dzieki niesprzecznosci poszczegblnych odpowiedzi otrzymamy dowod.

Tak wiec P = NP i zamiast traci¢ czas na egzaminie, powinnismy udac¢ sie do Instytutu Claya
w celu zainkasowania 1,000,000 $ (gdyz jest to Problem Milenijny).



