Egzamin ze zlozonos$ci obliczeniowej — teoria. 14.6.2014

Prosze wskazaé i wyjasni¢ ewentualne btedy w ponizszych rozumowaniach.

1. NL = NP. Pokazemy, jak rozwigza¢ problem 3-SAT przez zlozenie obliczen dwoch maszyn, jednej
niedeterministycznej i jednej deterministyczne;j:

e maszyna M przepisuje swoje wejscie (formule zdaniows) i dopisuje do niej zgadniete niedetermi-
nistycznie warto$ciowanie zmiennych,

e maszyna M, sprawdza, detereministycznie, czy podane jej wartosciowanie spelnia podana formute.

Kazda z tych dwoéch maszyn dziala w pamieci logarytmicznej. Ich obliczenia mozemy ztozy¢ zwykta
metoda, tzn. mozemy wykonywaé obliczenie maszyne Mo, a kiedy ta maszyna prébuje przeczytaé k-ty
element swojego wejicia, to za kazdym razem uruchomié od nowa maszyne M; tak dlugo, az wypisze k
elementéw swojego wyjscia.

W rezultacje otrzymujemy niedeterministyczng maszyne dzialajaca w pamieci logarytmicznej, rozwia-
zujaca problem 3-SAT. Ale jest to problem NP-zupelny. WykazaliSmy wiec, ze NL = NP.

Wyjasnienie. Przypomnijmy, ze sktadanie maszyn deterministycznych pracujacych w pamiecie loga-
rytmicznej jest poprawne. Nie jest problemem, ze output maszyny M; stanowiacy input maszyny M nie
miesci sie w pamieci logarytmicznej. Nie jest potrzebne reprezentowanie go w catosci, lecz gdy Mo chce
przeczytaé i-ty bit, symulujemy maszyne M; tak dlugo, az ten i-ty bit wyprodukuje.

Jednak ta standardowa konstrukcja przestaje dobrze dziataé¢ dla maszyn niedeterministycznych, bo
kiedy kolejny raz uruchamiamy maszyne M; na tym samym wejsciu, mozemy otrzymaé rézne wyniki. W
naszym problemie, jesli jakas zmienna wystapi w formule wiele razy, maszyna M; moze podaé¢ dla niej
rozne wartosci. W ten sposob formula niespelnialna moze zosta¢ uznana za spetnialna (false positive),
co jest niezgodne z definicjg akceptacji przez maszyne niedeterministyczna.

Nie jest natomiast problemem, ze formuta spelnialna moze by¢ czasem uznana za niespelialna (false
negative), bo to nalezy do natury niedeterminizmu. Deterministyczne sprawdzenie w pamieci logaryt-
micznej, czy dana formutla jest prawdziwa przy zadanym wartosciowaniu jest oczywiscie mozliwe.

2. NP = co-NP. Korzystajac z twierdzenia Immermanna-Szelepcsényiego (NL = coNL) i postugujac
sie technika paddingu, pokazemy ze NP = coNP.
Rozwazmy dowolny jezyk L € NP. Latwo pokazac, ze jezyk

K = {w#0®” |we L}

nalezy do klasy NL, wobec czego dopelnienie K takze nalezy do NL. Poniewaz tatwo sprawdzi¢ w pamieci
logarytmicznej czy stowo koniczy sie odpowiednig liczba zer, to takze jezyk

K = {w#0*™ |we L}

nalezy do NL. Z tego wynika, ze dopelnienie jezyka L nalezy do NP.

Wyjasnienie. Zauwazmy na wstepie, ze rozpoznawanie stow postaci w#OQ‘w‘ jest wykonalne przez
deterministyczng maszyne pracujaca w pamieci logarytmicznej. Pozostawiamy to jako éwiczenie z pro-
gramowania maszyn Turinga. (Wskazdwka: w pamieci k mozemy listowaé stowa binarne i w ten sposob
liczy¢ do 2%. Mozna probowaé kolejno k = 1,2,.... Nie nalezy zaczynaé¢ od k = |w|, bo ono w ,ztych”
slowach moze by¢ juz za duze.) Dlatego tez, gdyby jezyk K byl w NL, to jezyk K tez nalezalby do
tej klasy, bedac przecieciem dopelnienia K (nalezacego do NL na mocy Tw. I-S) i zbioru stéw dobrej
postaci, ktory jest rozpoznawalny nawet deterministycznie w L.

Zobaczmy najpierw na poziomie intuicyjnym, ze w podkreslonych fragmentach ,co$ nie gra”, tzn.
naiwne argumenty nie dziataja. Majac niedeterministyczna maszyne M rozpoznajaca jezyk L w czasie
wielomianowym, mozemy ja latwo zaadaptowaé¢ do maszyny rozpoznajacej K. Jednak M w ogoélnosci



dziala w pamieci wielomianowej O (n*) (niekoniecznie O(n)) i wtedy zaadaptowana maszyna dziala w

pamieci O (logk n); nie mamy wiec konkluzji L € NL.

Podobnie, majac hipotetyczna maszyne niedeterministyczna rozpoznajaca jezyk K w pamieci logaryt-
micznej, mozemy ja zaadaptowac¢ do maszyny rozpoznajacej jezyk L (dopetnienie L) w pamieci linioweﬂ
ale jej czas dzialania nie musi by¢ ograniczony przez wielomian, nie mamy wiec konkluzji L € NP.

Powyzsze wyjasnienia pokazuja jedynie, ze podkreslone implikacje sa ,,problematyczne’ﬂ W istocie
nie wiemy, czy sg one falszywe; mozemy jednak pokazac, ze ich obalenie jest niesprzeczne z nasza wiedza.
Przypomnijmy, ze jako wniosek z Twierdzenia o Hierarchii Pamigciowej otrzymaliSmy nieré6wnosé¢ P #
DSPACE(n), choé¢ nie potrafimy wykluczyé¢ zadnej z inkluzji (Corollary 2 w notatkach). W analogiczny
spos6b mozemy udowodnicﬂ NP £ NSPACE(n). Tu réowniez nie potrafimy wykluczyé zadnej z inkluzji
z osobna. W szczegdlnodci, jest niesprzeczne z nasza wiedza

(a) istnieje jezyk L1 € NP — NSPACE(n),
(b) istnieje jezyk Lo € NSPACE(n) — NP.

Dla jezyka Ly odpowiedni jezyk Kj nie jest w NL, bo w przeciwnym razie otrzymalibySmy L; €
NSPACE(n) (przez argument analogiczny jak dla K i L powyzej), wbhrew zalozeniu. Z kolei jezyk

Ky = {w#OQw | w e Lo} jest w NL, a mimo to Lo ¢ NP, co falsyfikuje druga podkreslong implikacje.

3. NP = PSPACE. Niech
NEQ = {(My, Ms) : My, M sa skoniczonymi niedeterministycznymi automatami i L(M;) # L(Ms2)}

Aby rozwiaza¢ ten problem w NP wystarczy zgadnaé stowo w i sprawdzi¢ (juz deterministycznie), ze
w nalezy do roznicy symetrycznej (L(My) — L(Ms)) U (L(Ms) — L(My)). Poniewaz problem NEQ jest
zupelny w PSPACE, otrzymujemy, ze NP = PSPACE.

Wyjasnienie. Problem NEQ jest rzeczywiscie PSPACE-zupelny (nawet dla ustalonego L(Ms3) = ¥*).
Dla niedeterministycznego automatu skonczonego M i stowa w, sprawdzenie, czy w € L(M) moze by¢
wykonane deterministycznie w czasieﬁ |w]| - poly(|M]). A zatem sprawdzenie, czy w nalezy do roznicy
symetrycznej moze by¢ wykonane deterministycznie w czasie |w| - poly (|M;] + |Ma]). Problem w tym, ze
dtugosé najkrotszego stowa rozrozniajacego My i My moze byé wykladnicza, wiec caly algorytm nie jest
NP.

4. NP C BPP. Prawdopodobienstwo, ze losowy graf nie zawiera kliki 4-elementowej, jest dla dosta-
tecznie duzych graféw bardzo male. Doktadniej, jesli dla grafu o wierzchotkach {1,2,...,4n+a} (a < 4)
interesuja nas tylko kliki na blokach 4¢ + 1,44 + 2,44 4 3,47 4 4, to prawdopodobienistwo, ze nie bedzie
takiej kliki, (1 — 2%)7” dazy do 0, gdy m — oc.

Oczywiscie, graf zawierajacy klike 4-elementowa nie moze by¢ 3-kolorowalny. Rozwazmy nastepujacy
algorytm probabilistyczny dla problemu 3-kolorowalnosci. Algorytm zawsze méwi NIE.

Czas dzialania tego algorytmu jest wielomianowy (a nawet staly rowny 1), a jego blad, zgodnie z
tym co powiedzieliSmy powyzej, jest na pewno < i (od pewnego miejsca, ale z tym mozemy sobie tatwo
poradzi¢, whudowujac poczatkowe przypadki w maszyne Turinga).

Jako ze problem 3-kolorowalnoéci jest NP-zupelny, wykazaliémy, ze NP C BPP, wbhrew stwierdzeniu
z Notatek, ze tak prawdopodobnie nie jest.

1Zachowanie glowicy na ,wirtualnej” czesci tasmy wejsciowe; #OQW‘

2Co w zupelnosci wystarczato do zaliczenia tego punktu ,na maxa”.

3Potrzebna jest tu jakas forma Twierdzenia o Hierarchii Pamieciowej dla maszyn niedeterministycznych, ktéra mozemy
wydedukowaé z przypadku deterministycznego i Tw. Savitcha.

4Nie trzeba determinizowa¢ M ani przegladaé¢ wszystkich éciezek; wystarczy obliczaé zbiory stanéw osiagalne po kolejnych
prefiksach stowa w. Jest to elementarny fakt z wyktadu JAO, na ktérym opiera sie szybkie wyszukiwanie wzorca zadanego
przez wyrazenie regularne.

symulujemy przy pomocy licznikow.



Wyjasnienie. Przyktad ilustruje czeste nieporozumienie co do tego, o jakie prawdopodobieiistwo cho-
dzi. Istotnie, nasz ,algorytm” w wiekszosci przypadkéw dziata dobrze, jesli patrzymy na wszystkie stowa
jak na przestrzen probabilistyczna. Jednak definicja BPP zaktada, ze dla kazdego stowa wej$ciowego w
prawdopodobienistwo btedu jest ograniczone, podczas gdy tu dla nieskoniczenie wielu stéw wynosi ono 1.



