Egzamin ze zlozonos$ci obliczeniowej — teoria. 14.6.2014

Imie i nazwisko:

Prosze wskaza¢ i wyjasni¢ ewentualne bltedy w ponizszych rozumowaniach. OdpowiedZ powinna sie
zmiedci¢ na tej kartce. Mozna zaznaczyé bezposrednio w tekScie miejsca uznane za btedne.

1. NL = NP. Pokazemy, jak rozwigza¢ problem 3-SAT przez zlozenie obliczen dwoch maszyn, jednej
niedeterministycznej i jednej deterministyczne;j:

e maszyna M przepisuje swoje wejscie (formule zdaniows) i dopisuje do niej zgadniete niedetermi-
nistycznie warto$ciowanie zmiennych,

e maszyna M, sprawdza, detereministycznie, czy podane jej wartosciowanie spelnia podana formute.

Kazda z tych dwoéch maszyn dziala w pamieci logarytmicznej. Ich obliczenia mozemy ztozy¢ zwykta
metoda, tzn. mozemy wykonywaé obliczenie maszyne Mo, a kiedy ta maszyna prébuje przeczytaé k-ty
element swojego wejicia, to za kazdym razem uruchomié od nowa maszyne M; tak dlugo, az wypisze k
elementéw swojego wyjscia.

W rezultacje otrzymujemy niedeterministyczna maszyne dzialajaca w pamieci logarytmicznej, rozwig-
zujgcg problem 3-SAT. Ale jest to problem NP-zupelny. WykazaliSmy wiec, ze NL = NP.

2. NP = co-NP. Korzystajac z twierdzenia Immermanna-Szelepcsényiego (NL = coNL) i postugujac
sie techniky paddingu, pokazemy ze NP = coNP.
Rozwazmy dowolny jezyk L € NP. Latwo pokazaé, ze jezyk

K = {w#0®"” |we L}

nalezy do klasy NL, wobec czego dopelnienie K takze nalezy do NL. Poniewaz tatwo sprawdzi¢ w pamieci
logarytmicznej czy stowo koriczy sie odpowiednig liczba zer, to takze jezyk

K = {w#0®™ |we L}

nalezy do NL. Z tego wynika, ze dopelnienie jezyka L nalezy do NP.



3. NP = PSPACE. Niech
NEQ = {(M;, Ms) : My, M sa skoniczonymi niedeterministycznymi automatami i L(M;) # L(Ms)}

Aby rozwiazaé¢ ten problem w NP wystarczy zgadnaé¢ stowo w i sprawdzi¢ (juz deterministycznie), ze
w nalezy do roznicy symetrycznej (L(My) — L(Ms)) U (L(Ms) — L(My)). Poniewaz problem NEQ jest
zupelny w PSPACE, otrzymujemy, ze NP = PSPACE.

4. NP C BPP. Prawdopodobienistwo, ze losowy graf nie zawiera kliki 4-elementowej, jest dla dosta-
tecznie duzych graféw bardzo mate. Dokladniej, jesli dla grafu o wierzchotkach {1,2,...,4n+a} (a < 4)
interesuja nas tylko kliki na blokach 47 + 1,44 4 2,44 + 3, 4i + 4, to prawdopodobieristwo, ze nie bedzie
takiej kliki, (1 — 5)™ dazy do 0, gdy m — oo.

Oczywiscie, graf zawierajacy klike 4-elementowa nie moze by¢ 3-kolorowalny. Rozwazmy nastepujacy
algorytm probabilistyczny dla problemu 3-kolorowalnosci. Algorytm zawsze moéwi NIE.

Cras dzialania tego algorytmu jest wielomianowy (a nawet staly rowny 1), a jego blad, zgodnie z
tym co powiedzieliSmy powyzej, jest na pewno < i (od pewnego miejsca, ale z tym mozemy sobie tatwo
poradzi¢, whudowujac poczatkowe przypadki w maszyne Turinga).

Jako ze problem 3-kolorowalnosci jest NP-zupelny, wykazaliémy, ze NP C BPP, wbrew stwierdzeniu
z Notatek, ze tak prawdopodobnie nie jest.



