Wybrane zadania z ¢wiczen 2015

Bartek Klin 1 Damian Niwinski

Uwaga. Ten tekst jest materialem dydaktycznym opartym na wielu Zrédtach,
ktorych tu nie wymieniamy.

1 Obliczenia deterministyczne

1.1 Binarna reprezentacja par stéw

Zadanie: Wymysli¢ efektywna reprezentacje par ciagéw binarnych jako ciagdw
binarnych.
Rozwigzanie: Propozycja wypracowana na ¢wiczeniach

(u,v) = Clu)wv, (1)
gdzie
C(zy...zn) = 0x10zy...0x,1. (2)
Na przyktad (01,1100) — 000111100, (e,000) — 1000.

Uwaga: nie bardzo da sie krocej. Przyjecie 0x10zs...0x,_11x, zamiast
funkcji C', nie dziataloby dla u = .

Ale mozna sprobowaé upakowac to bardziej. Niech L(u) bedzie binarna
reprezentacja dtugosci stowa u. Przypomnijmy, ze dlugosé binarnego zapisu
liczby n > 0 jesﬂ [logn] + 1. Wtedy |L(u)| = |logy |u|| + 1 dla u niepustych.
Kolejne przyblizenia kodowania:

C(L(u))uv, C(L*(u))L(u)uv,
Kolejne iteracje przestaja sie optaca¢ jesli |Li(u)| < 6. Przerachujmy:
lu| =6
|Cu)|=2%x6+1=13
|L(u)| = [logy |ul] =3
|C(L(u))u] =2%34+146=13=|C(u)|

W praktyce 3 iteracje wystarcza do reprezentowania ciagéw dowolnej dtu-
goéciﬂ Mozemy wiec zastosowacé reprezentacje z trzema iteracjami, przy czym
mozna odpusci¢ sobie C(—) i po prostu przeznaczy¢ pierwsze 6 bitow na pierw-
szy element reprezentacji:

L3(u) L (u) L(u)uw

przy czym na L3(u) przeznaczamy 6 bitow. Gdybysmy chcieli uzyé¢ dowolnej
liczby iteracji, to na poczatku trzeba by zapisaé liczbe iteracji, ktérych uzylismy.

IDla liczby n o k4 1 cyfrach, n = ax2* + ap_128 1 4+ ...+ a12+ ap (gdzie ar, = 1) mamy
2k <n < 21 zatem k < logn < k + 1. Przyjmujemy t6u oczywiscie log, = log.

. . . . . . .+ 622 . .
2Czytelnik moze zechcieé¢ poréwnac rzad wielkosci 22°  z szacowang, liczba atoméw wszech-
$wiata = 10039,



1.2 Kroétka notacja dla N

W standardowej reprezentacji liczb naturalnych, kazda liczba n jest reprezento-
wana przez |log, n| + 1 bitow. Moze da sie lepiej? Przeciez w tej reprezentacji
nie jest wykorzystywany zaden ciag zaczynajacy sie od O...

Zadanie. Pokaza¢ ze dla kazdej funkcji roznowartosciowej a : N — {0,1}*
istnieje nieskoniczenie wiele n € N, takich ze |a(n)| > log, n.
Ponizszy dowo6d nie jest moze najbardziej intuicyjny, ale wprowadza pewna po-
zyteczng idee. Dla liczby naturalnej k, niech

ng = min{n:|a(n)| >k}

Twierdzimy, ze powyzsze ny, spelniaja pozadany warunek, tj. |a(ng)| > log, ng.

Istotnie, stow krotszych niz k (wlacznie z pustym) jest
142422 4. g2kt =2k 1.

Z minimalnosci wynika, ze stowo a(i) jest krotsze niz k, dla wszystkich ¢ mniej-
szych niz ny. Zatem (wobec roznowartosciowosci «) liczb mniejszych niz ny, jest
nie wiecej niz 2% — 1, czyli np < 28 — 1. Jedli ng, > 0, to mamy log, ng, < k.
Zarazem |a(ny)| > k, zatem

la(ng)| > k > logy ng,

jak chcielismy. Jesli ny = 0, to przyjmujemy, ze log, 0 = —o0, wiec nieréwnosé
jest trywialnie spetniona.

Uwaga. Intuicyjnie, liczby ny sa ,trudne” dla notacji o, poniewaz wymagaja
stosunkowo ,dlugiej” notacji. Ta idea lezy u podstaw tzw. zlozonosci infor-
macyjnej Kotmogorowa, gdzie funkcja o przyporzadkowuje liczbie naturalnej
najkrotszy program, ktory ja generuje (przy odpowiednio $cistej definicji tych
pojec). Nier6wnosé |a(n)| > logn sugeruje, ze nie ma istotnie prostszego pro-
gramu niz write(n), gdzie n jest dane binarnie. Dla poréwnania, liczba (10!)!
ma w ,sensownym” jezyku programowania program znacznie krotszy od siebie.
Liczby spelniajace wspomniana nieréwnosé¢ Kolmogorow uwazat za losowe.

1.3 Algorytm Euklidesa
Problem jest nastepujacy.

Dane: liczby naturalne a i b w postaci binarnej.
Znalezé: najwiekszy wspolny dzielnik NWD (a, b).

Interesuje nas czas rozwigzania tego problemu na maszynie Turinga. Naiwny
algorytm wykonuje odejmowanie tak dtugo az otrzyma 0; wynikiem jest ostatnia



warto$¢ niezerowa. Czas dzialania jest tu proporcjonalny do max(a,b), a wiec
wykladniczy wzgledem rozmiaru danych.

Szybsza wersja algorytmu Euklidesa wykorzystuje dzielenie modulo. Mozna
opisac¢ ja ponizszym programem.
while min(a,b) > 0 do
if b > a then b:=bmoda
else a := amod b
Return max(a,b)

Dowdd poprawnosci pozostawiamy Czytelnikowi. Dla oszacowania ztozo-
noéci zbadajmy najpierw, ile razy wykona sie petla while. Bez zmniejszenia
ogo6lnosci zaldézmy, ze na poczatku a; < by i petla wykonata sie co najmniej
dwukrotnie. Wtedy kolejne wartosci zmiennych a i b spetniaja

ap < b

|

az > b
|

a3 < b3

Co wiecej
bi=k-a1+by<k-a1+a1

(dla pewnego k > 1), a zatem k - a1 > %bl, skad
1
by = by < 3 by

czyli

1
max(as, b3) < §max(a1,b1).

A zatem, po dwukrotnym wykonaniu petli, max(a, b) zmniejsza si¢ co najmuniej
o polowe. Stad wniosek, ze petla moze sie¢ wykonaé co najwyzej 2 - log max(a, b)
razy.

Pozostaje oszacowaé czas obliczenia operacji A mod B.

Zatozmy, ze

A=ap -2 +ap1- 21+ .. . 401 -2+ ap

a zatem A dane jest jako ciag bitow apag_1...a100.
Rozwazmy nastepujacy program, implementujacy szkolny algorytm dziele-
nia.
c:=0
For ¢ = k downto 0 do
¢:=(2¢+ «;) mod B
Return c



W programie tym nadal wykonujemy operacje d mod B, dla argumentu d =
2c+a;, gdziei =k, k—1,...,1,0. Zauwazmy jednak, Ze tym razem zachowujemy
wlasnosé

d<2-B

wiec wynik moze by¢ obliczony bardzo tatwo:
if d < B then return d else return d — B

Koszt poréwnania i odejmowania mozna tatwo oszacowaé przez O(log B). A
zatem koszt operacji A mod B jest O(log A - log B). Wszystko razem daje nam
oszacowanie algorytmu Euklidesa

O(log max(a,b) - loga - logh) = O(n?)

gdzie n jest rozmiarem danych.

Mozna podaé jeszcze szybsza, nieco trikowa, wersje algorytmu.
d:=1
while min(a,b) >0 do
if2lan2(b  thena:=%;b:=2% d:=2-d
else

)

if 2|a then a := §
if 2b then b:= &
else
ifb>athenb:=b—aelsea:=a—>
Dowod poprawnosci pozostawiamy Czytelnikowi, zajmiemy sie ztozonoscig. Oczy-
wiscie kazda instrukecja w petli wykonuje sie w czasie max(log a,logb). Ponadto
w kazdym przypadku z wyjatkiem ostatniego przynajmniej jedna z liczb zmniej-
sza sie o polowe. W ostatnim przypadku wykonujemy odejmowanie na liczbach
nieparzystych, rezultat jest wiec (znowu) liczba parzysta. To daje oszacowanie
na liczbe wykonaé petli while: 2 - (loga + logb) i w rezultacie caly algorytm ma
ztozonoéé O(n?), gdzie n jest rozmiarem danych.

1.4 Rozpoznawanie palindroméw na jednej tasmie

Ten przyktad pokaze, ze dodanie drugiej tasmy w maszynie Turinga moze kwa-
dratowo przyspieszy¢ obliczenie. Nietrudno jest zbudowaé¢ maszyne Turinga z
dwiema tasmami, ktéra rozpoznaje palindromy w czasie liniowym. Pokazemy,
ze jakakolwiek maszyna Turinga M z jedna tasma wykonuje co najmniej cn?
krokow obliczenia na wejsciu o dlugosci n dla dostatecznie duzych n i dla pewnej
statej ¢ (zaleznej od tej maszyny).

Pokazemy oszacowanie dla palindroméw postaci w0/ lw?, gdzie w € (041)*.

Uzyteczne jest pojecie historii lokalnej; po angielsku uzywa sie tez okresle-
nia crossing sequence. Dla danej komorki tasmy maszyny Turinga rejestrujemy
ciag w stanéw, w ktorych maszyna kolejno

— opuszcza te komorke idac w prawo,

— powraca do tej komoérki przychodzac z prawej strony.



Intuicyjnie, rejestrujemy, co sie dzieje nad prawa Scianka komorki. Mozemy
zalozyé, ze maszyna wykonuje jedynie ruchy w prawo lub w lewo (a nie w
miejscu); ewentualne doprowadzenie jej do takiej postaci co najwyzej podwoi
czas obliczenia.

Zauwazmy, ze sumujac wysokosci historii lokalnych, jakie powstaja w oblicze-
niu maszyny dla danego stowa wejsSciowego, otrzymamy czas dzialania maszyny
na tym wejsciu. Kluczowa jest nastepujaca obserwacja.

Rozwazamy wejscia postaci w0"w®, gdzie |w| = n. Wybierzmy dowolna
komorke w ,srodkowej czedei”, tj. o numerze i € [n+1, ..., 2n]. Dwa rézne stowa
w 1 v muszg mie¢ w tym punkcie rézne historie lokalne. Istotnie, w przeciwnym
razie mogliby$my zlozy¢ ze sobg cze$é¢ obliczenia maszyny M na stowie w0™w?,
ktora ,dzieje si¢” na lewo od komorki i z czescig obliczenia maszyny na stowie
v0"v® na prawo od komorki 4 i uzyska¢ w ten sposéb akceptujace obliczenie na
stowie w0™v®, ktérego nie powinno byé.

Dalej pozostaje rachunek. Zauwazmy, ze dla danej liczby k, liczbe historii
lokalnych o wysokosci mniejszej niz k mozna oszacowaé przez 1 +d+d> +...+
dF=1 < d*, dla pewnego d > 2. A zatem zbior tych w, ktore w danej komorce
i (w czesci $rodkowej) maja historie lokalng krotsza niz k, ma co najwyzej d*
elementéw. Dla réznych ¢ te zbiory moga by¢ oczywiscie rézne. Mozemy jednak
tak dobraé staly ¢, ze dla k = ¢ - n nawet suma tych wszystkich zbioréw nie
obejmie wszystkich stéw dlugoséci n. Wystarczy, ze

n-d" < 2" czyli
logon+logad-c-n < n.

A zatem istnieje takie stowo w € (0 4 1), ze w obliczeniu maszyny M na
tym stowie wysoko$é lokalnej historii jest w kazdym punkcie czeéci sSrodkowej
co najmniej ¢ - n. Jesli zsumujemy wysokosci wszystkich historii lokalnych w
czesci srodkowej, otrzymamy, ze czas obliczenia maszyny na tym stowie jest co

najmniej ¢ - n?.

Uwaga. Dla niektoérych jezykéw mozna uzyskaé lepszy czas. Na przyklad je-
zyk 0”1™ mozna rozpozna¢ na jednotasmowej maszynie Turinga w czasie O(nlogn).

Wsakzowka. Maszyna moze inkrementowaé licznik binarny, znajdujac w ten
sposob liczbe zer, a nastepnie go dekrementowaé w celu poréwnania z liczba
jedynek. Licznik ten nie moze jednak pozostawaé¢ w miejscu (bo koszt powrotow
do niego byltby za duzy), lecz powinien by¢ systematycznie przesuwany w prawo.
Na jedno przesuniecie wystarczy O(logn) krokow.

1.5 Ewaluacja formul w pamieci logarytmicznej

Jako rozgrzewke zobaczmy jak w pamieci logarytmicznej (klasa L) mozna rozpo-
znaé¢ poprawne wyrazenia nawiasowe, czyli stowa generowane gramatyka X —
e| XX |(X). Wystarczy sukcesywnie obliczaé roznice liczby lewych i prawych



nawiasow, ktora na konicu powinnna osiggnaé zero, nigdy wczesniej nie spadajac
ponizej zera.

Teraz rozwazamy formuly logiczne bez zmiennych z negacja oraz operatorami
binarnymi V i A zapisanymi infiksowo, z pelnym nawiasowaniem. Formalnie,
formuly generowane sa gramatyka

F—=0|1|(=F)|(FVFE)|(FAF)
Istnieje naturalna reprezentacja formut jako drzew. Na przyktad formule
(OVDH AV (=((1A0) V1))
mozna reprezentowaé jako drzewo

V

/\/ \ﬁ
PR v
V 1 V
/N 2R
0 1 A 1

2R
1 0

Wezly drzewa odpowiadajg podformutom wyjsciowej formuty. 7 kazda taka
podformuta wiazemy takze jej adres, a mianowicie pozycje jej otwierajacego
nawiasu. Na przyktad podformula (1 A 0) ,zaczyna sie’]’| na pozycji 15; jej
adresem (w postaci binarnej) jest wiec 1111. W ten sposéb mamy naturalna
odpowiednio$¢ miedzy weztami drzewa a liczbami binarnymi bedacymi adresami
podformul. W naszym przykladzie wygladatoby to nastepujaco.

‘z/////// 1\\\\\\\\\\\5

10 1100
/ ¥
11 1001 1110
Y\ VRN
100 110 1111 10101
1000 1010

Nietrudno jest pokazaé¢, ze w pamieci logarytmicznej mozna ,nawigowaé” po-
miedzy weztami drzewa, w szczegdlnosci

e sprawdzié¢ czy aktualny wezel jest lewym czy prawym synem, czy jest
lisciem lub korzeniem,

e znalezé lewego syna, prawego syna, lub ojca aktualnego wezta,

e odczytaé przy pomocy tasmy wejSciowe] etykiete wezla (stala lub spojnik
logiczny).

3Uwaga: rézne wystapienia tej samej formuly traktujemy jako rézne podformuty.



Przy uzyciu tych procedur, mozna obliczyé¢ wartosé formuly logicznej, przy czym
poza tymi procedurami wystarczy stala pamie¢ do przechowywania wartosci
logicznej T lub L, przy czym poczatkowo wartosé ta jest nieustalona. Chodzimy
po drzewie podobnie jak w algorytmie DFS, pamietajac wartos¢ logiczna i to,
skad przyszlismy:

jesli przyszliSmy od ojca lub jesteSmy w korzeniu i nie mamy wartosci,
idziemy do lewego syna (w przypadku wezla —, do jedynego syna),

ilekro¢ idziemy do syna, zapominamy wartosé,

jesli jestesmy w lidciu, wartosé logiczna przyjmuje wartosé liscia i idziemy
do ojca,

jesli przyszliSmy z lewego syna z wartoscia T i jesteSmy wezle A, idziemy
do prawego syna,

jesli tak samo ale z wartosciag L, to idziemy do ojca z wartoscia L,
analogicznie dla weztow V,
jesli przyszliSmy z prawego syna, to idziemy do ojca z ta sama wartoscia,

jesli przyszliSmy z jedynego syna (w przypadku wezla —) to zmieniamy
wartos¢ na przeciwng i idziemy do ojca,

jesli z powyzszych instrukeji wynika, ze mamy i$¢é do ojca, ale jesteSmy w
korzeniu, to koniczymy obliczenie i aktualna wartosé logiczna jest wartoscia
formuty.

Niezmiennikiem powyzszych dziatan jest, ze jesli wartosé logiczna jest okreslona,
to jest to wartosé podformuty widocznej z aktualnie odwiedzanego wezta drzewa.

Aktualizowano 13.04.2015.
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