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Pojecia, terminologia t notacja:

Przyjmujemy zwykla definicje sygnatury algebraicznej ¥, domyslnie ¥ = (S,Q), i Y-algebry A,
domyslnie przyjmujac oznaczenia |A| = (|Als)ses oraz, dla kazdej nazwy operacji f:s; X -+- X 8, = s
w Q, fa:|Als, x -+ x |Als, = |A]s dla, odpowiednio, nosnika i operacji o nazwie f w X-algebrze A.
Przyjmujemy tez zwykla definicje ¥-homomorfizmu. W razie potrzeby stosujemy tez inne pojecia i
notacje z wyktadu.

Rozwazmy dowolna sygnature ¥ = (S, Q).

Yi-algebra z pudetkami to 2-algebra, ktorej kazdy element lezy w swoim prostopadtosciennym pudetku
o podanych wymiarach — zatem jest to para (A, p), gdzie A jest X-algebra, a p = (ps: |As| = R )ses
(R4 to zbiér wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych). Dla s € S, a € |A|s 1 ps(a) = (z,y, 2)
przyjmijmy notacje p'(a) = z, p*(a) =y, py¥(a) = =.

Dla X-algebr z pudetkami (A, p) i (B, q), ich wymiarowy homomorphizm h: (A,p) — (B, q) to taki
Y-homomorfizm algebr h: A — B, ktory nie zmniejsza wymiaréw pudelek, tzn. dla s € Sia € |A|s
zachodzi p¥(a) < q%(hs(a)), ps*(a) < ¢ (hs(a)) oraz p*(a) < ¢“¥(hs(a)). Natomiast objetosciowy
homomorphizm h: (A, p) — (B,q) to taki ¥-homomorfizm algebr h: A — B, ktéry nie zmniejsza
objetosci (iloczynu wymiaréw) pudelek, tzn. dla s € S i a € |A|, zachodzi p?(a)ps*(a)p¥¥(a) <
¢ (hs(a))a* (hs(a))ay? (hs(a)).

Y-algebra ze sznurkami to Y-algebra, w ktorej do kazdego elementu doczepiono (by¢ moze nie-
skoriczony) sznurek o podanej dlugosci — zatem jest to para (A,l), gdzie A jest X-algebra, a
I = (ls:|As| & Rioo) (Rioo to zbidr wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych z dodanym dodat-
kowym elementem najwiekszym 00). X-algebra ze skoriczonymi sznurkami to Y-algebra ze sznurkami
(A, 1), w ktorej wszystkie sznurki maja skoriczona dtugosé, tj. [ = (I5: |As| — Ry )ses. Dla X-algebr
ze sznurkami (A, 1) i (A',l'), ich homomorphizm h: (A 1) — (A',l') to taki ¥X-homomorfizm algebr
h: A — A’, ktory nie zmniejsza dlugosci sznurkow, tzn. dla s € S'i a € |A|s zachodzi 5(a) < I.(hs(a))
(przy czym porzadek na liczbach rzeczywistych rozszerzamy tak, ze r < oo dla wszystkich r € R ).



Zadanie:

1. Ktore z ponizszych kategorii majg
T. obiekt koncowy
BP. (binarne) produkty (kazdej pary obiektow)
E. ekwalizatory (kazdej pary rownoleglych morfizmow)
FC. granice kazdego skoriczonego diagramu
P. produkty (kazdej rodziny obiektow)
C. granice kazdego diagramu
L. obiekt poczatkowy
BCP. (binarne) koprodukty (kazdej pary obiektow)
CE. koekwalizatory (kazdej pary rownolegtych morfizmdw)
FCC. kogranice kazdego skoriczonego diagramu
CP. koprodukty (kazdej rodziny obiektow)
CC. kogranice kazdego diagramu
dla kazdej sygnatury X7 Udowodnij lub uzasadnij odpowied? negatywng.
(a) AlgWP(X): kategoria Y-algebr z pudetkami, 7z wymiarowymi homomorfizmami jako mor-
fizmami, z ich zwyklym zlozeniem;
(b) AlgOP(X): kategoria Y-algebr z pudetkami, z objetosciowymi homomorfizmami jako mor-
fizmami, z ich zwyklym zlozeniem;
(c) AlgS(X): kategoria Y-algebr ze sznurkami, z ich homomorfizmami, z ich zwyklym ztoze-
niem,;
(d) AlgSS(X): kategoria X-algebr ze skoriczonymi sznurkami, z ich homomorfizmami, z ich
zwyktym ztozeniem.
2. Ktore z ponizszych funktorow majg
L. lewy sprzezony
P. prawy sprzezony
dla kazdej sygnatury X7 Udowodnij lub uzasadnij odpowied? negatywng.
(a) USP: AlgWP(X) — Alg(Y): funktor zapominajacy o pudetkach,
tzn. UST((A,p)) = AT UL (h: (A, p) — (B,q)) = (h: A — B);
(b) UST: AlgOP(X) — Alg(X): funktor zapominajacy o pudetkach,
tzn. UST ((A,p)) = A i UST (h: (A, p) — (B, q)) = (h: A — B);
(¢) US: AlgS(X) — Alg(X): funktor zapominajacy o sznurkach,

tzn. US((A 1)) = AiUE(h: (A1) — (B,k)) = (h: A — B);
(d) USS: AlgSS(X) — Alg(X): funktor zapominajacy o sznurkach,
bzn. USS((A, 1)) = A1 USS(h: (A1) — (B, k) = (h: A — B).

Uwagi:

e Mozna korzysta¢ z omawianych na wyktadzie konstrukcji i twierdzen bez powtarzania ich do-
wodow.

e Odpowiedzi na powyzsze pytania nie sg niezalezne. Na przyktad, w oczywisty sposob sg powia-
zane zadania 1.P.a, 1.T.a i 1.BP.a: dowdd istnienia produktow wszystkich rodzin obiektéw w
kazdej kategorii AlgWP (X)) pokazywalby tez istnienie obiektu koncowego (produktu pustej ro-
dziny obiektow) i produktéow binarnych w AlgWP(X), a kontrprzyktad na istnienie produktu
dwoch obiektow w kategorii AlgWP(X) bylby kontrprzyktadem na istnienie produktow do-
wolnych rodzin obiektéw w tej kategorii. Sa tez inne, by¢ moze mniej oczywiste powigzania.
W takich przypadkach wystarczy to po prostu wskazaé¢, nie powtarzajac argumentacji. Tak
naprawde jest tu wiec znacznie mniej pytan niz mogloby sie wydawac na pierwszy rzut oka.



