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Poj¦cia, terminologia i notacja:

Przyjmujemy zwykª¡ de�nicj¦ sygnatury algebraicznej Σ, Σ-algebry i Σ-homomor�zmu; wy-
korzystujemy standardow¡ notacj¦ z wykªadu.

Niech Σ = 〈S,Ω〉 b¦dzie dowoln¡ sygnatur¡ algebraiczn¡.
Algebry �ocenione� to algebry, w których elementy s¡ �ocenione� albo pozytywnie (+), albo

negatywnie (�), przy czym operacje zachowuj¡ istniej¡ce oceny pozytywne.
Dokªadniej: oceniona Σ-algebra to para 〈A, o〉, gdzieA jestΣ-algebr¡, a o = 〈os : |A|s → {+,�}〉s∈S

jest rodzin¡ funkcji odwzorowuj¡cych elementy no±ników algebry w dwuelementowy zbiór ocen

{+,�}, przy czym dla ka»dej nazwy operacji f : s1 × . . . × sn → s w Σ i elementów a1 ∈ |A|s1 ,
. . . , an ∈ |A|sn , je±li osi(ai) = + dla którego± i = 1, . . . , n to os(fA(a1, . . . , an) = +.

Minimalistyczna Σ-algebra to dowolna oceniona Σ-algebra 〈A, o〉 taka, »e dla ka»dej nazwy
operacji f : s1 × . . . × sn → s w Σ i elementów a1 ∈ |A|s1 , . . . , an ∈ |A|sn , je±li osi(ai) = � dla
wszystkich i = 1, . . . , n to os(fA(a1, . . . , an)) = �.

Dla ocenionych Σ-algebr rozwa»amy Σ-formuªy logiczne nast¦puj¡cej postaci:

� równo±ci: ∀X.t = t′,
� (pozytywne) formuªy oceny: ∀X.(t)+

gdzie X jest S-rodzajowym zbiorem (zmiennych), a t, t′ ∈ |TΣ(X)|s s¡ Σ-termami ze zmienymi
ze zbioru X. Relacja speªniania jest zde�niowana w oczywisty sposób: dla dowolnej ocenionej
Σ-algebry 〈A, o〉
� 〈A, o〉 |= ∀X.t = t′ gdy A |= ∀X.t = t′, tj. dla ka»dego warto±ciowania v : X → |A|, tA[v] = t′A[v]

(gdzie jak zwykle tA[v] oznacza warto±¢ termu t w algebrze A przy warto±ciowaniu v)
� 〈A, o〉 |= ∀X.(t)+ gdy dla ka»dego warto±ciowania v : X → |A|, os(tA[v]) = +, gdzie t ∈
|TΣ(X)|s.

Homomor�zmy �oceniaj¡ce� nie mog¡ obni»a¢ oceny, a homomor�zmy �konserwatywne� nie
mog¡ ocen zmienia¢. Dokªadniej: Σ-homomor�zm h : A → A′ jest oceniaj¡cym homomor�zmem
ocenionych Σ-algebr 〈A, o〉 i 〈A′, o′〉 gdy dla ka»dego rodzaju s ∈ S i a ∈ |A|s, je±li os(a) = + to
o′s(hs(a)) = +. Je±li dla ka»dego rodzaju s ∈ S i a ∈ |A|s tak»e o′s(hs(a)) = os(a) to h jest homo-
mor�zmem konserwatywnym algebr ocenionych. W szczególno±ci identyczno±ci sa homor�zmami
konserwatywnymi, zªo»enie homomor�zmów oceniaj¡cych jest homomor�zmem oceniaj¡cym i zªo-
»enie homomor�zmów konserwatywnych jest homomor�zmem konserwatywnym.

Dla dowolnej sygnatury Σ = 〈S,Ω〉 i zbioru Σ-formuª Φ, de�niujemy nast¦puj¡ce kategorie:

� SetS: kategoria S-rodzajowych zbiorów i funkcji mi¦dzy nimi, jak zwykle.
� OAlg(Σ,Φ): kategoria ocenionych Σ-algebr speªniaj¡cych wszystkie formuªy w Φ i oceniaj¡-

cych Σ-homomor�zmów mi¦dzy nimi,
� KOAlg(Σ,Φ): kategoria ocenionych Σ-algebr speªniaj¡cych wszystkie formuªy w Φ i konser-

watywnych Σ-homomor�zmów mi¦dzy nimi,
� MAlg(Σ,Φ): kategoria minimalistycznych Σ-algebr speªniaj¡cych wszystkie formuªy w Φ i

oceniaj¡cych Σ-homomor�zmów mi¦dzy nimi,
� KMAlg(Σ,Φ): kategoria minimalistycznych Σ-algebr speªniaj¡cych wszystkie formuªy w Φ i

konserwatywnych Σ-homomor�zmów mi¦dzy nimi,



Warto zauwa»y¢, »e MAlg(Σ,Φ) jest peªn¡ podkategori¡ OAlg(Σ,Φ), a KMAlg(Σ,Φ) peªn¡
podkategori¡KOAlg(Σ,Φ) orazKOAlg(Σ,Φ) jest (niekoniecznie peªn¡) podkategori¡OAlg(Σ,Φ),
a KMAlg(Σ,Φ) (niekoniecznie peªn¡) podkategori¡ MAlg(Σ,Φ).

De�niujemy oczywiste funktory przyporz¡dkowuj¡ce algebrom ich (S-rodzajowe) no±niki a
homomor�zmom (S-rodzajowe) funkcje, którymi one s¡:

� OGΣ,Φ : OAlg(Σ,Φ)→ SetS

� KOGΣ,Φ : KOAlg(Σ,Φ)→ SetS

� MGΣ,Φ : MAlg(Σ,Φ)→ SetS

� KMGΣ,Φ : KMAlg(Σ,Φ)→ SetS

W powy»szych oznaczeniach mo»emy pomija¢ pusty zbiór formuª Φ, tj. OAlg(Σ) oznacza
OAlg(Σ, ∅), MAlg(Σ) oznacza MAlg(Σ, ∅), OGΣ oznacza OGΣ,∅, MGΣ oznacza MGΣ,∅, itp.

Zadanie:

1. W których z poni»szych kategorii instniej¡
T. obiekty ko«cowe
P. produkty ka»dej niepustej rodziny obiektów
E. equalizatory ka»dej pary mor�zmów równolegªych
Z. granice ka»dego diagramu
I. obiekty poczatkowe

KP. koprodukty ka»dej niepustej rodziny obiektów
KE. koequalizatory ka»dej pary mor�zmów równolegªych
KZ. kogranice ka»dego diagramu

dla ka»dej sygnatury Σ i, gdzie stosowne, zbioru Σ-formuª Φ?
(a) OAlg(Σ)
(b) KOAlg(Σ)
(c) MAlg(Σ)
(d) KMAlg(Σ)

(e) OAlg(Σ,Φ)
(f) KOAlg(Σ,Φ)
(g) MAlg(Σ,Φ)
(h) KMAlg(Σ,Φ)

Udowodnij lub uzasadnij odpowied¹ negatywn¡.
2. Które z poni»szych funktorów maj¡ lewy sprz¦»ony dla ka»dej sygnatury Σ i, gdzie stosowne,

zbioru Σ-formuª Φ?
(a) OGΣ : OAlg(Σ)→ SetS

(b) KOGΣ : KOAlg(Σ)→ SetS

(c) MGΣ : MAlg(Σ)→ SetS

(d) KMGΣ : KMAlg(Σ)→ SetS

(e) OGΣ,Φ : OAlg(Σ,Φ)→ SetS

(f) KOGΣ,Φ : KOAlg(Σ,Φ)→ SetS

(g) MGΣ,Φ : MAlg(Σ,Φ)→ SetS

(h) KMGΣ,Φ : KMAlg(Σ,Φ)→ SetS

Udowodnij lub uzasadnij odpowied¹ negatywn¡.

Uwagi:

� Mo»na korzysta¢ z konstrukcji i twierdze« z wykªadu bez powtarzania ich dowodów.
� Odpowiedzi na powy»sze pytania nie s¡ niezale»ne. Na przykªad, w oczywisty sposób zadania

1.Z.a i 1.Z.e sa powi¡zane: dowód zupeªno±ci kategorii OAlg(Σ,Φ) pokazywaªby te» zupeªno±¢
OAlg(Σ), a kontrprzykªad na zupeªno±¢ kategorii OAlg(Σ) byªby te» kontrprzykªadem na
zupeªno±¢ OAlg(Σ,Φ). S¡ te» inne, niekoniecznie a» tak oczywiste zale»no±ci. W takich przy-
padkach wystarczy to po prostu wskaza¢, nie powtarzaj¡c argumentacji. Tak naprawd¦ jest tu
wi¦c znacznie mniej pyta« ni» mogªoby si¦ wydawa¢ na pierwszy rzut oka.

� Do±¢ trudne wydaj¡ si¦ niektóre pytania dotycz¡ce konstrukcji ró»nych granic i kogranic w
kategoriach algebr minimalistycznych (bez aksjomatów, z aksjomatami bywa ªatwiej). To cz¦±¢
specjalna zadania � mo»na te pytania pomin¡¢ (cho¢ od doktorantów, którzy chc¡ zaliczy¢
wykªad, oczekuj¦ przynajmniej sensownej próby odpowiedzi na nie).



Szkic rozwi¡zania: Dla notacyjnej wygody, przy ustalonej ocenionej Σ-algebrze 〈A, o〉, dla
s ∈ S i a ∈ |A|′s, b¦d¦ pisa¢ a+ zamiast os(a) = + oraz a� zamiast os(a) = �.

Dla dowolnej Σ-algebry A, niech (A)� = 〈A, o�〉 gdzie o�s (a) = � dla wszystkich s ∈ S,
a ∈ |A|s. Dalej, dla dowolnej algebry ocenionej 〈A, o〉 i podzbioru Y ⊆ |A| no±nika algebry A, niech
〈A, o[Y +]〉 oznacza ocenion¡ algebr¦ 〈A, o′〉 gdzie dla s ∈ S, a ∈ |A|s, o′s(a) = + gdy a ∈ Cl+A (Y )s
oraz o′s(a) = os(a) gdy a 6∈ Cl+A (Y )s, gdzie Cl+A (Y ) ⊆ |A| jest najmniejszym podzbiorem no±nika
Σ-algebry A, który zawiera Y oraz dla ka»dych f : s1 × . . .× sm → s i a1 ∈ |A|s1 , . . . , am ∈ |A|sm ,
je±li dla jakiego± i = 1, . . . ,m, ai ∈ Cl+A (Y )si to fA(a1, . . . , am) ∈ Cl+A (Y )s.

Niech P : OAlg(Σ) → Alg(Σ) bedzie oczywistym funktorem rzutowania P(〈A, o〉) = A,
P(h : 〈A, o〉 → 〈A′, o′〉) = (h : A→ A′). Bez wprowadzania dodatkowych notacji bedziemy te» u»y-
wa¢ P jako funktora z odpowiednich podkategorii OAlg(Σ) w odpowiednie podkategorie Alg(Σ).

Najpierw proste odpowiedzi pozytywne dla kategorii OAlg(Σ,Φ), gdzie Φ = Φe∪Φo dla zbioru
równo±ci Φe i zbioru formuª oceny Φo:

�1. .e� Rozwa»my diagram D w OAlg(Σ,Φ) o ksztaªcie 〈N,E, s, t〉, gdzie Dn = 〈An, on〉, n ∈ N .
�Z� Niech A z rzutowaniami ιn : A → An bedzie granic¡ diagramu P(D) w Alg(Σ,Φe). Dla

s ∈ S, a ∈ |A|a, niech os(a) = � gdy ons (ι
n
s (a)) = � dla jakiego± n ∈ N , a os(a) = + gdy

ons (ι
n
s (a)) = + dla wszystkich n ∈ N . Niech dalej Y ⊆ |A| b¦dzie zbiorem warto±ci w A

termów w formuªach oceny w Φo, tj. dla s ∈ S

Ys = {tA[v] | ∀X.(t)+ ∈ Φo, t ∈ |TΣ(X)|s, v : X → |A|}

Wówczas oceniona Σ-algebra 〈A, o[Y +]〉 z rzutowaniami ιn : 〈A, o[Y +]〉 → 〈An, on〉, n ∈ N ,
jest granic¡ diagramu D w OAlg(Σ,Φ).
Zatem: 1.{T,P,E,Z}.{a,e}: TAK.

�KZ� Niech A z wªo»eniami ιn : An → A bedzie kogranic¡ diagramu P(D) w Alg(Σ,Φe).
Niech Y ⊆ |A| b¦dzie zbiorem dodatnio ocenionych elelementów algebr w diagramie D
�wªo»onych� w A:

Ys = {ιns (an)|s ∈ S, an ∈ |An|s, ons (sn) = +}
Niech dalej Y ′ ⊆ |A| b¦dzie zbiorem warto±ci w A termów w formuªach oceny w Φo, tj. dla
s ∈ S

Y ′s = {tA[v] | ∀X.(t)+ ∈ Φo, t ∈ |TΣ(X)|s, v : X → |A|}
Wówczas oceniona Σ-algebra 〈A, o[(Y ∪ Y ′)+]〉 z wªo»eniami ιn : 〈An, on〉 → 〈A, o[Y +]〉,
n ∈ N , jest kogranic¡ diagramu D w OAlg(Σ,Φ).
Zatem: 1.{I,KP,KE,KZ}.{a,e}: TAK.

�2.e� Dla X ∈ |SetS|, niech A ∈ Alg(Σ,Φe) z jedno±ci¡ ηX : X → |A| b¦dzie wolna nad X
wzgl¦dem funktora | | : Alg(Σ,Φ)→ SetS. Niech dalej Y ⊆ |A| b¦dzie zbiorem warto±ci w A
termów w formuªach oceny w Φo, tj. dla s ∈ S

Ys = {tA[v] | ∀X.(t)+ ∈ Φo, t ∈ |TΣ(X)|s, v : X → |A|}

Wówczas oceniona algebra 〈A, o�[Y +]〉 ∈ OAlg(Σ,Φ) z jedno±ci¡ ηX : X → |A| jest wolna nad
X wzgl¦dem funktora OGΣ,Φ → SetS.
Zatem: 2.{a,e}: TAK.

Odpowiedzi dla ocenionych algebr z konserwatywnymi homor�zmami (niemal wszystkie proste):

�1.{T,I}.b� Rozpatrzmy sygnatur¦ z jednym rodzajem s i staª¡ a : s. Niech 〈A, o〉 ∈ |KOAlg(Σ)|.
Je±li os(aA) = + to nie istnieje konserwatywny mor�zm mi¦dzy 〈A, o〉 a 〈A, o�〉; je±li za±
os(aA) = � to nie istnieje konserwatywny mor�zm mi¦dzy 〈A, o〉 a 〈A, o[{aA}+]〉 (w »adn¡
stron¦). W KOAlg(Σ) nie ma wi¦c ani obiektu ko«cowego, ani pocz¡tkowego.



Brak obiektu pocz¡tkowego implikuje te» nieistnienie lewego sprz¦»onego do KOAlg(Σ) z
SetS (bo lewe sprz¦»one s¡ koci¡gªe, wi¦c zachowuj¡ obiekty pocz¡tkowe).
Zatem: 1.{T,Z,I,KZ}.{b,f}, 2.{b,f}: NIE.

�1.{P,KP}.b� Rozpatrzmy sygnatur¦ z jednym rodzajem s i staª¡ a : s. W KOAlg(Σ) nie
istnieje produkt ani koprodukt ocenionych algebr 〈A, o〉 i 〈A′, o′〉 takich »e os(aA) = + i
os(aA′) = �.
Zatem: 1.{P,KP}.{b,f}: NIE.

�1.E.f� Rozwa»my konserwatywne homomor�zmy h1, h2 : 〈A, o〉 → 〈A′, o′〉 w KOAlg(Σ,Φ).
Niech E bedzie podalgebr¡ A o no±niku |E| = {a ∈ |A||h1(a) = h2(a)}, i niech oE b¦-
dzie o obci¦te do |E|. Wówczas inkluzja e : |E| → |A| jest konserwatywnym homomor�zmem
e : 〈E, oE〉 → 〈A.o〉, który jest equalizatorem h1 i h2 w KOAlg(Σ,Φ).
Zatem: 1.{E}.{b,f}: TAK.

�1.KE.b� Rozpatrzmy sygnatur¦ Σ z rodzajami s, s′ i jedn¡ operacj¡ binarn¡ f : s× s→ s′.
Niech A b¦dzie nast¦puj¡c¡ Σ-algebr¡: |A|s = {a, b}, gdzie a 6= b, |A|s′ = {a′, z′}, a fA(a, b) =
fA(b, a) = a′ i fA(a, a) = fA(b, b) = z′. Zde�nujmy Σ-algebr¦ B: |B|s = {x1, x2, x3}, |S|s′ =
{x′12, x′23, x′1,3, z′} (wszystkie elementy wzajemnie ró»ne) oraz fB(x1, x2) = fB(x2, x1) = x′12,
fB(x2, x3) = fB(x3, x2) = x′23, fB(x1, x3) = fB(x3, x1) = x′13 i fB(x1, x1) = fB(x2, x2) =
fB(x3, x3) = z′.
Rozwa»my homomor�zmy h, h′ : A → B, gdzie hs(a) = x1, hs(b) = x2, h

′
s(a) = x2, h

′
s(b) = x3

(to de�niuje te» hs′(a
′) = x′12 i h

′
s′(a

′) = x′23 oraz hs′(z
′) = h′s′(z

′) = z′). h i h′ s¡ konserwatyw-
nymi homomor�zmami h, h′ : 〈A, o�〉 → 〈B, o�[{x13}+]〉.
Je±li homomor�zm k : B → C speªnia h; k = h′; k to ks(x1) = ks(x2) = ks(x3), zatem
tak»e ks′(x

′
12) = ks′(x

′
23) = ks′(x

′
13), wi¦c k nie mo»e by¢ konserwatywnym homomor�zmem z

〈B, o�[{x13}+]〉, bo (o�[{x13}+])s′(x′12) = (o�[{x13}+])s′(x′23) = �, ale (o�[{x13}+])s′(x′13) = +.
Zatem: 1.{KE}.{b,f}: NIE.

Sytuacja z algebrami minimalistycznymi jest mniej oczywista. Przydatna b¦dzie nast¦puj¡ca ob-
serwacja:

Zbudujmy Σ-algebr¦ minimalistycznych ocen O ∈ |Alg(Σ)|, gdzie dla s ∈ S, |O|s = {+,�},
a dla f : s1 × . . . × sn → s i x1, . . . , xm ∈ {+,�}, fO(x1, . . . , xm) = + je±li + ∈ {x1, . . . , xm} i
fO(x1, . . . , xm) = � je±li x1 = . . . = xm = �. Oceniona Σ-algebra 〈A, o〉 jest minimalistyczna wtedy
i tylko wtedy gdy o : A→ O jest Σ-homomor�zmem. J¡dro tego homomor�mzu K(o) ⊆ |A| × |A|
jest kongruencj¡ na A, która �uto»samia� elementy tak samo ocenione. Σ-homomor�zm h : A→ A′

jest konserwatywnym homomor�zmem minimalistycznych Σ-algebr h : 〈A, o〉 → 〈A′, o′〉 wtedy i
tylko wtedy gdy h; o′ = o : A→ O (w kategorii Alg(Σ)).

�1.I.c� Zauwa»my, »e je±li 〈A, o〉 jest minimalistyczna, to dla ka»dego termu bez zmiennych t ∈
|TΣ|s, os(tA) = �. Z tego wynika, »e 〈TΣ, o�〉 jest obiektem pocz¡tkowym w MAlg(Σ) i w
KMAlg(Σ).
Zatem: 1.I.{c,d}: TAK.

�1.I.f� Dla dowolnej sygnatury Σ ze staª¡ a : s, nie istnieje »adna minimalistyczna Σ-algebra
speªniaj¡ca formuª¦ oceny ∀∅.(a)+.
Zatem: 1.{I,KZ,T,Z}.{g,h}, 2.{g,h}: NIE.

�1.KP.c� Rozwa»my rodzin¦ minimalistycznych Σ-algebr 〈An, on〉 ∈ |MAlg(Σ)|, n ∈ N .
Niech A z wªo»eniami ιn : An → A bedzie koproduktem rodziny 〈An〉n∈N w Alg(Σ). Niech
Y ⊆ |A| b¦dzie zbiorem dodatnio ocenionych elelementów algebr rodziny �wªo»onych� w A:

Ys = {ιns (an)|s ∈ S, an ∈ |An|s, ons (sn) = +}

Wówczas oceniona Σ-algebra 〈A, o[Y +]〉 z wªo»eniami ιn : 〈An, on〉 → 〈A, o[Y +]〉, n ∈ N ,
jest minimalistyczna (dowód � równowa»na konstrukcja poni»ej) i jest koproduktem rodziny
〈An, on〉 ∈ |MAlg(Σ)|, n ∈ N , w MAlg(Σ).



Rozwa»my algebr¦ termów z elementami algebr An, n ∈ N , jako �zmiennymi�: TΣ(U), gdzie
U =

⊎
n∈N |An| (b¦d¦ pomijaª wªo»enia ze skªadowych zbiorów w ich sum¦ rozª¡czn¡, pisz¡c a ∈

Us dla s ∈ S, n ∈ N , a ∈ |An|s). Dodajmy oceny o elementów algebry TΣ(U): os : |TΣ(U)|s →
{+,�}, gdzie o : TΣ(U)→ O jest jedynym Σ-homomor�zmem, który rozszerza waro±ciowanie
os : U → {+,�} dane przez oceny elementów w algebrach rodziny: dla wszystkich n ∈ N i
a ∈ |An|s, os(a) = ons (a).

Niech ≡ ⊆ |TΣ(U)| × |TΣ(U)| b¦dzie najmniejsz¡ kongruencj¡ w algebrze TΣ(U) tak¡, »e
fAn(a1, . . . , am) ≡ f(a1, . . . , am) dla wszystkich f : s1×. . .×sm → s, n ∈ N , a1 ∈ |An|s1 , . . . , am ∈
|An|sm . Przypomnijmy, »e TΣ(U)/≡ z wªo»eniami ιn : An → TΣ(U)/≡ danymi przez ιns (a) =
[a]≡ dla n ∈ N , s ∈ S i a ∈ |An|s jest koproduktem rodziny An, n ∈ N , w Alg(Σ).

Zachodzi te» ≡ ⊆ K(o), bo dla f : s1 × . . . × sm → s, n ∈ N , a1 ∈ |An|s1 , . . . , am ∈ |An|sm ,
os(fAn(a1, . . . , am)) = ons (fAn(a1, . . . , am)) = fO(o

n
s1
(a1), . . . , o

n
sm(am)) = fO(os1(a1), . . . , osm(am)) =

os(f(a1, . . . , am)) i K(o) jest kongruencj¡ w TΣ(U).

Dalej ªatwo sprawdzi¢, »e 〈TΣ(U), o〉 z wªo»eniami ιn : 〈An, on〉 → 〈TΣ(U), o〉 jest koproduktem
rodziny 〈An, on〉, n ∈ N , w MAlg(Σ).

�atwo te» wida¢, »e homomor�zmy ιn : 〈An, on〉 → 〈TΣ(U), o〉, n ∈ N , s¡ konserwatywne, wi¦c
konstrukcja dziaªa tak»e w KMAlg(Σ) i daje koprodukt tak»e w tej kategorii.

Zatem: 1.KP.{c,d}: TAK.

�1.KP.g� Rozwa»my sygnatur¦ Σ z dwoma rodzajami s, s′ i jedn¡ operacj¡ f : s × s → s′, oraz
Σ-równo±¢ ∀x, y:s′.x = y. Rozwa»my Σ-algebry A i A′: |A|s = {a1, a2}, |A|s′ = {a′}, |A′|s = ∅,
|A′|s′ = {x′} (to te» de�niuje operacje fA, fA′). W kategorii MAlg(Σ, {∀x, y:s′.x = y}) nie
istnieje koprodukt minimalistycznych algebr 〈A, o�〉 i 〈A′, o+〉, gdzie o+s′ (x′) = +.

Przypu±¢my bowiem, »e 〈B, o〉 z wªo»eniami h1 : 〈A, o�〉 → 〈B, o〉 i h2 : 〈A′, o+〉 → 〈B, o〉 jest
ich koproduktem. Niech b1 = (h1)s(a1) i b2 = (h1)s(a2). �atwo pokaza¢, »e |B|s = {b1, b2}
i b1 6= b2. Mamy te»: |B|s′ = {b′}, gdzie b′ = (h1)s′(a

′) = (h2)s′(x
′) oraz b′ = fB′(b1, b2)

i o′s′(b
′) = +. Zatem os′(b1) = + lub os′(b2) = +. Niech os′(b1) = + (drugi przypadek

jest symetryczny). Rozwa»my minimalistyczn¡ Σ-algebr¦ 〈B, o′〉, gdzie o′s′(b1) = � i os′(b2) =
+, a o′s′(b

′) = +. Wówczas h1 : 〈A, o�〉 → 〈B, o′〉 i h2 : 〈A′, o+〉 → 〈B, o′〉, ale dla ka»dego
homomor�zmu k : B → B, je±li h1; k = h1 to ks′(b1) = b1, zatem k nie jest oceniaj¡cym
homomor�zmem z 〈B, o〉 do 〈B, o′〉 � sprzeczno±¢.

Zatem: 1.KP.g: NIE.

�1.KE.c� Niech Σ b¦dzie sygnatur¡ z dwoma rodzajami s, s′ i jedn¡ operacj¡ dwuargumentow¡
f : s × s → s′. Niech A b¦dzie nast¦puj¡ca Σ-algebr¡: |A|s = ∅, |A|s′ = {a}. Niech B b¦dzie
nast¦puj¡c¡ Σ-algebr¡: |B|s = {x1, x2}, |B|s′ = {x′, y′, z′} (wszystkie elementy wzajemnie
ró»ne), gdzie fB(x1, x2) = fB(x2, x1) = x′, fB(x1, x1) = fB(x2, x2) = z′. Elementy algebry B
oceniamy nast¦puj¡co: os(x1) = os(x2) = �, os′(x

′) = os′(z
′) = �, os′(y

′) = +. Rozwa»my dwa
oceniaj¡ce homomor�zmy minimalistycznych Σ-algebr: h1, h2 : 〈A, o�〉 → 〈B, o〉 zde�niowane
przez (h1)s′(a) = x′, (h1)s′(a) = y′.

Przypu±¢my, »e istnieje koequalizator k : 〈B, o〉 → 〈B′, o′〉 mor�zmów h1 i h2 w MAlg(Σ).

�atwo pokaza¢, »e fB′(ks(x1), ks(x2)) = ks′(x
′) = ks′(y

′) i o′s(fB′(ks(x1), ks(x2))) = o′s′(ks′(x
′)) =

o′s′(ks′(y
′)) = +. Zatem o′s(ks(x1)) = + lub o′S(ks(x2)) = +. Niech o′s(ks(x1)) = +, drugi przy-

padek jest symetryczny. Rozwa»my minimalistyczn¡ Σ-algebr¦ 〈B′, o′′〉, gdzie o′′ jest takie jak
o′ poza {ks(x1), ks(x2)}, ale o′′s(ks(x1)) = � i o′′s(ks(x2)) = +. Wówczas k : 〈B, o〉 → 〈B′, o′′〉 i
h1; k = h2; k, ale dla ka»dego homomor�zmu g : B′ → B′, je±li k; g = k to gs(ks(x1)) = ks(x1),
zatem g nie jest oceniaj¡cym homomor�zmem z 〈B′, o′〉 do 〈B′, o′′〉 � sprzeczno±¢.

Zatem: 1.KE.{c,g}: NIE.

�1.T.c� Niech Σ b¦dzie sygnatur¡ jednorodzajow¡ ze staª¡ a : s. Przypu±¢my, »e 〈A, o〉 jest obiek-
tem ko«cowym w MAlg(Σ). Oczywi±cie os(aA) = �.



Niech B b¦dzie algebr¡ o dwuelementowym no±niku |B|s = {x, aB} (x 6= aB). Niech k : B →
A b¦dzie (jedynym) oceniaj¡cym Σ-homomor�zmem z 〈B, o�[{x}+]〉 do 〈A, o〉. Mamy wi¦c
os(ks(x)) = + i ks(x) 6= aA. Teraz: z minimalistycznej Σ-algebry 〈B, o�〉 do 〈A, o〉 istniej¡ przy-
najmniej dwa ró»ne oceniaj¡ce homomor�zmy h, h′ : 〈B, o�〉 → 〈A, o〉 (hs(x) = ks(x), hs(aB) =
aA i h′s(x) = h′s(aB) = aA) � sprzeczno±¢.
Zatem: 1.T.{c,g}: NIE.

�1.P.c� Rozwa»my sygnatur¦ Σ z dwoma rodzajami {s, s′} i jedn¡ operacj¡ binarn¡ f : s× s→
s′. Niech A b¦dzie nast¦puj¡c¡ Σ-algebr¡: |A|s = {a1, a2}, |A|s′ = {a′, z′}, fA(a1, a2) =
fA(a2, a1) = fA(a1, a1) = a′, fA(a2, a2) = z′. 〈A, o〉, gdzie os(a1) = +, os(a2) = �, os′(a

′) = + i
os′(z

′) = �, jest algebr¡ minimalistyczn¡ (izomor�czn¡ z O ∈ |MAlg(Σ)|). Przypu±¢my, »e w
MAlg(Σ) istnieje produkt 〈P, o′〉 z rzutowaniami h1, h2 : 〈P, o′〉 → 〈A, o〉 algebr 〈A, o〉 i 〈A, o〉.
Rozwa»my minimalistyczn¡ algebr¦ 〈A× A, o�〉; niech k : 〈A× A, o�〉 → 〈P, o′〉 bedzie jedy-
nym oceniaj¡cym homomor�zmem takim, »e k;h1 = π1 i k;h2 = π2 (gdzie π1, π2 : A×A→ A
to zwykªe rzutowania iloczynu na pierwsza i drug¡ wspóªrz¦dn¡, odpowiednio). Poniewa»
(h2)s(ks(〈a1, a2〉)) = a2 i (h1)s(ks(〈a2, a1〉)) = a2 , wi¦c o′s(ks(〈a1, a2〉)) = o′s(ks(〈a2, a1〉)) = �.
Zatem o′s′(fP (ks(〈a1, a2〉), ks(〈a2, a1〉))) = �. Z drugiej strony (h1)s(ks(〈a1, a1〉)) = a1, wi¦c
o′s(ks(〈a1, a1〉)) = +. Zatem o′s′(fP (ks(〈a1, a1〉), ks(〈a2, a1〉))) = +.
Ale fP (ks(〈a1, a1〉), ks(〈a2, a1〉)) = ks′(fA×A(〈a1, a1〉, 〈a2, a1〉)) = ks′(〈fA(a1, a2), fA(a1, a1)〉) =
ks′(〈a′, a′〉) oraz fP (ks(〈a1, a2〉), ks(〈a2, a1〉)) = ks′(〈fA(a1, a2), fA(a2, a1)〉) = ks′(〈a′, a′〉) �
sprzeczno±¢.
Zatem: 1.P.{c,g}: NIE.

�1.E.c� Dziaªa konstrukcja equalizatora opisana w 1.E.f : equalizator oceniaj¡cych homomor�-
zmów h, h′ : 〈A, o〉 → 〈A′, o′〉 jest zadany przed poalgebr¦ E algebry A o no±niku |E|s = {a ∈
|A|s|hs(a) = h′s(a)}, z ocenami oE odziedziczonymi z 〈A, o〉. �atwo zauwa»y¢, »e je±li 〈A, o〉
jest minimalistyczna, to 〈E, oE〉 jest minimalistyczna i je±li jaka± rozwa»ana Σ-formuªa jest
speªniona w 〈A, o〉 to jest te» speªniona w 〈E, oE〉. To pokazuje istnienie equalizatorów w
MAlg(Σ,Φ). Ponadto, inkluzja z E do A jest konserwatywnym homomor�zmem z 〈E, oE〉 w
〈A, o〉, co z kolei pokazuje istnienie equalizatorów w KMAlg(Σ,Φ).
Zatem: 1.E.{c,g,d,h}.

�2.c� Zauwa»my, »e oceniane algebry wolne de�niowane dla przypadku 2.a s¡ minimalistyczne
� s¡ wi¦c te» wolne z MAlg(Σ), która jest peªn¡ podkategori¡ OAlg(Σ), wzgl¦dem funk-
tora MGΣ : MAlg(Σ) → SetS, który jest obci¦ciem funktora OGΣ : OAlg(Σ) → SetS do
MAlg(Σ).
Zatem: 2.c: TAK.

I jeszcze o minimalistycznych algebrach z konserwatywnymi homomor�zmami.

�1.KZ.d� Kategoria KMAlg(Σ) jest kategori¡ przecinkow¡

(IdAlg(Σ) : Alg(Σ)→ Alg(Σ),CO : 11→ Alg(Σ))

która jest kozupeªna (bo Alg(Σ) jest kozupeªna i funktor identyczno±ciowy jest koci¡gªy).
Zatem: 1.{I,KP,KE,KZ}.d: TAK.

�1.KP.h� Dla sygnatury Σ z jednym rodzajem s i bez operacji, rozwa»aj¡c równo±¢ ∀x, y:s.x = y.
Oceniane algebry 〈A, o〉 ∈ |KMAlg(Σ, {∀x, y:s.x = y})| maj¡ jednoelementowy no±nik, a
ten element mo»e by¢ oceniony albo pozytywnie, albo negatywnie. Poniewa» mor�zmy w
KMAlg(Σ, {∀x, y:s.x = y}) s¡ konserwatywne, w tej kategorii nie istnieje koprodukt mi-
nimalistycznych Σ-algebr 〈{x}, o�〉 i 〈{x}, o+〉, gdzie o+s (x) = +.
Zatem: 1.KP.h: NIE.



�1.KE.h� Zauwa»my, »e je±li h : A→ B jest surjektywnym konserwatywnym Σ-homomor�zmem
mi¦dzy minimalistycznymi Σ-algebrami 〈A, o〉 i 〈A′, o′〉, to dla ka»dej rozwa»anej Σ-formuªy ϕ,
je±li 〈A, o〉 |= ϕ to 〈A′, o′〉 |= ϕ. Koequalizatory w kategorii KMAlg(Σ) s¡ konstruowane jak w
Alg(Σ), zatem s¡ surjektywne. S¡ wi¦c te» koequalizatorami w KMAlg(Σ,Φ), dla dowolnego
zbioru rozwa»anych Σ-formuª Φ.
Zatem 1.KE.{d,h}: TAK.

�1.T.d� Kategoria KMAlg(Σ) jest kategori¡ Alg(Σ)↓O obiektów kategorii Σ-algebr nad Σ-
algebr¡ O. Obiektem ko«cowym w tej kategorii jest 〈O, idO〉.
Zatem: 1.T.d: TAK.

�1.P.d� Rozwa»my niepust¡ rodzin¦ minimalistycznych Σ-algebr 〈An, on〉, n ∈ N . Niech P z
rzutowaniami πn : P → An b¦dzie �pullbackiem� rodziny homomor�zmów on : An → O w
Alg(Σ). P jest produktem An, n ∈ N , w Alg(Σ)↓O, a 〈P, o〉, gdzie o = πn; o

n dla dowolnego
(i dla wszystkich) n ∈ N , jest produktem 〈An, on〉, n ∈ N , w KMAlg(Σ).
Innymi sªowy: P jest podalgebr¡ produktu An, n ∈ N , w Alg(Σ) zªo»on¡ z �krotek� 〈xn〉n∈N
elementów xn ∈ |An| o wspólnej ocenie elementów: on(xn) = om(xm) dla wszystkich n,m ∈ N .
Co wi¦cej, ta konstrukcja zachowuje prawdziwo±¢ rozwa»anych Σ-formuª: jesli ϕ jest równo±ci¡
lub formuª¡ oceniaj¡c¡ oraz dla wszystkich n ∈ N , 〈An, on〉 |= ϕ, to tak»e 〈P, o〉 |= ϕ.
Zatem: 1.T.{d,h}: TAK.

�2.d� Z konstrukcji w 1.T.d, funktor KMGΣ nie jest ci¡gªy, nie ma wi¦c lewego sprz¦»onego.
Zatem: 2.d: NIE.

Podsumowuj¡c:

T P E Z I KP KE KZ LS

OAlg(Σ) TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK

OAlg(Σ,Φ) TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK

KOAlg(Σ) NIE NIE TAK NIE NIE NIE NIE NIE NIE

KOAlg(Σ,Φ) NIE NIE TAK NIE NIE NIE NIE NIE NIE

MAlg(Σ) NIE NIE TAK NIE TAK TAK NIE NIE TAK

MAlg(Σ,Φ) NIE NIE TAK NIE NIE NIE NIE NIE NIE

KMAlg(Σ) TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK TAK NIE

KMAlg(Σ,Φ) NIE TAK TAK NIE NIE NIE TAK NIE NIE


