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Pojecia, terminologia 1 notacja:

Przyjmujemy zwykla definicje sygnatury algebraicznej Y, Y-algebry i Y-homomorfizmu; wy-
korzystujemy standardowg notacje z wyktadu.

Niech X = (S, 2) bedzie dowolna sygnaturg algebraiczng.

Algebry “ocenione” to algebry, w ktorych elementy sa “ocenione” albo pozytywnie (+), albo
negatywnie (—), przy czym operacje zachowuja istniejace oceny pozytywne.

Doktadniej: oceniona X-algebra to para (A, o), gdzie A jest X-algebra, ao = (os: |Als = {+,—})ses
jest rodzing funkcji odwzorowujacych elementy nosnikoéw algebry w dwuelementowy zbior ocen
{+,—}, przy czym dla kazdej nazwy operacji f: s X ... X 8, = s w X i elementow a; € |Als,,

oy ap € |Als,, jesh o, (a;) = + dla ktoregos i = 1,...,n to os(fa(as,...,an) = +.

Minimalistyczna X-algebra to dowolna oceniona X-algebra (A, o) taka, ze dla kazdej nazwy
operacji f: s1 X ... x s, » s w X ielementow a; € |Als,, ..., an € |A|s,, jesli og,(a;) = — dla
wszystkich ¢ = 1,...,n to os(fa(ay,...,a,)) =—.

Dla ocenionych X-algebr rozwazamy X-formuty logiczne nastepujacej postaci:

— roéwnosci: VX.t =t/
— (pozytywne) formuly oceny: V.X.(t)T

gdzie X jest S-rodzajowym zbiorem (zmiennych), a ¢,¢' € |Tx(X)|s sa X-termami ze zmienymi
ze zbioru X. Relacja spelniania jest zdefiniowana w oczywisty sposob: dla dowolnej ocenione;j
XY-algebry (A, o)

— (Ajo) EVX.t =t gdy A EVX.t =1, 1tj. dlakazdego wartosciowania v: X — |Al, ta[v] = t/4[v]
(gdzie jak zwykle t4[v] oznacza wartos$é¢ termu t w algebrze A przy wartosciowaniu v)

— (A,0) E VX.(t)T gdy dla kazdego wartoSciowania v: X — |A|, os(ta[v]) = +, gdzie t €
T (X)s-

Homomorfizmy “oceniajace” nie moga obniza¢ oceny, a homomorfizmy “konserwatywne” nie
moga ocen zmienia¢. Dokladniej: X-homomorfizm h: A — A’ jest oceniajgcym homomorfizmem
ocenionych X-algebr (A, 0) i (A, o) gdy dla kazdego rodzaju s € S'ia € |Al, jesli os(a) = + to
o (hs(a)) = 4. Jesli dla kazdego rodzaju s € S i a € |Al; takze 0 (hs(a)) = os(a) to h jest homo-
morfizmem konserwatywnym algebr ocenionych. W szczegolnoscei identycznosci sa homorfizmami
konserwatywnymi, ztozenie homomorfizmoéw oceniajacych jest homomorfizmem oceniajacym i zto-
zenie homomorfizmoéw konserwatywnych jest homomorfizmem konserwatywnym.

Dla dowolnej sygnatury X = (S, {2) i zbioru X-formut @, definiujemy nastepujace kategorie:

— Set”: kategoria S-rodzajowych zbioréw i funkeji miedzy nimi, jak zwykle.

— OAlg(X, ®): kategoria ocenionych Y-algebr spelniajacych wszystkie formuly w & i oceniaja-
cych Y-homomorfizméw miedzy nimi,

— KOAIlg(X, ®): kategoria ocenionych X-algebr spelniajacych wszystkie formuty w @ i konser-
watywnych Y-homomorfizméw miedzy nimi,

— MAIlg(X, ®): kategoria minimalistycznych X-algebr spetniajacych wszystkie formuly w @ i
oceniajacych Y-homomorfizméw miedzy nimi,

— KMAIlg(X, ®): kategoria minimalistycznych Y-algebr spetniajacych wszystkie formuty w @ i
konserwatywnych Y-homomorfizméw miedzy nimi,



Warto zauwazy¢, ze MAlg(X, @) jest petlng podkategoria OAlg(X, @), a KMAlg(X, &) pelna
podkategoria KOAlg(X, @) oraz KOAlg(X, @) jest (niekoniecznie pelng) podkategorig OAlg(X, @),
a KMAIlg(X, @) (niekoniecznie pelna) podkategoria MAlg(X, @).

Definiujemy oczywiste funktory przyporzadkowujace algebrom ich (S-rodzajowe) nosniki a
homomorfizmom (S-rodzajowe) funkcje, ktorymi one sa:

— OGyg4: OAlg(X, ®) — Set”

— KOGy 4: KOAlg(Y,®) — Set®
— MGyg4: MAlg(Y,d) — Set®

— KMG y4: KMAIlg(Y,®) — Set®

W powyzszych oznaczeniach mozemy pomijaé¢ pusty zbior formul @, tj. OAlg(Y) oznacza
OAlg(X,0), MAlg(X) oznacza MAlg(X, D), OGyx oznacza OGyx g, MGy oznacza MGy, itp.

Zadanie:

1. W ktorych z ponizszych kategorii instniejg
obiekty koncowe
produkty kazdej niepustej rodziny obiektow
equalizatory kazdej pary morfizméw réwnolegtych
granice kazdego diagramu
obiekty poczatkowe
KP. koprodukty kazdej niepustej rodziny obiektow
KE. koequalizatory kazdej pary morfizméw réwnoleglych
KZ. kogranice kazdego diagramu
dla kazdej sygnatury X 1, gdzie stosowne, zbioru X-formut @ ¥

OO0 NS

(a) OAlg(X) (e) OAlg(X,?)
(b) KOAlg(X) (f) KOAlg(X, )
() MAIg(Y) () MAlg(, @)
(d) KMAIg(X) (h) KMAIlg(Z, ®)

Udowodnij lub uzasadnij odpowied? negatywng.
2. Ktore z ponizszych funktorow magq lewy sprzezony dla kazdej sygnatury X i, gdzie stosowne,
zbioru X -formut &7
(a) OGy: OAlg(Y) — Set” (
(b) KOGy: KOAlg(Y) — Set® (
(c) MGyx: MAlg(Y) — Set” (
(d) KMGy: KMAIlg(Y) — Set®

Udowodnij lub uzasadnij odpowiedZ negatyw

) OGysg: OAlg(X, ) — Set®

) KOGy g: KOAlg(Y,®) — Set®
) MGygq: MAlg(Y,®) — Set®

) KMGygq: KMAlg(Y,®) — Set®
q.

N

Uwagi:

— Mozna korzystaé z konstrukeji i twierdzen z wyktadu bez powtarzania ich dowodow.

— Odpowiedzi na powyzsze pytania nie sa niezalezne. Na przyklad, w oczywisty sposob zadania
1.Z.ai1.Z.e sa powigzane: dowod zupetnosci kategorii OAlg (X, @) pokazywalby tez zupelnosé
OAlg(Y), a kontrprzyktad na zupelosé kategorii OAlg(Y) byltby tez kontrprzykladem na
zupetosé OAlg(X, ®). Sa tez inne, niekoniecznie az tak oczywiste zaleznosci. W takich przy-
padkach wystarczy to po prostu wskazac¢, nie powtarzajac argumentacji. Tak naprawde jest tu
wiec znacznie mniej pytan niz mogloby sie wydawaé¢ na pierwszy rzut oka.

— Dos¢ trudne wydaja sie niektére pytania dotyczace konstrukcji roznych granic i kogranic w
kategoriach algebr minimalistycznych (bez aksjomatow, z aksjomatami bywa tatwiej). To czesé
specjalna zadania — mozna te pytania pominaé¢ (cho¢ od doktorantow, ktorzy chea zaliczy¢
wyktad, oczekuje przynajmniej sensownej proby odpowiedzi na nie).



Szkic rozwigzania: Dla notacyjnej wygody, przy ustalonej ocenionej Y-algebrze (A4, o), dla
s € S1iae€lAl, bede pisa¢ a' zamiast o,(a) = + oraz a~ zamiast o4(a) = —.

Dla dowolnej X-algebry A, niech (A)” = (A,o0) gdzie o,(a) = — dla wszystkich s € S,
a € |Als. Dalej, dla dowolnej algebry ocenionej (A, o) i podzbioru Y C |A| no$nika algebry A, niech
(A, 0[YT]) oznacza oceniong algebre (A, 0') gdzie dla s € S, a € |Al,, o(a) = + gdy a € CI;(Y),
oraz o.(a) = os(a) gdy a & CIT(Y),, gdzie CI; (V) C |A| jest najmniejszym podzbiorem nosnika
XY-algebry A, ktory zawiera Y oraz dla kazdych f: s X ... X s, = sia; € |[Alg,...,am € |A]
jesli dla jakiegog i = 1,...,m, a; € CIE(Y)s, to falar,...,am) € Clx(Y)s.

Niech P: OAlg(Y) — Alg(XY) bedzie oczywistym funktorem rzutowania P((A4,0)) = A,
P(h: (A,0) = (A,0)) = (h: A — A’). Bez wprowadzania dodatkowych notacji bedziemy tez uzy-
waé P jako funktora z odpowiednich podkategorii OAlg(Y) w odpowiednie podkategorie Alg(X)).

Najpierw proste odpowiedzi pozytywne dla kategorii OAlg(X, @), gdzie ¢ = ¢, UP, dla zbioru
rownosci @, i zbioru formul oceny @,:

“1. .e” Rozwazmy diagram D w OAlg(X, @) o ksztalcie (N, E,| s,t), gdzie D, = (A,,0"),n € N.

“Z” Niech A z rzutowaniami (": A — A, bedzie granica diagramu P(D) w Alg(X, &.). Dla

s € S, a € |Al],, niech o4(a) = — gdy 07(."(a)) = — dla jakiego§ n € N, a os(a) = + gdy

o (t2(a)) = 4 dla wszystkich n € N. Niech dalej Y C |A| bedzie zbiorem wartosci w A
terméw w formutach oceny w @, tj. dla s € S

Sm )

Y, = {talo] | VX.(8)F € Byt € [T(X)|sv: X — |A]}

Wowcezas oceniona Y-algebra (A, o[Y ]} z rzutowaniami t™: (A, o[Y 7)) = (A,,0"),n € N,
jest granicg diagramu D w OAlg(X, ®).
Zatem: 1.{T,P,E,Z}.{a,e}: TAK.

“KZ” Niech A 7z wlozeniami (": A, — A bedzie kogranica diagramu P(D) w Alg(X, ®,).
Niech Y C |A| bedzie zbiorem dodatnio ocenionych elelementéow algebr w diagramie D

“wltozonych” w A:
Y, = {ii(an)ls € S, a, € [Ay]s, 05(sn) = +}

Niech dalej Y’ C | A| bedzie zbiorem wartosci w A terméw w formultach oceny w @, tj. dla
se S
V! = {talv] | VX.()T € Dy, t € [Tn(X)|s,v: X — |Al}

Wowczas oceniona X-algebra (A, o[(Y UY’)T]) z wlozeniami (": (A,,0") — (A, o[YT]),
n € N, jest kogranica diagramu D w OAlg(X, ®).
Zatem: 1.{IL,KP,KE,KZ}.{a,e}: TAK.
“2.” Dla X € |Set®|, niech A € Alg(X,®.) z jednoécia 1x: X — |A| bedzie wolna nad X
wzgledem funktora |_|: Alg(X,®) — Set”. Niech dalej Y C |A| bedzie zbiorem wartosci w A
termow w formutach oceny w @,, tj. dla s € S

Y, = {ta[v] | VX.()T € D,,t € |Tx(X)]s,v: X — |Al}

Woéwezas oceniona algebra (A, o7 [Y1]) € OAlg(X, ®) z jednoscia nx: X — |A| jest wolna nad
X wzgledem funktora OGyx e — Set”.
Zatem: 2.{a,e}: TAK.

Odpowiedzi dla ocenionych algebr z konserwatywnymi homorfizmami (niemal wszystkie proste):

“1.{T,I}.b” Rozpatrzmy sygnature z jednym rodzajem sistala a: s. Niech (A, o) € |[KOAlg(X)|.
Jesli os(aq) = + to nie istnieje konserwatywny morfizm miedzy (A,0) a (A,07); jesli zas
0s(a4) = — to nie istnieje konserwatywny morfizm miedzy (A,0) a (A,0[{as}T]) (W zadna
strong). W KOAlg(X) nie ma wiec ani obiektu koricowego, ani poczatkowego.



Brak obiektu poczatkowego implikuje tez nieistnienie lewego sprzezonego do KOAlg(Y) z
Set” (bo lewe sprzezone sa kociagle, wiec zachowuja obiekty poczatkowe).
Zatem: 1.{T,Z,I,KZ}.{b,f}, 2.{b,f}: NIE.

“1.{P,KP}.b” Rozpatrzmy sygnature z jednym rodzajem s i stala a: s. W KOAIlg(X) nie
istnieje produkt ani koprodukt ocenionych algebr (A,0) i (A’ 0') takich ze os(as) = + i
OS(GA/) = .

Zatem: 1.{P,KP}.{b,f}: NIE.

“1.E.f” Rozwazmy konserwatywne homomorfizmy hy, ho: (A,0) — (A,0) w KOAlg(X, ®).
Niech E bedzie podalgebra A o nosniku |E| = {a € |A||hi(a) = h2(a)}, i niech og be-
dzie o obcigte do |E|. Wowczas inkluzja e: |E| — |A| jest konserwatywnym homomorfizmem
e: (E,og) — (A.0), ktory jest equalizatorem hy i hy w KOAlg (X, ®).

Zatem: 1.{E}.{b,f}: TAK.

“1.KE.b” Rozpatrzmy sygnature X' z rodzajami s, s’ i jedna operacja binarna f: s x s — .
Niech A bedzie nastepujaca Y-algebra: |Al; = {a, b}, gdzie a £ b, |Aly ={d’,2'}, a fa(a,b) =
fa(bya) = d' i fa(a,a) = fa(b,b) = 2. Zdefinujmy Y-algebre B: |B|s = {1, 22,23}, |S]|s =
{2y, 7Y, 77 3, 2"} (wszystkie elementy wzajemnie rézne) oraz fp(zr1,22) = fp(r2,71) = Ty,
fB(x2,73) = fB(73,72) = 243, [B(x1,23) = [(23,71) = 293 1 fp(71,71) = fB(22,72) =
fe(xs,x3) = 2.

Rozwazmy homomorfizmy h,h': A — B, gdzie hs(a) = x1, hs(b) = xo, h.(a) = xo, h.(b) = x5
(to definiuje tez hy(a') = 25 1 b, (a') = xhy oraz hy (') = hl,(2') = 2'). h i i’ sa konserwatyw-
nymi homomorfizmami h, h': (A,0°) — (B,o [{z13}7]).

Jesli homomorfizm k: B — C spelnia hik = h;k to ks(z1) = ks(za) = ks(x3), zatem
takze kg (x)y) = kg (xhy) = kg (2)5), wiec k nie moze by¢ konserwatywnym homomorfizmem z
(B, o™ [{z13}7]), bo (0" [{z1s}F])wr(@1a) = (0715} T])wr(whs) = = ale (07 [{z13}F])w (25) = +
Zatem: 1.{KE}.{b,f}: NIE.

Sytuacja z algebrami minimalistycznymi jest mniej oczywista. Przydatna bedzie nastepujaca ob-
serwacja:

Zbudujmy X-algebre minimalistycznych ocen O € |Alg(Y)|, gdzie dla s € S, |O|s = {+,—-},
adla frsy x...x8, > sixy,....,xm € {+,—}, folr1,...,2m) = + jesli + € {z1,...,2,} 1
fo(xy, ..., xy) =—jeslizy = ... = x,, = —. Oceniona Y-algebra (A, o) jest minimalistyczna wtedy
i tylko wtedy gdy o: A — O jest X-homomorfizmem. Jadro tego homomorfimzu K(o) C |A| x |A|
jest kongruencja na A, ktora “utozsamia” elementy tak samo ocenione. X-homomorfizm h: A — A’
jest konserwatywnym homomorfizmem minimalistycznych X-algebr h: (A,0) — (A';0') wtedy i
tylko wtedy gdy h;o' = 0: A — O (w kategorii Alg(X)).

“1.I.c” Zauwazmy, ze jesli (A, o) jest minimalistyczna, to dla kazdego termu bez zmiennych ¢ €
|Ts|s, 0s(ta) = — 7 tego wynika, ze (T, 07) jest obiektem poczatkowym w MAlg(X) i w
KMAlg(X).

Zatem: 1.1.{c,d}: TAK.

“1.I.£”7 Dla dowolnej sygnatury X' ze stata a: s, nie istnieje zadna minimalistyczna X-algebra
spelniajaca formute oceny V0.(a)™.

Zatem: 1.{I,LKZ,T,Z}.{g,h}, 2.{g,h}: NIE.

“1.KP.c” Rozwazmy rodzine minimalistycznych Y-algebr (A,,0") € [MAlg(X)|, n € N.

Niech A z wlozeniami (": A,, — A bedzie koproduktem rodziny (A, ),eny w Alg(X). Niech
Y C | A| bedzie zbiorem dodatnio ocenionych elelementéow algebr rodziny “wlozonych” w A:

Y = {t5(an)|s € S, a, € |Apls, 04 (sn) = +}

Woéwczas oceniona Y-algebra (A, oY T]) z wlozeniami (": (A,,0") — (A,0[YT]), n € N,
jest minimalistyczna (dowdd — rownowazna konstrukcja ponizej) i jest koproduktem rodziny
(Ap,0") € IMAlg(X)], n € N, w MAlg(Y).



Rozwazmy algebre termoéw z elementami algebr A,, n € N, jako “zmiennymi”: T (U), gdzie
U = d,cn |An| (bede pomijat wiozenia ze sktadowych zbioréw w ich sume roztaczna, piszac a €
Usdlase S,ne N, ac€|A,ls). Dodajmy oceny o elementow algebry Tx;(U): os: [T (U)|s —
{+,-}, gdzie o: T(U) — O jest jedynym X-homomorfizmem, ktory rozszerza warosciowanie
0s: U — {+,—} dane przez oceny elementow w algebrach rodziny: dla wszystkich n € N i
a € |A,ls, 0s(a) = ol (a).

Niech = C |Tx(U)| x |Ts(U)| bedzie najmniejsza kongruencja w algebrze Tx(U) taka, ze
fa,(ar, ... am) = flay, ..., ay) dlawszystkich f: sX...xs, = s,n € N,a; € |Anlsy,- - am €
|Anls,, - Przypomnijmy, ze T (U)/= z wlozeniami (": A,, — Tx(U)/= danymi przez (?(a) =
lalz dlan € N, s € Sia€|A,|s jest koproduktem rodziny A,, n € N, w Alg(X).

Zachodzi tez = C K(o), bodla f: 51 X ... X Sy = 8, n € N, a1 € |[Anlsyy---sam € |Anls,,s
OS<fAn(alv R am)) = O?(fAn(ala SR 7am)) = fO(Ogl (al)> SR 70?,,L(am)) = f0(081 (al)> SR 705m(am)) =
os(f(ai,...,am)) 1 K(o) jest kongruencja w T (U).

Dalej tatwo sprawdzi¢, ze (T (U), 0) z wlozeniami t™: (A, 0") — (Tx(U), 0) jest koproduktem
rodziny (A,,0"), n € N, w MAlg(X).

Latwo tez wida¢, ze homomorfizmy ¢, : (A,,0") = (T (U),0), n € N, sa konserwatywne, wiec
konstrukcja dziata takze w KMAlg(Y') i daje koprodukt takze w tej kategorii.

Zatem: 1. KP.{c,d}: TAK.

“1.KP.g” Rozwazmy sygnature Y z dwoma rodzajami s, s’ i jedng operacja f: s X s — s/, oraz
Y-rownosé Vo, y:s'.x = y. Rozwazmy X-algebry A1 A’: |A|s = {a1, a2}, |Als = {d'}, |A|s = 0,
|A'|s = {2’} (to tez definiuje operacje fa, far). W kategorii MAlg(X, {Vz,y:s'.x = y}) nie
istnieje koprodukt minimalistycznych algebr (A, 07) i (A, o), gdzie o (') = +.
Przypusémy bowiem, ze (B, o) z wlozeniami hy: (A,07) — (B,0) i hy: (A’,07) — (B, 0) jest
ich koproduktem. Niech b; = (hy)s(ai) i by = (h1)s(az). Latwo pokazaé, ze |B|s = {b1, b}
i by # by. Mamy tez: |Bly = {b'}, gdzie b/ = (h1)g(a') = (hg)s(2) oraz b = fp/(b1,bs)

o, (V) = 4. Zatem oy (b;) = + lub oy(b2) = 4. Niech oy(by) = + (drugi przypadek
jest symetryczny). Rozwazmy minimalistyczng Y-algebre (B, o), gdzie 0),(b1) = — 1 0y(b2) =
+, a o, (/) = +. Wowcezas hy: (A,0) — (B,0) i hy: (A',0o") — (B,0d), ale dla kazdego
homomorfizmu k: B — B, je§li hy;k = hy to kg(by) = by, zatem k nie jest oceniajacym
homomorfizmem z (B, 0) do (B, o) — sprzecznosc.

Zatem: 1. KP.g: NIE.

“1.KE.c” Niech X bedzie sygnatura z dwoma rodzajami s, s’ i jedng operacja dwuargumentowa
f:sx s — s Niech A bedzie nastepujaca Y-algebra: |A|s = 0, |A|ly = {a}. Niech B bedzie
nastepujaca X-algebra: |B|s = {z1,22}, |Bly = {2/,y/,2'} (wszystkie elementy wzajemnie
rozne), gdzie fp(x1, 1) = fp(xe, 1) = 2/, fp(x1,21) = fB(22,22) = 2. Elementy algebry B
oceniamy nastepujaco: os(x1) = 05(xa) = —, 0y (') = 0y(2') = —, 04 (y') = +. Rozwazmy dwa
oceniajace homomorfizmy minimalistycznych Y-algebr: hy, he: (A,07) — (B, 0) zdefiniowane
przez (hy)y(a) =2', (h1)g(a) =y’

Przypus$émy, ze istnieje koequalizator k: (B,0) — (B’,0') morfizmow hy i hy w MAlg(Y).
Latwo pokazad, ze fp/(ks(21), ks(22)) = ko (2') = ko (y') 10, ([ (ks(x1), ks(22))) = 0l (ko (2')) =
ol (ks (y')) = +. Zatem 0(ks(z1)) = + lub 0y(ks(z2)) = +. Niech o) (ks(x1)) = +, drugi przy-
padek jest symetryczny. Rozwazmy minimalistyczna Y-algebre (B’ 0"), gdzie 0" jest takie jak
o poza {ks(x1), ks(z2)}, ale 07 (ks(x1)) = — 1 02(ks(x2)) = +. Wowezas k: (B,o) — (B',0") i
hi; k = ha; k, ale dla kazdego homomorfizmu g: B' — B, jesli k; g = k to gs(ks(z1)) = ks(z1),
zatem g nie jest oceniajacym homomorfizmem z (B’,0') do (B’,0"”) — sprzecznosé.

Zatem: 1. KE.{c,g}: NIE.

“1.T.c” Niech X bedzie sygnatura jednorodzajowa ze stala a: s. Przypusémy, ze (A, o) jest obiek-
tem koricowym w MAlg(Y). Oczywiscie o5(as) = —



Niech B bedzie algebra o dwuelementowym nosniku |B|s = {z,ag} (z # ap). Niech k: B —
A bedzie (jedynym) oceniajacym X-homomorfizmem z (B,o [{z}T]) do (A, 0). Mamy wiec
0s(ks(x)) = + 1 ks(x) # as. Teraz: z minimalistycznej Y-algebry (B, 07) do (A, o) istnieja przy-
najmniej dwa rézne oceniajace homomorfizmy h, h': (B,07) — (A, 0) (hs(z) = ks(z), hs(ap) =
aa i hl(x) = hl(ag) = ax) — sprzecznosc.

Zatem: 1.T.{c,g}: NIE.

“1.P.c” Rozwazmy sygnature X z dwoma rodzajami {s, s’} i jedng operacja binarng f: s X s —
s’. Niech A bedzie nastepujaca Y-algebra: |Al, = {a1,aq2}, |Aly = {d',2'}, falar,a9) =
falaz,a1) = falar,a1) = d', falaz,as) = 2. (A, o), gdzie os(ar) = —+, 0s(as) =—, og(a') = + i
0s(2') = —, jest algebra minimalistyczna (izomorficzna z O € |[MAlg(Y)|). Przypu$émy, ze w
MAIlg(X) istnieje produkt (P, o') z rzutowaniami hy, he: (P, 0') — (A, o) algebr (A4, 0) i (A, o).
Rozwazmy minimalistyczna algebre (A x A o0 ); niech k: (A x Aj0 ) — (P,0) bedzie jedy-
nym oceniajacym homomorfizmem takim, ze k; hy = 71 i k; hg = 7o (gdzie m,m: AX A — A
to zwykle rzutowania iloczynu na pierwsza i druga wspotrzedna, odpowiednio). Poniewaz
(h2)s(ks({a1, a2))) = az i (h1)s(ks((az, ar))) = a2 , wiee oi(ks({ar, az))) = o0 (ks((az, a1))) = —.
Zatem 0, (fp(ks((a1,a2)), ks({az,a1)))) = — Z drugiej strony (h1)s(ks({a1,a1))) = a1, wiec
0 (ks({a1,ar))) = +. Zatem o, (fp(ks({a1, a1)), ks({az, a1)))) = +.

Ale fP(ks<<a17 CL1>), k8(<a27 CL1>)) = ks’(fA><A(<a17 CL1>, <CL2, CL1>)) = ks’(<fA(a17 CL?)? fA(a17 CL1)>) =
ko((a',a')) oraz fp(ks({a1,a2)), ke((az, a1))) = ko ((falar, a2), falaz, 1)) = ke({d,a)) —
sprzecznosc.

Zatem: 1.P.{c,g}: NIE.

“1.E.c” Drziala konstrukcja equalizatora opisana w 1.E.f: equalizator oceniajacych homomorfi-
zméw h,h': (A, 0) — (A',0) jest zadany przed poalgebre E algebry A o nosniku |E|; = {a €
|Als|hs(a) = h.(a)}, z ocenami op odziedziczonymi z (A, o). Latwo zauwazy¢, ze jesli (A, o)
jest minimalistyczna, to (E,og) jest minimalistyczna i jesli jaka$ rozwazana X-formuta jest
spelniona w (A, 0) to jest tez spelniona w (E,og). To pokazuje istnienie equalizatorow w
MAIlg(X, ®@). Ponadto, inkluzja z E do A jest konserwatywnym homomorfizmem z (E,og) w
(A, 0), co z kolei pokazuje istnienie equalizatorow w KMAlg (X, ®).

Zatem: 1.E.{c,g,d,h}.

“2.¢” Zauwazmy, ze oceniane algebry wolne definiowane dla przypadku 2.a sa minimalistyczne
— sa wiec tez wolne z MAlg(X), ktora jest petlng podkategoria OAlg(Y'), wzgledem funk-
tora MG y: MAlg(Y) — Set”, ktory jest obcieciem funktora OGy: OAlg(X) — Set® do
MAlg(X).

Zatem: 2.c: TAK.

I jeszcze o minimalistycznych algebrach z konserwatywnymi homomorfizmami.

“1.KZ.d” Kategoria KMAIlg(Y) jest kategoria przecinkowsa
(Idag(x): Alg(X) — Alg(X),Co: 1 — Alg(Y))

ktora jest kozupetna (bo Alg(Y) jest kozupelna i funktor identycznosciowy jest kociagly).
Zatem: 1.{I,KP,KE,KZ}.d: TAK.

“1.KP.h” Dla sygnatury X z jednym rodzajem s i bez operacji, rozwazajac ro6wnos¢ Vo, y:s.x = y.
Oceniane algebry (A,o0) € |[KMAlg(X, {Vz,y:s.x = y})| maja jednoelementowy no$nik, a
ten element moze by¢ oceniony albo pozytywnie, albo negatywnie. Poniewaz morfizmy w
KMAlg(X, {Vz,y:s.x = y}) sa konserwatywne, w tej kategorii nie istnieje koprodukt mi-
nimalistycznych Y-algebr ({x},07) i ({z},0T), gdzie o (z) = +.

Zatem: 1.KP.h: NIE.



“1.KE.h” Zauwazmy, ze jesli h: A — B jest surjektywnym konserwatywnym X-homomorfizmem

“1.

“1-

“2.

miedzy minimalistycznymi Y-algebrami (A, 0) i (A, 0'), to dla kazdej rozwazanej X-formuty ¢,
jesli (A, 0) = pto (A, 0) E ¢. Koequalizatory w kategorii KM Alg(Y') sa konstruowane jak w
Alg(Y), zatem sa surjektywne. Sa wiec tez koequalizatorami w KM Alg(X, @), dla dowolnego
zbioru rozwazanych Y-formut &.

Zatem 1.KE.{d,h}: TAK.

T.d” Kategoria KMAIlg(Y) jest kategoria Alg(X)]O obiektow kategorii X-algebr nad X-
algebra O. Obiektem koricowym w tej kategorii jest (O, idp).

Zatem: 1.T.d: TAK.

P.d” Rozwazmy niepusta rodzine minimalistycznych X-algebr (A,,0"), n € N. Niech P z
rzutowaniami m,: P — A, bedzie “pullbackiem” rodziny homomorfizméw o": A, — O w
Alg(X). P jest produktem A,, n € N, w Alg(X)]O, a (P,0), gdzie o = m,; 0" dla dowolnego
(i dla wszystkich) n € N, jest produktem (A,,0"), n € N, w KMAlg(X).

Innymi stowy: P jest podalgebra produktu A,, n € N, w Alg(X) ztozona z “krotek” (z,,)nen
elementow x,, € |A,| o wspdlnej ocenie elementow: 0" (z,,) = 0™ (z,,) dla wszystkich n,m € N.
Co wiecej, ta konstrukcja zachowuje prawdziwosé rozwazanych Y-formul: jesli ¢ jest rownoscia
lub formuta oceniajaca oraz dla wszystkich n € N, (A,,0") = ¢, to takze (P, 0) = .

Zatem: 1.T.{d,h}: TAK.

d” Z konstrukecji w 1.T.d, funktor KMGy nie jest ciggly, nie ma wiec lewego sprzezonego.
Zatem: 2.d: NIE.

Podsumowujac:

OAlg(X) TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK
OAlg(X,?) | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK
KOAlg(Y) | NIE | NIE | TAK | NIE | NIE | NIE | NIE | NIE | NIE

KOAlg(X,®?)| NIE | NIE | TAK | NIE | NIE | NIE | NIE | NIE | NIE

MAlg(X) NIE | NIE | TAK | NIE | TAK | TAK | NIE | NIE | TAK
MAIlg(X,®) | NIE | NIE | TAK | NIE | NIE | NIE | NIE | NIE | NIE
KMAIg(Y) | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | TAK | NIE

KMAIlg(X,®?)| NIE | TAK | TAK | NIE | NIE | NIE | TAK | NIE | NIE




