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Pojecia, terminologia ¢ notacja:

Poset to para X = (X, <), gdzie X jest dowolnym zbiorem, a < C X x X to relacja czesciowego
porzadku na X (tj. = jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna). Monotoniczny morfizm f: X —
X', gdzie X = (X, <) i X' = (X', X') sa posetami, to taka funkcja f: X — X', ze dla 2,y € X, jesli
2y to flz) 2 Fy).

Zbior skierowany w posecie X = (X, <) to taki zbiér D C X, ze dla kazdych z,y € D mamy = =< z
iy < zdla pewnego z € D. Dodatkowo, zbior skierowany D C X jest idealny, gdy dla kazdego x € D
iye X, jesliy < xtoy e D. Oczywiscie, zbior pusty ) C X jest idealnym zbiorem skierowanym.

Staby cepeot to taki poset X = (X, <), w ktorym kazdy idealny zbior skierowany D C X ma
kres gorny | |x D € X; kres gorny zbioru pustego, czyli element najmniejszy w (X, <), oznaczamy
Lx=x 0. Cepeot to taki poset X = (X, <), w ktorym kazdy zbior skierowany D C X ma kres
gorny | |x D € X.

Dla stabych cepeotow X = (X, <) i X' = (X', =¢'), slabo ciagly morfizm f: X — X’ to taka
funkcja f: X — X', ktora zachowuje kresy gorne niepustych idealnych zbioréw skierowanych, tzn.
dla kazdego niepustego idealnego zbioru skierowanego D C X w X, f(Ux D) = |x f(D). Stabo
ciagly morfizm f: X — X' jest rzetelny, gdy zachowuje tez kres zbioru pustego, tzn. f(Lx) =Lx.

Dla cepeotow X = (X, <) 1 X' = (X', =<'}, ciagly morfizm f: X — X' to taka funkcja f: X — X',
ktora zachowuje kresy gorne niepustych zbioréw skierowanych, tzn. dla kazdego niepustego zbioru
skierowanego D C X w X, f(|Ix D) = |Ux f(D). Ciagly morfizm f: X — X' jest rzetelny, gdy
zachowuje tez kres zbioru pustego, tzn. f(Lx) =1x.

Powyzsze definiuje nastepujace kategorie (z naturalnym ztozeniem morfizmow jako funkeji):

e PO: kategoria posetéw z monotonicznymi morfizmami miedzy nimi.

e ICPO: kategoria stabych cepeotéw ze stabo ciggltymi morfizmami miedzy nimi.

e SICPO: kategoria stabych cepeotéw z rzetelnymi stabo ciagltymi morfizmami miedzy nimi.

e CPO: kategoria cepeotéw z ciggltymi morfizmami miedzy nimi.

e SCPO: kategoria cepeotow z rzetelnymi cigglymi morfizmami miedzy nimi.

Mamy tez oczywiste funktory, ktore zapominaja o relacji porzadku (jak zwykle, Set to kategoria
zbioréw z funkcjami miedzy nimi):

e Spo: PO — Set — tu Spo((X,=)) = X, Spo(f: X — X') = f, podobnie dla kolejnych

funktorow

[ Slcpoi ICPO — Set

L SSICPQZ SICPO — Set

e Scpo: CPO — Set

e Sscrpo: SCPO — Set

W koricu, mamy tez funktory inkluzji:
e Jicro: ICPO — PO — tu Jicpo(X) = X, Jicpo(f: X — X') = f, podobnie dla kolejnych

funktorow
e Jsicro: SICPO — PO
e Jcpo: CPO — PO
e Jscrpo: SCPO — PO



Zadanie:

1. Ktora z ponizszych kategorii
(a) PO
(b) ICPO
) SICPO
) CPO
e) SCPO

(c

(d

(

jest

SZ. skoriczenie zupelna
7. zupela

SKZ. skonczenie kozupelna

KZ. kozupetna
Dla kazdego przypadku udowodnij lub uzasadnij odpowiedz negatywnag.
2. Ktore z ponizszych funktorow

(a) Spo: PO — Set

(b) Sicpo: ICPO — Set
(c) Ssicpo: SICPO — Set
(d) Scpo: CPO — Set

e) Sscpo: SCPO — Set
f) Jicpo: ICPO — PO
g) Jsicpo: SICPO — PO
h) Jepo: CPO — PO

(i) Jscpo: SCPO — PO

(
(
(
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majq lewy sprzezony? Dla kazdego przypadku udowodnij lub uzasadnij odpowiedZ negatywng.

Uwagi:
e Mozna korzysta¢ z konstrukeji i twierdzen z wyktadu bez powtarzania ich dowodow.

e Odpowiedzi na powyzsze pytania nie sg niezalezne. Na przyklad, w oczywisty sposob zadania
l.a.SZ i 1.a.Z sa powiazane: dowdd zupelnosci kategorii PO pokazywalby tez jej skonczona
zupetnosé, a kontrprzyktad na skonczona zupetnosé kategorii PO bytby tez kontrprzyktadem
na jej zupelnosé. Sa tez inne, niekoniecznie az tak oczywiste zaleznosci. W takich przypadkach
wystarczy to po prostu wskaza¢, nie powtarzajac argumentacji. Tak naprawde jest tu wiec
znacznie mniej pytan niz mogtoby sie wydawaé na pierwszy rzut oka.



Szkic rozwigzania:

Dla dowolnego posetu X = (X, <), dlaY C X, niech Y| = {x € X | x <y, dla pewnego y € Y'}.
Dlaz,y € X, x Sy iff {z}] C {y}] (oczywiste).

Definiujemy dalej: clx(Y) € X to najmniejszy ze zbiorow Z C X takich, ze Y C Z, Z] C Z
i dla kazdego skierowanego D C Z, jesli D ma kres gorny w X to | |xD € Z (clx(Y) istnieje, bo
rodzina takich zbioréw Z jest niepusta i zamknieta na przeciecia teoriomnogosciowe). Dla x € X,
cx({z}) = clx({z}]) = {z}.

Ijeszcze: dlay C 2% (gdzie 2% to rodzina wszystkich podzbiorow X), clx(Y) C 2% to najmniejsza
z rodzin Z C 2% takich, ze clx(Y) € Z dla kazdego Y € ), oraz clx(|J D) € Z dla kazdej skierowane;
(wzgledem inkluzji) rodziny D C Z (clx()) istnieje, bo rodzina takich rodzin Z jest niepusta i
zamknieta na przeciecia teoriomnogosciowe).

Dwie konstrukcje domkniecia przez idealne zbiory skierowane:

o I(X) = (I(X),Q), gdzie I(X) ={D C X | D idealny zbior skierowany w X}. Wtedy:
— Jesli D C I(X) jest zbiorem skierowanym w I(X), to [JD C X jest idealnym zbiorem
skierowanym w X, oraz |_|I(X) D = |JD. Zatem I(X) jest cepeotem.
— Dla dowolnego cepeotu X’ i rzetelnych cigglych morfizmow f,g: I(X) — X', f = g jesli
dla kazdego = € X, f({z}]) = g({z}]) (bo dla dowolnego skierowanego D C X, D| =
Lo {{z}d | 2 € D} irodzina {{z}| | z € D} jest skierowana w I(X)).

o 1,(X) = (I,(X),Q), gdzie I,(X) = clx({{z} | € X}). Wtedy:

— Jesli D C [,(X) jest zbiorem skierowanym w I, (X), to clx (D) C X jest kresem gornym
D w I,(X) — zatem I,(X) jest cepeotem.

— Jesli D C X jest zbiorem skierowanym w X, a d = | |xD jest jego kresem gornym w X,
to {d}l = cix({d}) = cx(U{{z} [z € D}) = Ly, {{z}} [ 2 € D} (i rodzina {{z}| |
x € D} jest skierowana w I,(X)). Zatem wtozenie {_}|: X — I,(X) zachowuje istniejace
w X kresy zbioréw skierowanych.

— Dla dowolnego cepeotu X' i rzetelnych ciagtych morfizmow f,g: I,(X) — X/, f = g jesli
dla kazdego x € X, f({z}]) = g({z}]) (bo dla dowolnej skierowanej rodziny D C I,(X),
jesli f(D) = g(D) dla wszystkich D € D to f(cix(UD)) = f(Lh,x)P) = LUx f(D) =
Lx9(P) = 9(Uy,x)P) = 9(clx(UD))).

UWAGA: Jesli X = (X, <) jest cepeotem, to dla dowolnego zbioru skierowanego D C X w X,
D] C X jest idealnym zbiorem skierowanym w X, | |xD = | | D] oraz D jest niepuste wtedy i tylko
wtedy gdy D/ jest niepuste. Zatem ICPO = CPO oraz SICPO = SCPO.

Odpowiedzi:

e Zupelnos$é/kozupetnosé (skonczonosé nic nie zmienia):
PO:

Z. TAK — zwykle konstrukcje obiektu koncowego (singleton), produktu (iloczyn kar-
tezjanski z porzadkiem po wspolrzednych) i ekwalizatora (jak w Set, z dziedziczonym
porzadkiem)

KZ. TAK — poczatkowy: pusty; koprodukt: suma roztaczna; koekwalizator: dzielimy
przez relacje rownowaznosci (jak w konstrukeji koekwalizatorow w Set), indukujemy
quasi-porzadek, dzielimy przez relacje rownowaznosci dana przez ten quasi-porzadek.
UWAGA: koeqwalizatory zachowuja istniejace kresy gorne (zbiorow skierowanych i nie
tylko).

CPO = ICPO:



Z. NIE — nie ma ekwalizatora: dla f,g: X — X', {xr € X | f(z) = g(x)} moze by¢

pusty (bo zbiow pusty nie jest cepeotem), wtedy nie bedzie ekwalizatora
KZ. NIE — nie ma obiektu poczatkowego: w szczegolnosei { L} nie jest poczatkowy, bo

wktada sie niejednoznacznie w zbiory z wiecej niz jednym elementem
SCPO = SICPO:
Z. TAK — dziataja zwykle konstrukcje obiektu koncowego, produktu i ekwalizatora,

jak w PO
KZ. TAK — {Ll} jest poczatkowy; koprodukt to “smashed sum”; koekwaliztor dostajemy

w dwoch krokach: najpierw konstrukcja jak w PO, potem I, z wlozeniem { }|.

Lewe sprzezone:

(a) Spo: PO — Set: TAK — X z dyskretnym porzadkiem jest wolne nad X.

(b,d) Scpo: CPO — Set: NIE — bo CPO nie ma obiektu poczatkowego, a Set ma.
(C,e) SSCPO: SCPO — Set: TAK — bo SSCPO = Spo;jscp().

(f,h) Jopo: CPO — PO: NIE — bo CPO nie ma obiektu poczatkowego, a PO ma.
(g,) Jscpo: SCPO — PO: TAK — I(X) jest wolne nad X.

Podsumowujac:

SZ A SKZ | KZ

PO TAK | TAK | TAK | TAK
ICPO | NIE NIE NIE NIE
SICPO | TAK | TAK | TAK | TAK

CPO NIE NIE NIE NIE
SCPO | TAK | TAK | TAK | TAK

Spo: PO — Set TAK
Sicpo: ICPO — Set NIE
Ssicpo: SICPO — Set | TAK
Scpo: CPO — Set NIE
Sscpo: SCPO — Set | TAK
Jicpo: ICPO — PO NIE
Jsicpo: SICPO — PO | TAK
Jcpo: CPO — PO NIE
Jscpo: SCPO — PO | TAK




