Egzamin z rachunku lambda, 30 stycznia 2026

1. Prosze skonstruowaé taki term M, ze (patrz rysunek):

— drzewo BT(M) ma korzen Azgzx;.xzo i jedna galaz nieskoniczona (w lewo);
— kazdy wierzchotek na tej galezi na poziomie n > 0 ma etykiete Axy41. Tp;

—z wierzchotka Az, 1.z, wyrasta galazka dtugosci n+1 o wierzchotkach zg, z1, . .., Tn41.
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2. Niech M = A\zy. z(xyy)(zy), N = Azy. z(xyy)(zyy).

a) Prosze skonstruowac taki term G, ze GM =g K oraz GN =3 S.
B B

(b) Ktére z terméw M, N sa typowalne w rachunku lambda z typami prostymi? Polimor-
ficznymi? Toczynowymi bez omegi?

3. Prosze skonstruowaé¢ lambda-term F', ktéry w rachunku z typami prostymi sko$nie
definiuje ciag Fibonacciego: f(0) =0, f(1) =1, f(n+2) = f(n) + f(n + 1). Jakiego
typu jest term F'? Czy istnieje taki term, ktéry ma typ wp, — wp?

4. W polimorficznym rachunku lambda mozna reprezentowaé listy elementéw typu 7 jako
termy typu! L, = Vp((t — p — p) = p — p), W ten sposéb, ze nil = ApAfz.x oraz
a::l=Ap\fx. fa(lpfx).

(a) Prosze zdefiniowaé taka operacje R, ze R(ay -+t ap) =g @p i -+ 1 a1.

(b) Czy kazdy kombinator M typu L. jest postaci Ny :: N :: --- 1 N, gdzie N; sa
kombinatorami typu 77

!Tu brakowalo zastrzezenia p ¢ FV(7).



Przykladowe rozwigzania:

1: Jedli przez T, oznaczymy drzewo zaczepione na poziomie n, to dla n > 0 dostaniemy zaleznos¢
Tn = Mpy1. TpThg1(0(Tnt1)), gdzie ¢ = Az zo(x1(...xn(x)...)). Operacja ¢ i zmienna x,, moga
by¢ przekazane do T,,11 jako parametry, wiec napiszemy réwnanie Tz = Ay. z(Ty(Az. ¢(yz)))(¢y),
ktére rozwiazemy tak: T =Y (Mzpy. z(ty(Az. o(yz)))(py). Szukany term to Az. Txx.

2a: G = \X. X Prin3n3niSK, gdzie P = \pd.(p,d) = Apdz. xpd, 7 = A1 ... Tp. T

2b: Oznaczmy przez oy i oy, poszukiwane typy zmiennych z i y. W przypadku termu M musialyby
one spelnia¢ réwnania postaci a; = oy = oy — 8, ap = ay = 7y, ap = f = v — J. Wynika z nich, ze
v = — §, co jest niemozliwe w typach prostych. Natomiast term N jest typowalny, bo tu réwnania
sy latwiejsze: ap = ay = oy — B oraz a = f — B — 0. Stad mamy tylko oy, = 8 = ¢ wiec N ma na
przyklad typ (p = p —p) = p — p.

Oba termy sa w postaci normalnej, wiec sa typowalne zaréwno w systemie F jak i w typach iloczynowych.

3: Term F = An. 73 (n(Ap. (m3p, mip +73p))(0, 1)) ma typ we — wp, gdzie 0 = (wp — wp — wp) —> Wy -
Nie istnieje taki term typu w, — w, bo ciag Fibonacciego nie jest wielomianem warunkowym.
(Za szybko rosnie.)

4a: Odwracanie listy zdefiniujemy tak: R = M. ¢L,(Ay" \kE7. k+y)nil, gdzie k+y = ApAfx. kpf(fyzx).
4b: Nie. Na przyklad jedli 7 = Vr(Vq(¢ — r) = r) (jak w zadaniu 73), to kombinator
ApAFTPP AP f(ArAy¥99=) (1 — p — p)f)z

nie jest lista (bo podterm ArAy¥44=") y(r — p — p)f ma wolna zmienna f).



