Egzamin z logiki i teorii typéow, 19 czerwca 2019

1. Ktora z nastepujacych formul zdaniowych jest twierdzeniem intuicjonistycznym?
(@ p—=aqg—=r)=>((por)=s)=(a—=71)—=s) s
b) (p—=qg—=r)=((p—=r)—s)=>(¢g—=r)—=s) = (s—r)—>r.
2. Ktoéra z nastepujacych formul pierwszego rzedu jest twierdzeniem intuicjonistycznym?
(a) Vo P(z) — —Vz —-—P(x);
(b) =3z P(x) — -3z ~—P(x).

3. Typr=Vp((p > p—= w—=p — (w—p) = p) jest w systemie F odpowiednikiem
typu indukcyjnego drzew binarnych etykietowanych liczbami naturalnymi:

Inductive T : Set := kons : T -> T -> nat -> T | leaf : nat -> T.

Na przyktad term T = ApAfP7P7@7PAx¥ 7P 3 to samotny lis¢ oznaczony trojka,
a drzewo A fP7P7OTP AP f(f(xl)(f(22)(21)3)4)(x1)5 wida¢ na obrazku.
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(a) Jakie operacje na drzewach sa reprezentowane wyrazeniami:

— AT tw(ApwAgwArw. p+ ¢+ )17
— AT AT(ApTAETAT:W. p)(ATiw. T') ?

12

(b) Napisa¢ termy typu 7 — w reprezentujace takie funkcje:
— liczba lidci drzewa;
— wysoko$é drzewa.

(c¢) Napisaé¢ term typu 7 — 7 reprezentujacy operacje wyzerowania wszystkich etykiet.

4. Dany jest automat dwulicznikowy o zbiorze stanéw @, stanie poczatkowym gqg i kori-
cowym ¢y. Napisa¢ formule logiki pierwszego rzedu, ktora jest twierdzeniem intuicjonis-
tycznym wtedy i tylko wtedy, gdy automat akceptuje konfiguracje poczatkowa (g, 0, 0).
Formuta powinna by¢ efektywnie konstruowalna z automatu. Wskazéwka: symbole
relacyjne moga reprezentowaé stany automatu. Mozna uzyé symboli funkcyjnych dla
nastepnika i zera.

LOperacje na liczbach naturalnych sa takie jak zwykle.
2Podpowiedz: pierwsza z funkcji w czesci 3a mozna w Coqu zdefiniowaé tak:
Fixpoint F(t:T) : nat := match t with (kons tl t2 k) => (F t1)+(F t2)+k | (leaf k) => k end.



Rozwiazania

la: Nie. Kontrmodel Kripkego sktada sie z trzech stanéw a, b, i ¢, gdzie a < b, c ale stany b i ¢ sa
nieporownywalne. Stan a nie wymusza zadnych atoméw, natomiast b I+ g, s oraz ¢ IF p,s. Wtedy
formuta p — r jest wymuszona tylko w stanie b a formula ¢ — r jest wymuszona tylko w stanie c.
A wiec stan a wymusza wszystkie trzy zalozenia i nie wymusza konkluzji s.

Inny sposob: przyjmijmy v(p) = (—00,0), v(q) = (0,00), v(r) = &, v(s) = R—{0} w algebrze otwartych
podzbioréw prostej R. Wtedy [p — 7], = [-p]o = (0,00) C [s], i podobnie [¢ — 7], C [s],. Ponadto
[p—q—=r]lo=[pAqg— 1], =R, tymczasem [s], # R.

1b: Tak, bo to jest typ termu: AzP977 \y(P=m) =8 X\ 2 (@217 X577 gy (y( AP u(z(Awd.zvw)))).

Inny sposéb: rozpatrzmy stan ¢ modelu Kripkego, w ktorym wymuszone sg wszystkie zatozenia, ale
nie konkluzja r. Skoro cIF s — 7, to c ¥ s. Zatem ¢ ¥ p — r, jest wiec taki stan d > ¢, ze d IF p
oraz d ¥ r, skad tez d ¥ s. Wtedy takze d ¥ ¢ — r, jest wiec taki stan e > d, ze e lF g ie ¥ r.
Ale e IF p i mamy sprzecznos¢ z powodu pierwszego zalozenia.

2a: Nie. Rozpatrzmy O(R)-strukture A = (R, PA), gdzie PA(r) = R — {r} dla dowolnego r € R.
Wtedy [Vz P(z)] = @, ale [Vx—-=P(z)] = R, bo ~(~(R — {r})) = R dla kazdego r € R. Zatem
znaczeniem formuly —Va P(z) jest cala prosta a znaczeniem formuly —Va ——P(x) jest zbior pusty.

Inny sposéb: rozpatrzmy model Kripkego o zbiorze stanéw N i statych dziedzinach D,, = N. Relacje P
zdefiniujemy w dziedzinie D,, jako zbior {k | k < n}. Nie ma takiego stanu, ktéry wymusza Va P(x), bo
zawsze jest element, ktory nie nalezy do relacji. Za to formuta Vo ~—P(z) jest wymuszona w kazdym
stanie, bo kazdy element predzej czy p6zniej do relacji wpadnie.

2b: Tak. To jest typ takiego termu:
AX "3 P@) \yF2==P(@) yppack YV as [a, V(@] in V(AZP(@, X[a, Z]72 @),

Inny sposob: rozpatrzmy dowolny model Kripkego i dowolny stan c. Jedli ¢ IF =32 P(x), to znaczy,
ze w kazdym stanie d > ¢ relacja P jest pusta. Tymczasem c I 3z =—P(z) oznacza, ze dla pewnego
elementu a dziedziny D, zachodzi c¢,a IF =—P(x), w szczegdlnosci ¢, a W —P(z). Inaczej: element a
musi w jakims przyszltym stanie nalezeé¢ do relacji P.

3a: Pierwsza operacja to suma wszystkich etykiet drzewa, druga to funkcja stale rowne. T Mozna
to udowodnié¢ przez indukcje, zauwazajac, ze termy zamkniete M typu 7 sa (z doktaunoscia do
Bn-konwersji) generowane przez taka pseudo-gramatyke:

M = ApAfPP97P AW 7P gk | Ap\fPP9 7P AP f(Mypfa)(Maopfx)k.
3b: Term A\t:7. tw(Ap:wAq:wAT:w. p—l—q)()\x:le) liczy liscie, natomias
dostaniemy z pomoca termu At:7. tw(Ap:wAqgwAz:w. 1 + max{p, q})(\z:w . G577 55%

3c: Zdefiniujmy najpierw funkcje kons = At:mAs:TAn:w., ApAfP7P7@=P AW =P f(tpfx)(spfx)(#n)
ileaf : An:wApA fP7P?Y P A\x“ P gn. Zerowanie etykiet mozna teraz napisaé tak:
AT AT (Ay:T Az T Awiw. konsy 20) (Au @ w. leaf0).

t wysokosé

T

4: Formula ma posta¢ a3 — as — --- — a,, — L, a jej przestanki «; sa nastepujace:

= q0(0,0) = 1) oraz Vay(qs(z,y))™
—Vay(p(s(z),y) — q(z,y)), dla instrukeji postaci ,,q : ¢1 := ¢1 + 1; goto p’;
)

(
—Vay(p(z, s(y)) — q(z,y)), dla instrukeji postaci ,,q : ¢a := co + 1; goto p”;
—Vzy(p(z,y) — q(s(x),y)), dla instrukcji postaci ,,q : ¢1 := ¢; — 1; goto p;”
—Vay(p(z,y) — q(z, s(y))), dla instrukeji postaci ,,q : cg := ¢3 — 1; goto p’;
—Vay(p(0,y) = ¢(0,y)), oraz Vay(r(s(z),y) = a(s(x),y)),

dla instrukcji postaci ,,q : if ¢; = 0 then goto p else goto 1’

= Vay(p(z,0) = q(y,0)), oraz Vay(r(z, s(y)) — q(z, s(y))),
dla instrukeji postaci ,,q : if co = 0 then goto p else goto r”.
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