Egzamin poprawkowy z logiki i teorii typow,
25 lutego 2021

1. Rozszerzamy jezyk rachunku zdan o nowy jednoargumentowy spdjnik f. W modelach
Kripkego przyjmujemy, ze c I f o, wtedy i tylko wtedy, gdy stany wymuszajace a tworza
wbrzekrdj” ponad ¢, tj. w kazdym maksymalnym (skoniczonym lub nieskoniczonym) ciagu
rosnacym ¢ = ¢g < ¢ < ¢2 < ... jest takie ¢y, ze ¢, IF .

Prosze udowodnié:

(a) ze IF §a — ——a, ale nie na odwro6t.

(b) ze spojnik # nie jest definiowalny w intuicjonistycznym rachunku zdan.

2. Formuta ——(Vzx P(z) V Jz—P(z)) nie jest intuicjonistycznym twierdzeniem. Prosze
podaé kontrprzyktad topologiczny i kontrprzykltad Kripkego.

3. Strumienie mozna reprezentowa¢ w rachunku lambda na kilka sposobow. Pierwszy
uzywa operatora najwiekszego punktu statego v. Definiujemy typ stream := vp. int X p
z operacjami Coit, : (0 — int X 0) — 0 — stream i Unfold : stream — int X stream,
dla ktorych przyjmujemy regute redukeji Unfold(Coit, f M?) = Lift,(Coity f)(f M?).
Operacja Lift, : (c — stream) — (int xo) — (int X stream) ,podnosi” typ argumentu:
Lift . () dziata jak ¢ na prawej wspotrzednej, tj. Lift,(¢)((n,s)) = (n, ps).

Wyrazenie Nats := Coitint(An. (n,n + 1))0 przedstawia strumien wszystkich liczb na-
turalnych. Jesli zdefiniujemy head(s) := m1(Unfold(s)) i tail(s) := ma(Unfold(s)), to
aplikacja head(Nats) zredukuje sie do zera, a aplikacja tail(Nats) zredukuje sie do stru-
mienia Coiting(An. (n,n + 1))1, ktéry zaczyna sie od jedynki.

(a) Prosze zdefiniowa¢ operacje razydwa : stream — stream, ktora mnozy wszystkie
wyrazy strumienia przez dwa. Powinno by¢ tak, ze head(razydwa s) = 2 - head(s)
oraz tail(razydwa s) = razydwa(tail s). Symbol réownosci oznacza konwersje.

Drugi sposob wymaga uzycia typu egzystencjalnego stream := Jp.p X (p — int X p).
Teraz strumieri wszystkich liczb naturalnych to np. Nats := [int, (0, An. (n,n + 1)].

(b) Prosze zdefiniowaé¢ operacje head, tail i razydwa dla takich strumieni.

Trzeci sposéb to definicja typu stream w systemie F'.

(c¢) Prosze zdefiniowaé stream w systemie F uzywajac tylko operatoréow — i V. Dla
takiego typu stream prosze zdefiniowaé¢ Nats i operacje head, tail i razydwa.



Rozwiazania

1: Jesli stan ¢ wymusza f «, to zaden przyszly stan ¢; > ¢ nie moze wymuszaé formuly —a. Inaczej
mogliby$my zbudowaé rosnacy ciag stanéw, ktory ,omija” . A zatem IF fa — ——a.

Rozpatrzmy teraz model Kripkego o zbiorze stanéow N i z takim porzadkiem: liczby parzyste sa
uporzadkowane jak zwykle, a kazda liczba nieparzysta 2k + 1 jest wieksza od liczb 2n dla n < k
i nieporownywalna ze wszystkimi pozostalymi liczbami. Atom p jest wymuszony we wszystkich stanach
nieparzystych. Wtedy 0 IF =—a, ale 0 ¥ ff v, bo ciag stanéw parzystych ,omija” .
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Ten efekt jest mozliwy tylko w modelu nieskoniczonym. W modelach skonczonych stany koricowe
tworza przekrdj, w takich modelach mamy wiec wymuszona réwnowaznosé ——p <> fp. Gdyby fp
bylo rownowazne jakiej$ formule 8, to w kazdym modelu skoriczonym mielibySmy tez 8 <> ——p.

Poniewaz intuicjonistyczny rachunek zdan ma wlasnosé skoniczonego modelu, formuta 5 <> =—p bytaby
intuicjonistycznym twierdzeniem i w konsekwencji formuty ——p i §p tez bylyby rownowazne.

2: Kontrprzyktadem topologicznym jest O(R)-struktura A = (Q, PA), w ktorej PA(w) = R — {w}
dla w € Q. Znaczeniem formuly Vy P(y) jest wtedy wnetrze zbioru R—Q czyli zbiér pusty. Znaczeniem
formuty 3z —P(x) tez jest zbior pusty, a podwojna negacja z przodu nic tu nie zmieni.

Kontrprzyktad Kripkego dla tej formuly ma posta¢ C = (N, <,{A, | n € N}), gdzie A, = (N, P")
oraz P" = {0,...,n}, dla n € N. Poniewaz w kazdym stanie n sa elementy nie nalezace do P", wiec
n ¥ Yy P(y). Ale nie ma tez elementow speliajacych —P(x), bo kazdy predzej czy pozniej znajdzie
siec w zbiorze P™ dla pewnego m > n. Zatem n W 3z —P(z). A wiec w kazdym stanie n wymuszona
jest formula —(Va P(z) vV 3z —-P(z)), co oczywiscie wyklucza podwdjna negacje.

3a: razydwa = As®****™. Coitsprean (AT (2 - (head t), tailt)))s .
3b: head := \s%**°*" unpack s as [p, XP*(P=10EXP)] in ) (1, X)) (11 X)),
tail ;= \s%t¥2® unpack s as [p, XP* P=10XP)]in [p, (1o ((m2 X)) (71 X)), 12 X)],
razydwa := As%***2® unpack s as [p, XP*P10xP)]in [p (711 X, A\aP(2 - 7y (1o X 1), mo (1o X )))].
3c: Kwantyfikator 3 jest definiowalny w systemie F, a currying eliminuje iloczyn kartezjanski.
stream := VYq(Vp(p — (p — int) = (p = p) = ¢) = ),
Nats := AgAz"P() .z int 0 id succ,
head := AsS*®3® g int(ApAuP A\oP 738 NP =P pu),
tail == \s5%72 s stream( ApAuP A\vP 73 \wP =P, AgAz"PC) | zp(wu)vw),

razydwa = \s%*°*. s stream( ApAuP \oP 18 \wP =P AgAz"PC) zpu( . 2 - (vu))w).



