Egzamin poprawkowy z logiki i teorii typéw, 19 lutego 2025

. Ktoére z nastepujacych formut sa intuicjonistycznymi twierdzeniami, a ktore nie?

(a) ((==p = p) = —~=p) = —p;
(b) ((==p —p) = —p) = —p;
(¢) (kmp—=p) = pV-p) = pV-p.

. Udowodnié¢, ze jesli formuta postaci (——a — «) = (-« V =—a) jest twierdzeniem zda-
niowej logiki intuicjonistycznej, to takze formuta —a V =« jest twierdzeniem.

. Ktora z nastepujacych formutl jest intuicjonistycznym twierdzeniem? W przypadku
odpowiedzi negatywnej: czy istnieje kontrmodel Kripkego o statych dziedzinach i czy
istnieje kontrmodel Kripkego o skoiiczonej liczbie stanow?

(a) (Va(P(a)VQ(a))) = (3a P(a)) V (VaQ(a));
(b) (Va(=P(a) = Q(a))) = (BaP(a)) vV (VaQ(a));
(¢) (Va(P(a)V Q(a))) = (=Fa P(a)) = (VaQ(a)).

. Automat z dwoma stosami ma skoriczony zbior stanoéw i dwa stosy (stowa nad ustalonym
alfabetem), na ktorych moze wykonywaé operacje push i pop. Zmiana stanu moze zaleze¢
od symboli na szczycie stosow, albo od tego, czy ktorys stos jest pusty. (Mozna zakladac,
ze na spodzie lezy zawsze znak [, ktorego si¢ nigdy nie zdejmuje.) W konfiguracji
poczatkowej oba stosy sa puste.

Dla danego automatu z dwoma stosami prosze opisaé¢ formute pierwszego rzedu, ktéra
jest intuicjonistycznym twierdzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy automat uruchomiony
w konfiguracji poczatkowej zatrzyma si¢ w stanie koicowym ¢y. Formula powinna by¢
obliczalna w czasie wielomianowym.



Rozwiazania

la: Formula ((——p — p) — ——p) — ——p; jest twierdzeniem. Dowdd zapiszemy w postaci lambda-
termu Az("TPPIZ TP NG TP (X277, 2y[p))y. (Tutaj zy ;L)

1b: Formuta ((=—p — p) — —p) — —p tez jest twierdzeniem. Dowod Az (""P7P)= 7P \yP 2(Xz77P. y)y.

lc: Formuta (——p — p) — pV —p) — —p V ——p nie jest twierdzeniem. Istotnie, rozpatrzmy model
Kripkego o czterech stanach 0,1,2,3, uporzadkowany w ten sposéb, ze 0 < 1 < 3, oraz 0 < 2, natomiast
element 2 jest nieporéwnywalny z 11z 3. Atom p jest wymuszony wylacznie w stanie 3. Zatem tylko
stany 2 i 3 wymuszaja warunek ——p — p, skad 0 I- (=—p — p) — p V —p. Tymeczasem 0 W —p V =—p.

2: Skoro (-—a — a) — (—a V ~-a) jest twierdzeniem, to ma dowdd normalny, czyli w rozszerzonym
rachunku lambda istnieje term zamkniety tego typu w postaci normalnej. Taki term M musi mieé
posta¢ Ax7"* 7 M, gdzie x: ~—a — aF M : na V =—a. Sa trzy mozliwosci: term M jest albo kon-
struktorem postaci iny (P) lub ing(P) albo eliminatorem zaczynajacym sie od aplikacji zP. W kazdym
przypadku mamy albo 2: ——« — a b P: -« albo :——a = aF P: ——a. Stad b (-—a = a) = -«
albo F (——a — a) — ——a. Z zadani la i 1b natychmiast wynika, ze albo - ==« albo F —a.

3a: Formula Va (P(a)VQ(a)) = (Ja P(a))V(Va Q(a)) nie jest twierdzeniem. Ma kontrmodel Kripkego
postaci ({0,1}, <, {Ag, A1}), gdzie 0 < 1, oraz A; = ({1}, P1,QY), A2 = ({1,2}, P2, @Q?%). Relacje
sa takie: P! = @, Q! = Q? = {1}, P? = {2}. Ale ta formula jest wymuszona we wszystkich
modelach o statych dziedzinach. Jesli bowiem ¢ IF Va (P(a) V Q(a)), to ¢,v I P(a) vV Q(a) dla kazdego
wartosciowania v. Czyli kazdy element dziedziny (tej samej w kazdym stanie) musi juz w stanie ¢
naleze¢ do jednej z dwoch relacji. Reszta jest oczywista.

3b: Formula (Va (-P(a) — Q(a))) = (3aP(a)) V (VaQ(a)) tez nie jest twierdzeniem i ma nawet
kontrmodel o skoniczonej liczbie stanéw i stalych dziedzinach. Na przyktad ({0,1}, <, {Ag, A1 }), gdzie
0 < 1,oraz Ay = ({1}, PY,QY), Ay = ({1}, P%,Q?). Tym razem relacje sa takie: Q1 = Q2 = P; = &,
P, = {1}. Poniewaz —P(z) nigdzie nie jest wymuszone, wiec 0 IF Va (-P(a) — Q(a)). Tymczasem
oczywiscie 0 ¥ (Ja P(a)) V (Va Q(a)).

3c: Formula (Va (P(a) vV Q(a))) = (-3a P(a)) — (VaQ(a)) jest twierdzeniem, a jej dowdéd mozna za-
pisa¢ tak: AX Ve (P@)VQ(a)\y=IaP(a) g Xq[U:P(a). Y]a,U][Q(a)]; V:Q(a).V]. (Tutaj Y|a,U]: L.)

4: Mozna uzy¢ dwuargumentowego symbolu relacyjnego g(x,y) do reprezentowania konfiguracji ze
stanem ¢, przy czym zmienne x i y stuza jako wskazniki do wierzchotkow dwoch stoséw. Symbol
relacyjny S, podobnie jak w zadaniu 32, odgrywa role nastepnika i wiaze ze sobg sasiednie pozycje na
stosie. Jednoargumentowy symbol [ reprezentuje dno stosu. Przyklad: otoczenie I' kodujace stosy
ABC' i BD moze sie sktada¢ z formut:

O(z0), O(yo), S(zo, 21), S(@1, 22), S(22, 23), A(21), B(22), C(23), S(y0, Y1), S(y1,y2), B(y1), D(y2).
Celem dowodowym dla tak zakodowanej konfiguracji (¢, ABC, BD) bedzie formuta g(x3,ys).
Instrukcje maszyny (dla stanu p) mozna kodowaé na przyktad tak:

Pop,; goto ¢: Vayz(S(z,y) = a(x,2) = pl(z,y));

push,(B); goto ¢ Vay(Vz(S(x,2) = B(z) = q(2,9)) = p(x,y));

peek, (4); goto ¢:  Vay(A(y) — q(z,y) — p(z,y)).

Szukana formuta ma posta¢ a; — -+ — ay = Vaygs(z,y) = O(xzo) = O(yo) — qo(xo, o), gdzie
zalozenia ag, ..., an koduja instrukcje jw.



