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Example problems in logic and type theory!

Which of the following formulas are intuitionistic theorems?
(a) (a—=bVe)— (a—b)V(a—c);
(b) (bVe)—a)— (b—a)A(c— a);
(c) ==(aV —a);
(d) =—aV ——-a;
(e) =——a — —a;
Show that:
(a) E(ﬁﬂp —p) = p) &

(b) (=p —p) & —p;

(c) ~(==p = q) < =(p = q);

(d) (p—a)—d,(p—b) —d,p—>aVb¥Fp—d,

e p=aV(r—q9 —a¢-pAr)Fg

) (r—=a)—=p)Vv({(d—=>0)—q),p—z,~(a—z)bkq

(&) (pV-p) = =gk —g;

(h) ((a—=¢c)—=d) —e ((b—=c)—d —eF((aVb—c)—d) —e;
(i) ((p—=qg)=r)=(or)=r)=qbg

@) =)« ((p—=9) —p)—a).

Ktore z nastepujacych formut sa twierdzeniami intuicjonistycznymi? (Aby uzasadnié
odpowiedz pozytywna mozna np. podaé¢ dowdd albo odpowiedni A-term; jesli odpowiedz
jest negatywna mozna podac kontrprzyktad topologiczny, model Kripkego itp.)

(a) (mg = q) < g

(b) (=g = @) = —q) = ¢

() (m=p—p) = pV-p)—-pV-p (Scott)
Ktoére z nastepujacych formut sa intuicjonistycznymi twierdzeniami, a ktore nie? W przy-
padku odpowiedzi pozytywnej nalezy skonstruowaé¢ dowod (czy mozna to zrobi¢ bez
reguly ex falso?), przy odpowiedzi negatywnej mozna np. wskaza¢ model Kripkego
(wystarczy jeden sposob).

(@) (k=p—=p) = a0 — ¢

(b) ((==p = p) = ~q) = ¢

Ktoéra z nastepujacych formut zdaniowych jest twierdzeniem intuicjonistycznym?

(@) p=aqg—=r)=>((p—=r)—=s)=(g=7)—=s) = s

b) (p—=qg—=r)=>((p—=r)—=s)—=>(g—>7r)—=s) = (s—r)—T.
Show that the following formulas are not intuitionistically provable. Are they valid in
two-element Kripke models?

(a) pV =gV (p— q); (Hosoi)
(b) (=p—4q) = ((g = p) = q) = ¢ (Lukasiewicz)
() (p—=q)=r)=((r—=p)—=r)—r

Prove that:

(a) =(pVaq) < —pA g
(b) =(pAgq) < =(==p A —mg);

!This is a random collection from my old files (in Polish) and handwritten notes. The problems have not
been verified and they may include inaccuracies or typographical or other errors. Some questions may be hard
to answer. Use at your own risk.
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(c) =(p = q) < (=P A —q).
Conclude that every formula of the form —« is equivalent to one without disjunction.
Show that if & — [ is a propositional classical tautology then -3 — -« is an intuition-
istic theorem. Does it hold in first-order logic?

Is ex falso necessary to prove ——(——p — p)?

Niech @« = =p — ¢ i niech f = ==(p V q). Ktora z implikacji @ — 81 f — « jest
twierdzeniem intuicjonistycznym?

Wykazaé, ze zadna z nastepujacych formut nie jest intuicjonistyczng tautologia. Ktore
z nich sa wymuszane przez dowolny liniowo uporzadkowany model Kripkego?

(a) —pV —=p;

(b) (p = q) V(¢ —p); (Godel-Dummett, a wlasciwie Skolem)

(c) (p—=q) < (=pVaq).

Formuly o« = (((e - d) - ¢) b - aif=(€e—(d—a)—b —(c—b —a
sa klasycznie réwnowazne. Czy ktoéras z implikacji « — 5, 8 — « jest twierdzeniem
intuicjonistycznym? W przypadku odpowiedzi pozytywnej nalezy skonstruowaé dowod,
przy odpowiedzi negatywnej mozna np. wskaza¢ model Kripkego.?

Rozszerzamy jezyk rachunku zdan o nowy jednoargumentowy spojnik §. W modelach
Kripkego przyjmujemy, ze c I # o, wtedy i tylko wtedy, gdy stany wymuszajace a tworza
wbrzekrdj” ponad ¢, tj. w kazdym maksymalnym (skoniczonym lub nieskoniczonym) ciagu
rosnacym ¢ = ¢p < ¢1 < ¢g < ... jest takie ¢y, ze ¢, IF a.
Prosze udowodnié:

(a) ze IF § o — ——a, ale nie na odwrot.

(b) ze spojnik # nie jest definiowalny w intuicjonistycznym rachunku zdar.
Czy kazdy zbior liniowo uporzadkowany z elementem pierwszym i ostatnim jest algebra
Heytinga? Czy istnieje zwiazek pomiedzy liniowo uporzadkowanymi modelami Kripkego
i liniowo uporzadkowanymi algebrami Heytinga?

Korzystajac ze znanych wtasnosci rachunku lambda z typami prostymi, prosze ustalié,
czy nastepujace formuly sa intuicjonistycznymi twierdzeniami:

@) (p—=q)=r)=@—=r)=7

b) ((p—=aq)=r)=(—r)=r)—=0q) =0
Dla nastepujacych formut wskazaé kontrprzyktady w modelach Kripkego i kontrprzyktady
w algebrach Heytinga:

(a) —p—=qVr)=((—p—=qV(p—r)); (Kreisel-Putnam)
(b) (gAr—=—p) = ((¢g = —p)V(r = —p)).

Niech H bedzie algebra Heytinga (mozna zalozy¢, ze jest to algebra formul intuicjonis-
tycznego rachunku zdan) i niech ' = {a € H | — a = 0}. Definiujemy relacje ~:

a =~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b € F oraz b= a € F.

Udowodnié, ze

(a) zbior F jest filtrem® w H;

(b) relacja & jest kongruencja w H;

(c) algebra ilorazowa M/~ jest algebra Boole’a.

Wiedzac, ze kazda klasyczna tautologia zdaniowa jest prawdziwa w dowolnej algebrze

2Wskazoéwka: wystarczy model Kripkego o 2 stanach.
3A filter is a nonempty set closed under intersections and upward closed.
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Boole’a, wywnioskowaé z zadania 17 twierdzenie Gliwienki.

Kazda klasyczna tautologia zdaniowa zbudowana wytacznie z — i A jest twierdzeniem
intuicjonistycznym.?
Dany graf skierowany G = (V, E) o k wierzchotkach. Napisa¢ formute zdaniowa, ktora
jest intuicjonistycznym twierdzeniem wtedy i tylko wtedy gdy w G nie ma cyklu Hamil-
tona. Konstrukcja formuty z grafu G powinna by¢ mozliwa w czasie wielomianowym.
Niech ¢ = Va (P(z) V =P(x)), ¥ = =V P(z) oraz ¥ = Jz—P(z). Ktora z implikacji
Ay —=Iip AU — 1 jest twierdzeniem intuicjonistycznym?
Ktoéra z nastepujacych formut pierwszego rzedu jest twierdzeniem intuicjonistycznym?
(a) —Va P(x) — —Vax ——P(z);
(b) =3z P(x) — =3z -~ P(x).
Which of the following formulas are intuitionistic theorems? Which are forced in Kripke
models with constant domains? Which are valid in the Heyting algebra O(R) of open

subsets of the real line?
(a) 3z(P(0) v P(1) = P(z));

(b) Vz((P(z) = P(y)) = Q) — Q

(c) (VaP(z) — FyQ(y)) — Jz(P(z) — Qy));

(d) Vydz(P(z) — Q(y)) — JaVy(P(z) — Q(y));

(e) Jx(P(x) — Vz P(x));

(f) Va(P(z) vV Q(z)) — JxP(z) V VyQ(y)

(8) Vz(P(z) V—P(z)) = JzP(z) V Vy—P(y);

(h) Vz(P(z)V —-P(x)) —» ——3JxP(x) — JzP(x); (Markov’s Principle)
(i) Vz (P(a,z) — P(z,b)) — P(a,a) — P(b,b);

(i) (A= 3z P(z)) = B) < (Vz((A = P(x)) — B));
(k) Va(P(z) = 32-P(z)) —» Vo —-—P(x);

(1) Va(=P(x) V Jz——=P(z)) = Y- P(x) V Jx——P(z);
(m) 3z (3z P(x) — P(x))

n) (A— 3z P(x)) + Jz (A — P(x));

(
(o) == (Vx Pz V Jxz—Pxz).
Ktoére implikacje pomiedzy nastepujacymi formutami sg intuicjonistycznie prawdziwe?
(a) ¥z P(x):
(b) —Vz—~=P(xz);
(¢) ==3z—P(x).
Niech 7 = VaTy(P(5)A(Q(y) — Q(x))), B = ~Vz Q(x) oraz § = Va(P(z) — (Q(z)VS)).
Udowodni¢, ze formuta v — § — § — S nie jest intuicjonistycznym twierdzeniem, ale
jest wymuszana przez wszystkie modele Kripkego o statych dziedzinach.
Formuly v =Vy P(y) — 3z Q(z) i0 = Jz(P(z) — Q(x)) sa klasycznie rownowazne. Czy
ktoras z implikacji v — &, & — «v jest twierdzeniem intuicjonistycznym? W przypadku
odpowiedzi pozytywnej nalezy skonstruowaé¢ dowod, w razie odpoiedzi negatywnej prosze
podaé dwa kontrprzyktady: jeden topologiczny, drugi Kripkego.
Formuta ——(Vz P(x) V Jx—P(x)) nie jest intuicjonistycznym twierdzeniem. Prosze
podaé kontrprzyktad topologiczny i kontrprzyktad Kripkego.

Rozpatrzmy nastepujace schematy aksjomatow:

4 Wskazéwka: indukcja z uzyciem tw. Gliwienki.
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(A) Vz(o V p(z)) = ¢ VVzp(z); (Grzegorczyk)
(B) (vap(@) = ¥) — 3 (p(x) — )
(C) Fz(p(z) = Vye(y)).

Czy w logice intuicjonistycznej pierwszego rzedu rozszerzonej o jeden z tych schematow
mozna udowodnié¢ ktory$ z pozostatych?

29. Ktoére z nastepujacych formut sa twierdzeniami intuicjonistycznymi?
(a) =—3zP(z) <> Jz——P(x);
(b) —|—E|£C—|—|P(l‘) <~ E|.TﬂﬂP($);
(¢) ==JzP(x) +» ~—=Jz——P(z);
(d) =VP(z) <> =—3z—P(z);
(e) Va(P(z) = 3y Qy)) — YaTy(=P(z) = Q).

30. Rozpatrzmy sygnature ztozona z jednego unarnego symbolu relacyjnego r. Dla tej
sygnatury wezmy model Kripkego o trzech stanach a,b,c uporzadkowanych tak, ze a
jest najmniejszym elementem, a dwa pozostate sa nieporéwnywalne. 7 tymi stanami
zwiazane sa odpowiednio struktury D, = ({0},0), D, = D. = ({0,1},{1}). Pokazac,
ze jesli p(x) = 0 dla dowolnej zmiennej x, a kwantyfikator 3 nie wystepuje w formule ¢,
to w naszym modelu warunek a, g I- ¢ jest réwnowazny kazdemu z warunkéw b, g IF ¢
oraz ¢, o IF ¢. Wywnioskowaé stad, ze w logice intuicjonistycznej pierwszego rzedu nie
mozna zdefiniowa¢ kwantyfikatora egzystencjalnego za pomoca pozostatych spojnikow.

R31. Consider a first-order language with binary predicates P and @, unary function symbols
a and b, and one constant €. We write terms without parentheses, e.g., abba(z) abbrevi-
ates a(b(b(a(z)))) and abba abbreviates a(b(b(a()))). Let wy, ..., wy, v1, ..., v, be words
over {a, b}, and let T consist of all formulas of the forms:

Q(g,e), and P(e,e) — L;

Vay(P(w;(x),vi(y)) = P(x,y)), fori =1, ...,n;

Vay(Q(z,y) — P(z,y));

Vay(Q(z,y) — Qa(z),a(y))), and Vay(Q(z,y) — Q(b(x),b(y))).

Is the Post correspondence problem (w1, v1), ..., (wn, v,) solvable if and only if I' - L7

R32. Dany jest automat dwulicznikowy o zbiorze stanéw @), stanie poczatkowym ¢ i kon-
cowym ¢y. Napisa¢ formule logiki pierwszego rzedu, ktéra jest twierdzeniem intuicjonis-
tycznym wtedy i tylko wtedy, gdy automat akceptuje konfiguracje poczatkowa (g, 0, 0).
Formuta powinna by¢ efektywnie konstruowalna z automatu. Wskazéwka: symbole
relacyjne moga reprezentowaé stany automatu. Mozna uzyé symboli funkcyjnych dla
nastepnika i zera.

R33. Automat z kolejkq ma skonczony zbior standw i kolejke (stowo nad ustalonym alfabetem),
na ktorej moze wykonywaé takie operacje:
—p: insert (A); goto ¢ (w stanie p wstaw A na koniec kolejki; przejdz do stanu q);
— p: delete; goto ¢ (w stanie p usun litere z poczatku kolejki; przejdz do q);
—p: peek (A); goto g (ze stanu p przejdz do g jesli na poczatku kolejki jest A).
Dla danego automatu z kolejka prosze skonstruowaé¢ formute pierwszego rzedu, ktéra
jest intuicjonistycznym twierdzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy automat uruchomiony
w stanie qg z kolejka # zatrzyma si¢ w stanie konncowym ¢y. Mozna zakladac, ze kolejka
nigdy nie jest pusta.’

5 Wskazowka: Otoczenie T' kodujace kolejke w = A;j...A, moze sie sklada¢ z formut atomowych
S(x1,z2),S(x2,23),...,(Tn-1,%n), A1(x1),..., An(zn) 1 pewnej ilosci Smieci (niepotrzebnych ale nieszkod-



P.U., 17 wrzesnia 2024, godzina 23:25 strona 5

R34. Niech 7 = Vr(Vq(¢ — r) — r) i niech 0 = Vp((t — p) — p). Napisa¢ takie termy
there : 7 — o 1 back : 0 — T, ze w systemie F zachodzi réwnos$¢ I =g A\x” back(there x).
Czy kazdy term zamkniety typu o jest beta-rowny wyrazeniu postaci there(N)?
35. Prove the following:
(a) —~Ip=(pV —p);
(b) Vp(==p — 3q(p <> (—q V q)));
(c) VE(((t = 1) = q) = (t =) = p) & (((s = 1) = q) = p);
(d) ¢ < ((¢ = p) = p), where o =Vr((((r = p) = p) = 71) =)
(e) ¢ < ((¢ = p) = q), where o =Vr((((r = p) = q) = 1) =)
36. Which of the following second-order propositional formulas are intuitionistic theorems?
(a) ==Vp(pV —p);
Vp(gV ((p— ) = a) = p) = aVV(((p = @) = q) = p);°

)
)
) VplaV (g —p)) < —q Vg

) Vpa((p — q) V (¢ = p)) = Vp(=p V ——p);

) Vp(=pV ==p) = Vpa((p = q) V (¢ = p));

) Ip.((p—q) = p) =

(b) 3p(((q = p) = p) = 7)< (¢ —=7);

) Ip((r —=p) = q) & (-r = q);

) Ap=((p = @) = p);

) p—=a)=r)e(@—=r)=q—r
) ==p = 3q((p = =gV q) = p). (Potacik)
) Vp(gVpV—p)—qVVp(pV-p).

(n) Vp(gV —pV —==p) = qVVp(=pV -=p).

R37. Dla nastepujacych formut logiki zdaniowej drugiego rzedu znalezé (intuicjonistycznie)

réwnowazne formuty bez kwantyfikatorow:
(a) 3p((q —p) = q);
(b) 3p(((¢ = p) = p) = 1);
(c) Vp(qV (¢ —p));
(d) Ip(aV (g —p))

R38. W systemie F definiujemy produkt 7 x g jako 7 x o = Vp((r — 0 — p) — p).
Para uporzadkowana (M7, N?) to term Ap\x™7¢7P.xMN. Poda¢ przyktad takich
typoéw 7 i 9, ze typ T X 0 ma ,za duzo elementéow” tj. istnieje term zamkniety tego
typu w postaci normalnej, ktory nie jest para uporzadkowang.

R39. Udowodnié, ze system Godla T mozna interpretowaé w systemie Girarda F. Jak wiadomo,
w systemie F, (czyli w polimorficznym rachunku lambda) mozna reprezentowaé liczby
naturalne jako termy zamkniete typu w = Vp((p — p) — (p — p)). Nalezy zdefiniowaé
polimorficzny rekursor, tj. term zamkniety

R:Vp[(w—=p—p) = (w—p—p),
ktory dla dowolnego typu o spelnia warunki
RoM (succ n)N =3 Mn(RoMnN) oraz RoMON =5 N,

liwych innych zatozen). Cel dowodowy postaci p(z1,z») wskazuje na biezacy stan p i zawiera wskazniki do
konica i poczatku kolejki. Zadanie polega na dodaniu do I" dodatkowych zalozen A, w ten sposob, aby dowod
normalny osadu I', A F p(z1, z,) wymagal dowodu osadu IV, A + p'(x1, z1,), gdzie I i p’(z], z;,) przedstawiaja
kolejna konfiguracje automatu.

SWskazéwka: consider the instantiation p := —q.
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gdzie n jest dowolnym liczebnikiem, a symbol succ oznacza term reprezentujacy operacje
nastepnika. Inaczej méwiac, term Ro ma sie zachowywac jak rekursor R, w systemie T.

R40. Obiekty typu krzak to drzewa, ktorych liscie sa etykietowane liczbami naturalnymi,
a wierzcholki wewnetrzne maja stopienn wyjsciowy trzy i nie sg etykietowane. Jak mozna
zdefiniowaé typ krzak:

(a) w sktadni systemu Coq lub podobnej?

(b) w systemie F?

(¢) w rachunku lambda z operatorem g i konstruktorami x, @, int?
Jak wyglada zasada indukcji dla typu krzak?

R41. Rozwazamy rachunek lambda z typami prostymi, do ktérego dodajemy nowe state ty-
powe i rownania miedzy typami. W kazdym przypadku nalezy skonstruowaé term, ktory
ma nieskonczony ciag redukcji.

(a) Stale typowe co, c1, co spelniaja rownania: ¢y = ¢1 — p, ¢ = ca — p, c2 = ¢p — p.
Wskazowka: rozpatrzmy termy: Co = Ayi*. y1C2, Co = Ay”. yoC1, C1 = A\y5>. y23o.

(b) Teraz rownania sa co = ¢1 — Bo, ¢1 = ca — b1, ca = ¢o — Pa, gdzie By, b1, P2 sa
dowolnymi typami.

(c) A teraz tak: cp = dg — ¢1 — Py, c1 = @1 — ca — P1, ca = Ao — ¢g — [P, gdzie
ag, 01, Ay s3 dowolnymi ciggami typow.

(d) No to przypusémy, ze mamy réwnanie c¢o = 7(co), gdzie ¢y wystepuje w 7 na pozycji
negatywnej. Co teraz? (W tej czesci wystarczy szkic dowodu bez szczegdtow.)

R42. Typ 1 =Vp((p > p > w = p) = (w — p) — p) jest w systemie F odpowiednikiem
typu indukcyjnego drzew binarnych etykietowanych liczbami naturalnymi:

Inductive T : Set :=kons : T -> T -> nat -> T | leaf : nat -> T.

Na przyktad term T = ApAfP7P7@7PAx¥7P 3 to samotny lis¢ oznaczony trojka,
a drzewo AfP7P7@ 7P AP f(f(x1)(f(22)(z1)3)4)(x1)5 wida¢ na obrazku.

4/5\1
1/ \3
2/ \1

(a) Jakie operacje na drzewach sa reprezentowane wyrazeniami:’®

— AT tw(ApwAgwAzw. p+ g+ )17
— AT AT (Ap:T AT AT W. p)(Aziw. T') 7
(b) Napisa¢ termy typu 7 — w reprezentujace takie funkcje:
— liczba lisci drzewa;
— wysoko$é drzewa.
(c¢) Napisaé¢ term typu 7 — 7 reprezentujacy operacje wyzerowania wszystkich etykiet.

R43. Przez rownosé Leibniza w typie T rozumiemy taki konstruktor Eq” : (Va:7)(Vy:7).x*
Eq" = (A\z:7)(A\y:7)(VP:7 = *)(Pxz — Py).

"Operacje na liczbach naturalnych sa takie jak zwykle.
8Podpowiedz: pierwsza z funkcji w czesci 41a mozna w Coqu zdefiniowaé tak:
Fixpoint F(t:T) : nat := match t with (kons t1 t2 k) => (F t1)+(F t2)+k | (leaf k) => k end.
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Nalezy udowodnié, Ze nastepujace typy sa niepuste:’
o (Vo:7)Eq zx oraz (Va:7)(Vy:7)(Eq" vy — EqTyx);
o (Va:7)(Vy:7)(Vz:7)(Eq 2y — Eq"yz — Eq"z2);
o (VP:1 = x)(Va:7)(Vy:7)(Eq 2y — Pz — Py).

R44. Strumienie mozna reprezentowa¢ w rachunku lambda na kilka sposobow. Pierwszy
uzywa operatora najwiekszego punktu statego v. Definiujemy typ stream := vp. int X p
z operacjami Coit, : (0 — int X 0) — 0 — stream i Unfold : stream — int X stream,
dla ktorych przyjmujemy regute redukcji Unfold(Coit, f M) = Lift,(Coity f)(f M?).
Operacja Lift, : (c — stream) — (int xo) — (int X stream) ,podnosi” typ argumentu:
Lift () dziata jak ¢ na prawej wspotrzednej, tj. Lift,(¢)((n,s)) = (n, ps).
Wyrazenie Nats := Coitint(An. (n,n + 1))0 przedstawia strumien wszystkich liczb na-
turalnych. Jesli zdefiniujemy head(s) := 71 (Unfold(s)) i tail(s) := m2(Unfold(s)), to
aplikacja head(Nats) zredukuje sie do zera, a aplikacja tail(Nats) zredukuje sie do stru-
mienia Coiting(An. (n,n + 1))1, ktéry zaczyna si¢ od jedynki.

(a) Prosze zdefiniowaé operacje razydwa : stream — stream, ktora mnozy wszystkie
wyrazy strumienia przez dwa. Powinno by¢ tak, ze head(razydwa s) = 2 - head(s)
oraz tail(razydwa s) = razydwa(tail s). Symbol réwnosci oznacza konwersje.

Drugi sposob wymaga uzycia typu egzystencjalnego stream := Jp.p X (p — int X p).

Teraz strumieri wszystkich liczb naturalnych to np. Nats := [int, (0, An. (n,n + 1)].
(b) Prosze zdefiniowaé operacje head, tail i razydwa dla takich strumieni.

Trzeci sposéb to definicja typu stream w systemie F.

(c) Prosze zdefiniowaé stream w systemie F uzywajac tylko operatorow — i V. Dla
takiego typu stream prosze zdefiniowaé Nats i operacje head, tail i razydwa.

Rozwigzania

3a: To jest twierdzenie. Réwnowaznosé to koniunkcja dwoch implikacji, wiec A-term reprezentujacy
dowdd tej formuly jest para (Az7979\y" 1 y(xy), AzT Ay 9. g4 (2y)).
3b: To tez twierdzenie. Inhabitantem jest term \z("7979 =79 \yd z(\z779. y).

3c: To nie twierdzenie. Jako kontrprzyklad mozna podaé¢ model Kripkego o 4 stanach uporzad-
kowanych tak, ze ¢y < c¢1 < ¢o oraz ¢y < c3, ale cs jest nieporéwnywalne z ¢1 i z co. W tym modelu p
jest wymuszone tylko w stanie co. Wtedy c3 IF —p, i mamy co ¥ —p V ——p. Poniewaz ¢y I+ ~—p, wiec
——p — p jest wymuszone tylko w ¢y i ¢3. Zatem cq IF (—m—p — p) = pV —p.

4a: Rozpatrzmy model Kripkego o dwoch stanach 0 i 1, przy tym niech 0 ¥ p,q i 11IF p,q. Wtedy
0 Ik ——p, wiec 0 ¥ (=—p — p). Ale 0IF (=—p — p) — ¢ wiec (4a) nie jest wymuszone w stanie 0.

4b: Dowod: \z(7PP)I= 79Ny (A2 7P g, (2(AuP. (Ao Pu)y))y. Co sie tyczy dowodu bez ex falso,
przypomnijmy, ze negacja -« to w istocie skrot implikacji « — 1. Regula ex falso nadaje stalej L
szczegblnag role; jesli ja usuniemy, to L staje sie taka sama zmienna zdaniowa jak inne. Jesli wiec
formula ma dowdd bez reguly ex falso, to ma tez dowdd formula otrzymana z niej przez zamiane
kazdej negacji ~a na o — r, gdzie r jest nowag zmienna. W naszym przypadku bylaby to formuta
((p—=>7r)—=7r)—>p —q—r) = q— r. Kontrmodel dla tej formuly ma trzy stany 0, 1 i 2,
a relacje I+ okreslimy tak: 0,1,2 ¥ p, O W ¢q,r, 1,2 IF g, 2 IF 7, 1 ¥ r. Wtedy jedynym stanem,
ktory forsuje formule (p — r) — r jest 2 i zaden stan nie wymusza ((p — r) — r) — p. Stad
OlF(((p—=1)—=71)—=p) —q—r. AleON qg— 7.

Wskazowka: Jesli P : 7 = % oraz z : 7, to (Az:7)(Pz — Px) jest konstruktorem rodzaju 7 = *
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Inaczej: Dowod formuly (((p — r) = r) = p) = ¢ — r) = ¢ — r, to lambda-term tego typu, ktory ma
posta¢ normalng Az((P=7) =1 =P)=a=7 \yd M Term M musi wygladaé tak: M = xN((P=r)=r)=pQa,
gdzie N = \z(P=")=7" PP Ale w otoczeniu, w ktorym typy wszystkich zmiennych z,vy, z koncza sie
na r lub ¢, nie istnieje term typu p.

5a: Nie. Kontrmodel Kripkego sklada sie z trzech stanéw a, b, i ¢, gdzie a < b, c ale stany b i ¢ sa
nieporéwnywalne. Stan a nie wymusza zadnych atomoéw, natomiast b IF ¢, s oraz ¢ IF p,s. Wtedy
formuta p — 7 jest wymuszona tylko w stanie b a formula ¢ — 7 jest wymuszona tylko w stanie c.
A wiec stan a wymusza wszystkie trzy zalozenia i nie wymusza konkluzji s.

Inny sposob: przyjmijmy v(p) = (—00,0), v(q) = (0,00), v(r) = &, v(s) = R—{0} w algebrze otwartych
podzbioréw prostej R. Wtedy [p — 7], = [-p]o = (0,00) C [s], i podobnie [¢ — 7], C [s],. Ponadto
[p—q—=r],=[pAqg—r], =R, tymczasem [s], # R.

5b: Tak, bo to jest typ termu: AaP 7977 \y(P=7) =8 \2 (@278 \y 527 gy (y( AP u(z(Aw?.zvw)))).

Inny sposob: rozpatrzmy stan ¢ modelu Kripkego, w ktorym wymuszone sg wszystkie zalozenia, ale
nie konkluzja r. Skoro cIF s — 7, to c ¥ s. Zatem ¢ ¥ p — r, jest wiec taki stan d > ¢, ze d IF p
oraz d W r, skad tez d ¥ s. Wtedy takze d ¥ ¢ — r, jest wiec taki stan e > d, ze e lF g ie ¥ r.
Ale e IF p i mamy sprzeczno$¢ z powodu pierwszego zalozenia.

8: This property easily follows from Glivenko’s theorem. And conversely (take oo = T), hence it does
not hold at first-order.

9: Yes, if ~ a:= a — ¢ then ¥ ~~ (~~ p — p).
10: Pierwsza tak: dla z : a, y : =(p V q) jest ylinr(x(AzP.y(inlz)))] : L. Druga nie: kontrmodel
Kripkego ma dwa stany ¢ < d, w stanie ¢ nic nie jest wymuszone, w stanie d jest wymuszone q.

11: Jesli w algebrze otwartych podzbioréw R zinterpretujemy p jako (—o0,0), oraz ¢ jako (0,00),
to znaczeniem formut (11a) i (11b) bedzie zbior R — {0}. Obie te formuly sa jednak wymuszane
przez dowolny iniowo uporzadkowany model Kripkego. Formula (11b) dlatego, ze jeden ze zbioréow
{c|clFp}if{ec]| clk ¢} musi (z powodu monotonicznosci) zawiera¢ drugi. A formuta (11a) dlatego,
ze ¢ ¥ —p jest mozliwe tylko wtedy, gdy ¢’ I- p dla pewnego ¢’ > c. Ale wtedy dla dowolnego stanu c”
istnieje takie ¢, ze ¢’ I+ p, skad wynika c |- ——p.

Natomiast dla formuty (1lc) kontrprzyktadem liniowym jest model dwuelementowy, w ktérym
c < c, arelacja I jest taka, ze ¢ ¥ p,q oraz ¢’ IF p,q.

12: Zadna z implikacji & — 8, 8 — « nie jest twierdzeniem intuicjonistycznym. Kontrmodel Kripkego
dla o — 8 ma 2 stany, w pierwszym stanie nic nie jest wymuszone, w drugim wymuszone sg atomy
e,b,a. Kontrmodel dla 8 — « jest podobny, ale w drugim stanie wymuszone sg e, d, a.

(o — B) Implikacje ¢ — b, d — a sa wymuszone wszedzie, e — d nigdzie, wiec (e — d) — ¢ wszedzie,
natomiast ((e — d) — ¢) — b tylko w stanie 2. Ale 2 I+ a, wiec a jest wymuszone wszedzie. Ponadto
e — (d — a) = bic— bsa wymuszone wszedzie, tymczasem 1 ¥ a.

(8 — «) Implikacje ¢ — b, d — a, e = d sa wymuszone wszedzie, zatem (e — d) — ¢ nigdzie i dalej
((e = d) = ¢) — b wszedzie, wiec 1 ¥ «. Formuta e — (d — a) — b nie jest wymuszona nigdzie, bo
w stanie 2 jest e. Zatem 1 I .

Inna metoda: pokazaé, ze nie istnieje term w postaci normalne;j.

(a—=B)JesliT={X:0a,Y:e— (d—a) > b, Z:c— b}, to trzeba wyprowadzi¢ I - a. Trzeba
uzyé¢ X i udowodni¢ T', (e — d) — ¢ F b. Zeby uzy¢ Y, trzeba udowodni¢ T', (e — d) — ¢ F e, co
jest niemozliwe, bo zadne zalozenie nie koiiczy sie na e. No to trzeba uzyé¢ zmiennej Z i udowodnié
T, (e = d) = ¢,e - d, a to sie tez nie da, z podobnego powodu.

(8 — a) Niech A ={V : ((e = d) = ¢) = b, W : 8}. Chcemy udowodni¢ A F a i musimy uzy¢ W.
To wymaga dowodu dla A,e,d — a b b z uzyciem V', czyli chcemy A e,d — a F ¢ i tu znowu nie ma
zalozenia konczacego sie na c.

13: Jesli stan ¢ wymusza §«, to zaden przyszty stan ¢; > ¢ nie moze wymuszaé¢ formuty —a. Inaczej
mogliby$my zbudowaé rosnacy ciag stanéw, ktory ,omija” . A zatem IF fa — ——a.

Rozpatrzmy teraz model Kripkego o zbiorze stanéow N i z takim porzadkiem: liczby parzyste sa
uporzadkowane jak zwykle, a kazda liczba nieparzysta 2k + 1 jest wieksza od liczb 2n dla n < k
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i nieporownywalna ze wszystkimi pozostatymi liczbami. Atom p jest wymuszony we wszystkich stanach
nieparzystych. Wtedy 0 IF =, ale 0 ¥ ff «r, bo ciagg stanéw parzystych ,omija” .

/ 1 / 3 / ’ / '

0 2 4 6 s
Ten efekt jest mozliwy tylko w modelu nieskoiiczonym. W modelach skoriczonych stany koncowe
tworza przekroj, w takich modelach mamy wiec wymuszong rownowazno$¢ ——p < fp. Gdyby fp
bylo réwnowazne jakiej$ formule B, to w kazdym modelu skoriczonym mieliby$my tez 3 < ——p.

Poniewaz intuicjonistyczny rachunek zdan ma wlasnosé skonczonego modelu, formuta g <+ =—p bylaby
intuicjonistycznym twierdzeniem i w konsekwencji formuty ——p i ff p tez bylyby réwnowazne.

14: Porzadek liniowy jest oczywiscie krata. Jesli a < b, to pseudodopelnieniem a = b jest 1, w prze-
ciwnym razie mamy a = b = b. Zatem mamy algebre Heytinga (krata jest dystrybutywna, bo zawsze
istnieje pseudodopelnienie).

Formuta zdaniowa jest wymuszana we wszystkich liniowo uporzadkowanych modelach Kripkego
wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa we wszystkich liniowo uporzadkowanych algebrach Heytinga.
Implikacja z lewej do prawej wynika stad, ze filtrami pierwszymi w liniowo uporzadkowanej algebrze
Heytinga sg wszystkie podzbiory zamkniete w gore. Zatem filtry te sa liniowo uporzadkowane przez
inkluzje i jesli zbudujemy z nich model Kripkego jak w dowodzie twierdzenia o pelnosci, to bedzie on
liniowo uporzadkowany.

Aby udowodni¢ implikacje z prawej do lewej nalezy zauwazy¢, ze zamkniete w gore podzbiory liniowo
uporzadkowanego modelu Kripkego C tez sa liniowo uporzadkowane i tworza algebre Heytinga H. Jesli
teraz okreslimy o(p) = {c| cIF p} to przez latwa indukcje uzyskamy rownowaznosé warunkow H, o = ¢
oraz C I .

15: Formula (15a) nie ma inhabitanta w postaci normalnej, wiec nie moze by¢ tautologia. W otoczeniu
y:(p—q) = r z:p—rkazdy term normalny typu r musiatby by¢ postaci yMP~? lub postaci zNP.
Takiego M ani N nie da sie skonstruowaé, bo w naszym otoczeniu nie ma zmiennej typu koiiczacego
si¢ na p ani na ¢. Niech teraz 7= ((p = ¢) = 1) = (p — r) — r. Wtedy term

AzT 9z (A\yP D2 NP2y (AP ( Ay PO NPT 20)),
ma typ (T — q) — ¢, wiec formula (15b) jest tautologia.

16: Kontrprzyktady Kripkego sg na rysunku. Strzalki oznaczaja relacje < w zbiorze stanéw. Zazna-
czono wszystkie zmienne zdaniowe wymuszone w poszczegblnych stanach. Kontrprzyktady Heytinga

q p,q
(16a) e———r (16b) p/
p p,r

wybierzemy w algebrze otwartych podzbioréw prostej rzeczywistej. W czesci 16a niech v(p) = (—o0, 0),
v(q) = (0,00) — {3x | n =2}, v(r) = (0,00) — {5 | n > 2}. W czeéci 16b wezmy v(p) = R oraz
U(Q) = (700’0)7 U(T) = (0700)

17a: Warunek —a = 0 oznacza tyle co Va(zMa =0 — x = 0). Jedli a,b € F oraz xMaMb =0, to
wtedy £Ma=0,bobée F,idalejx =0,boa € F. Jeslia € Foraza <btoxla>xMb, jesli wiec
xMb=0, to tym bardziej x Ma = 0, skad = 0. Ponadto F' # @), bo —1 = 0, a wiec F jest filtrem.
17b: Niech a =~ a’ oraz b =~ b/. Chcemy pokaza¢, ze —a ~ —a’ oraz aob ~ a’ oa’ dla kazdego dzialania
o € {M,U,=}. W tym celu potrzebne sa nam takie nier6wnosci, prawdziwe w kazdej algebrze Heytinga,
a oczywiste w algebrze Lindenbauma:
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e a=d < —d = —q
(a=d)Nb=V)<(anb=d N¥),

e (a=ad)N(b=0V)<(alUb=d Ub);

(@=a)NNb=?)) <(a=b)=(d=7V).

Jesli lewe strony tych nieréwnosci naleza do filtru, to prawe strony tez i to juz caly dowod.

17c: Aby pokazaé, ze H/~ jest algebra Boole’a, trzeba sprawdzié, ze a Ll —a ~ 1, dla dowolnego a,
inaczej mowiac, ze a U —a € F. Przypusémy wiec, ze M (aU —a) = 0. Wtedy zMNa=2M—-a =10
czylix < —aoraz x < — —a. Stad < (—aM——a) =0.

18: Jesli H jest algebra Lindenbauma i « jest klasyczng tautologia, to a jest spelniona przez try-
wialne wartosciowanie w H/~ zadane wzorem v(p) = [[p]~]~. To wartosciowanie ma te wlasnosc,
ze [a], = [[a]~]~, gdzie [a]~ oznacza element algebry Lindenbauma wyznaczony przez formute «
(klase abstrakeji ze wzgledu na intuicjonistyczng rownowaznos$é formul.) A wiec mamy [a]. ~ 1 czyli
[a]~ € F. Jeszcze inaczej, F —~a — L czyli - —=—a.

19: Problem cyklu Hamiltona jest w klasie NP, istnieje wiec formuta zdaniowa klasycznie wyrazajaca
istnienie cyklu Hamiltona. Negacja tej formuly wyraza nieistnienie. Mozna wiec zastosowaé translacje
Kolmogorowa. Ale my skonstruujemy nasza formule wprost. Uzyjemy zmiennych zdaniowych s, v},
gdzie £ € V orazi = 1, ..., k. Formuta ma posta¢c @ — s}o, gdzie ¢ to wybrany wierzcholek poczatkowy,
a zalozenia &’ sg takie:

. véj‘l — = véj;l — sb, gdzie £ € V, i < k oraz {1, ...0,,, to wszystkie wierzcholki, do ktorych
prowadza, krawedzie z /.

o (vi—ut = s uf = sl sl gdzie L€V, i < k.

° vfl, e ,Uéfd, gdzie 01, ..., ¢% to wszystkie wierzchotki, z ktérych nie ma krawedzi do .

Kazda droga w G rozpoczynajaca sie od £y odpowiada jednej gatezi potencjalnego dowodu, w ktorym
kolejne cele dowodowe sa postaci s}, gdy ¢ jest i-tym kolejnym wierzchotkiem na tej drodze. Jesli
wierzchotek ¢ byt odwiedzany w chwili 4, to do zatozen dodaje sie atomy vf‘l, ..., v¥. W razie kolejnego
wybrania tego samego wierzchotka, ta galaz w dowodzie sie koniczy. Pozostaja jeszcze te galezie,
w ktorych udato sie wybraé k réznych wierzchotkow. Wtedy dowdd mozna zakoniczyé, jesli nie istnieje
przejscie do 4.
20: Pierwsza nie. Kontrmodel Kripkego ma dwa stany ¢ < d i dziedziny A. = {0}, A4 = {0,1}.
W obu strukturach do relacji P nalezy tylko 0. Kontrmodel topologiczny to H-struktura o dziedzinie
A =R —Q, gdzie H jest algebra otwartych podzbioréow Q. Relacje P interpretujemy jako funkcje
okreglona tak: PA(r) = QN (—r,r). Druga tak. Dow6d mozna zapisaé¢ jako lambda term
AX?N unpack X{2} as [z,Y:=P(z)] in AZ7* () Y (Z2)

21a: Nie. Rozpatrzmy O(R)-strukture A = (R, PA), gdzie PA(r) = R — {r} dla dowolnego r € R.
Wtedy [Vz P(z)] = @, ale [Vz—-—P(z)] = R, bo ~(~(R — {r})) = R dla kazdego r € R. Zatem
znaczeniem formuly —Va P(z) jest cala prosta a znaczeniem formuly —Va ——P(x) jest zbior pusty.
Inny sposéb: rozpatrzmy model Kripkego o zbiorze stanéw N i statych dziedzinach D,, = N. Relacje P
zdefiniujemy w dziedzinie D,, jako zbior {k | k < n}. Nie ma takiego stanu, ktory wymusza Vo P(z), bo
zawsze jest element, ktory nie nalezy do relacji. Za to formula Vax ——P(x) jest wymuszona w kazdym
stanie, bo kazdy element predzej czy pdzniej do relacji wpadnie.
21b: Tak. To jest typ takiego termu:

AX 732 P(@) \y 32 =P (@) ynpack YV as [a, V@] in V(AZP(@), X[a, Z]7*F®),
Inny sposob: rozpatrzmy dowolny model Kripkego i dowolny stan c¢. Jesli ¢ IF =3z P(x), to znaczy,
ze w kazdym stanie d > ¢ relacja P jest pusta. Tymczasem c |- 3z =—P(z) oznacza, ze dla pewnego
elementu a dziedziny D, zachodzi c¢,a IF =—P(x), w szczegdlnosci ¢, a ¥ —P(z). Inaczej: element a
musi w jakim$ przysztym stanie naleze¢ do relacji P.

23: Z ,dobrego” prawa De Morgana Vz —-Q(z) + -3z Q(z) wynika rownowaznos¢ formul (23b) i (23c).
Formuta (23b) implikuje formule (23a), bo P(x) implikuje ——P(x), a schemat (p — ¢) — =g — —p
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jest intuicjonistycznie prawdziwy. Pozostaje zauwazy¢, ze formuta (23a) nie implikuje pozostatych.
Jesli znaczeniami predykatu P(z) sa zbiory R — {z} dla x € R, to w algebrze otwartych podzbiorow
prostej wartoscia formuly (23a) bedzie 1, a wartoscia formuly (23c) bedzie 0.

24: Dowod w Coqu przy zalozeniu schematu Grzegorczyka:

Variable A: Set.
Variable a: A.

Variable S: Prop.
Variables P Q : A->Prop.

Hypothesis Grzegorczyk: forall (R: A -> Prop) (S:Prop),
(forall x, R x \/ S)->(forall x,R x)\/S.

Hypothesis Gamma: forall x, exists y, Py /\ (Q y -> Q x).
Hypothesis Beta: not (forall x, Q x).
Hypothesis Delta: forall x, P x -> (Q x \/ 9).

Goal S.
assert (forall x, Q x \/ S).
+ intro.
destruct (Gamma x).
destruct H.
destruct (Delta x0O H ).
- left.
apply HO.
assumption.
- right.
assumption.
+ destruct (Grzegorczyk Q S H).
- contradiction.
- assumption.
Qed.

Wezmy model Kripkego o dwoch stanach 0 < 1, i strukturach relacyjnych Ag = ({0}, P°,QY, S°),
Ar = ({0,1}, P, Q% Y, gdzie Q° = Q' = {0}, P° = {0}, P' = {0, 1}, zeroargumentowa relacja S°
nie zachodzi, a S* zachodzi. Atom P(y) jest wymuszany wszedzie, wiec 0 I- Vo (P(z) A (Q(x) — Q(x))),
i tym bardziej 0 I- . Poniewaz 1 ¢ Q*, wiec 0 ¥ 3. Dalej 0 I- Vz(Q(z) V S), bo w stanie 0 mamy Q,
a w stanie 1 mamy S. Stad O I+ d. Ostatecznie O v — 38— 6 — S, bo 0 S.

25: Implikacja § — ~ jest twierdzeniem, ktérego dowdd mozna zapisaé w postaci lambda-termu:
AXOANYYY PW) unpack X as [z, Z: P(z) — Q(z)] in [z, Z(Yx)].
Implikacja v — ¢ nie jest twierdzeniem, co najlatwiej zauwazy¢ zamieniajac Q(z) na L. Wtedy
v — 4 to po prostu prawo De Morgana —Vy P(y) — 3z —P(z). Kontrprzykladem topologicznym jest
O(R)-struktura A = (Q, P4, Q4), w ktorej PA(w) = R — {w} i Q*(w) = @, dla w € Q. Znaczeniem
formuty Vy P(y) jest wtedy wnetrze zbioru R — Q czyli zbior pusty. A wiec znaczeniem v jest cala
prosta, podczas gdy znaczenie 0 jest puste. Kontrprzyklad Kripkego dla formuly v — § ma postac
C=(N,<,{A, | neN}), gdzie A, = (N, P", Q") oraz P" = {0,...,n}, Q" = &, dlan € N. Poniewaz
w kazdym stanie n sg elementy nie nalezace do P", wiec n W Vy P(y) czyli walkowerem 0 I . Ale
0 ¥ 4, bo kazda liczba naturalna nalezy do pewnego P".
26: Kontrprzyktadem topologicznym jest O(R)-struktura A = (Q, PA), w ktorej PA(w) = R — {w}
dla w € Q. Znaczeniem formuly Vy P(y) jest wtedy wnetrze zbioru R—Q czyli zbiér pusty. Znaczeniem
formuty 3z —P(x) tez jest zbior pusty, a podwojna negacja z przodu nic tu nie zmieni.
Kontrprzyktad Kripkego dla tej formuty ma posta¢ C = (N, <,{A, | n € N}), gdzie A, = (N, P")
oraz P" = {0,...,n}, dla n € N. Poniewaz w kazdym stanie n sa elementy nie nalezace do P", wiec
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n W Vy P(y). Ale nie ma tez elementéow spemiajacych —P(x), bo kazdy predzej czy pozniej znajdzie
siec w zbiorze P™ dla pewnego m > n. Zatem n ¥ 3z —-P(z). A wiec w kazdym stanie n wymuszona
jest formula —(Va P(z) vV 3z —P(z)), co oczywiscie wyklucza podwdjna negacje.

27: Schematy (B) i (C) sg rownowazne. W schemacie (B) mozemy przyjaé Va p(z) jako ¥ i otrzy-
mamy (C). Mamy tez oczywiste wynikanie p(z) — Vz p(z), Ve o(z) — ¥ - o(x) — 1, a wiec (C) po
prostu implikuje (B). Dalej, z paradoksu pijaka (C) wynika schemat Grzegorczyka (A). Mamy bowiem
o(zo) = Yyp(y), v V p(xo) F ¥ V Vye(y). Natomiast schematy (B) i (C) nie sa konsekwencjami (A),
bo (B) ma kontrprzyktad o stalych dziedzinach (prosta adaptacja rozwiazania 16b).

28e: To nie twierdzenie. Rozpatrzmy dziedzine D = {1,2} i algebre otwartych podzbiorow RZ.
Zinterpretujmy Q(1) jako I éwiartke plaszczyzny, Q(2) jako III éwiartke, a P(1) i P(2) jako sume II
i IV ¢wiartki. Wtedy lewa strona to cala plaszczyzna, a po prawej stronie brakuje punktu (0, 0).

30: No, there is always a proof corresponding to the empty word. To fix it, replace the third axiom
by two: Vay(Q(z,y) — P(a(x),a(y))), and Vay(Q(z,y) — P(b(x),b(y))).

31: Formula ma posta¢ oy = ag — -+ — a,, = L, a jej przestanki «; sa nastepujace:

—q0(0,0) = 1) oraz Vay(qs(z,y))"

—Vay(p(s(x),y) = q(z,y)), dla instrukcji postaci ,,q : ¢1 := ¢1 + 1; goto p;

—Vay(p(z, s(y)) — q(z,y)), dla instrukeji postaci ,,q : ¢o := co + 1; goto p’;

(
x,y) — q(s(x),y)), dla instrukcji postaci ,,q : ¢1 := ¢; — 1; goto p;”
—Vzy(p(z,y) = q(x, s(y))), dla instrukeji postaci ,,q : ca := co — 1; goto p”;
= Vay(p(0,y) = q(0,y)), oraz Yay(r(s(z),y) — q(s(z),y)),

dla instrukcji postaci ,,q : if ¢; = 0 then goto p else goto 1’
= Vay(p(x,0) = q(y,0)), oraz Yay(r(z, s(y)) = q(z,s(y))),
dla instrukcji postaci ,,q : if co = 0 then goto p else goto 1.
32: W zbiorze A mamy formule Vay g¢(z,y) 1 po jednej formule dla kazdej instrukeji automatu:

- Vayz(S(z,y) = q(z,2) = p(x,y)), dla instrukcji p: delete; goto ¢;
—Vay(Vz(S(z,2) = A(z) = q(z,y)) = p(z,y)), dla instrukeji p: insert (A4); goto g;
—Vay(Aly) — q(z,y) = p(x,y)), dla instrukcji p : peek (A4); goto q.

Powiemy, ze otoczenie I'(x1, ...,z,) koduje kolejke w = Al...A,, gdy naleza do niego formutly jak
we wskazowce, a wszystkie pozostate formuly sa atomowe i nie zawieraja zmiennych x4, ...,x,, z co
najwyzej jednym wyjatkiem postaci S(z,,,y) gdzie y # 1, ..., z,. Wtedy osad postaci I' A F q(z1, z,,)
mozna tylko udowodni¢ z pomoca formuly zwigzanej z instrukcja dla stanu q. Na przyktad jesli
to jest instrukcja p : insert (A4); goto ¢, to musimy udowodnié¢ T')A F Vz(S(z,21) — A(z) —
p(z,2,)), co prowadzi do zadania T',S(z,x1), A(z), A b p(z,2,). Otoczenie T' S(z,21), A(z) koduje
kolejke AA1... A, z pomoca ciagu zmiennych z,z1,...,z, (moga tam tez by¢ nowe ,$mieci” ale to nic
nie szkodzi) i mozemy przez indukcje pokazywaé, ze osad ma dowod wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna
uruchomiona w odpowiedniej konfiguracji dojdzie do stanu koricowego. (Dla konfiguracji koricowej
dowod jest trywialny.) Automat uruchomiony w stanie gy z kolejka # zatrzyma sie wiec w stanie ¢
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dowod osadu A, #(z1) F go(x1,21). A zatem jesli A = {a1,...,an},
to nasza formuta ma posta¢ a; — -+ = any — #(x1) = qo(z1, 1),
33: Niech there = A\z"ApAy™ P, yz i back = Az x7L. Term ApAy™ P .y(ArAu’e =" u(r = p)y) ma
typ o i nie jest postaci there(N).
35b: To jest twierdzenie. Podstawiajac p := —q i korzystajac z zadan (3a—3b) widzimy, ze z lewej
strony implikacji wynika q V —q. A zatem dowo6d naszej formuly mozna zapisa¢ z pomoca termu:
Az"P(2V®) case x:(—q) of [ud)inleft(u)
or [w® Jinright(Ap. case zp  of [s9)eq(w(Az79795)s)
or [r*]r)
gdzie uzyto skrotow a = ((p = q) 2 ¢) =2 pid =alp:=—q] = ((—~g¢ = q) = q) — —q.
35e: Yes, use the instantiation p := p, ¢ := —p.

110

35f: No, consider a standard model*” of four states a, b, ¢, d with a < b, ¢ < d and incomparable b, c.

10 A1l upward-closed subsets are values.
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Take v(p) = {a,d} and v(q) = {b,d}. Then a ¥ (p — q) V (¢ — p), while a |- Vp(=p V =—p).
351: No. Consider the algebra of open sets of {0} U{1/n | n € N1} and take v(p) = {1/n | n € N1}
36a: ~q — ¢ czyli =—¢q (bo F ¢ — (¢ — p)); 36b: ¢ — r (bo z jednej strony ¢ F (¢ — p) — p,
a z drugiej F ¢ < (¢ = q) — q); 36¢: ¢V —q (bo z jednej strony =g - ¢ — p, a z drugiej strony mozna
przyjaé p := 1); 36d: T (bo wystarczy p := q).
37: Przyjmiemy 7 jak w zadaniu 33 i o = Vr (r — r). Wtedy wyrazenie

ApAz™ 7P g(Ar u¥e(@=") u(r — o — p)a)I
ma typ 7 X o i nie jest para uporzadkowana.
38: Nalezy najpierw zdefiniowaé iloczyn kartezjanski typoéw o x 7, pary uporzadkowane i rzutowania.
Definicja rekursora jest taka:

ApAf<7 PP AN AP oy (np X w) (AP (f (2 (v)) (m1(v)), suce(ma(v)))) (y, 0)).
39: W Coqu napiszemy

Inductive krzak : Set :=
| node : krzak -> krzak -> krzak -> krzak
| leaf : nat -> krzak
i dostaniemy taka zasade indukcji:
krzak_ind
: forall P : krzak -> Prop,
(forall k : krzak,
Pk ->
forall kO : krzak,
P kO -> forall k1 : krzak, P k1 -> P (node k k0 k1)) ->
(forall n : nat, P (leaf n)) -> forall k : krzak, P k

W systemie F zdefiniujemy krzak = Vp ((w —p) — (p = p = p — p) = p),
a trzecia mozliwosé to krzak = up.int® (p X p X p).
40a: CL,Cy — CCY.
40b: Niech Co = Ayi*. fo(y1C2), C2 = Ayi®. f2(yoC1), C1 = Ay5°. f1(y2y0), gdzie fo = B1 — Bo,
f2 : ﬂo — [32, f1 : [32 — 51 Sq zmiennymi. Teraz CQCO - fg(fo(fl(CQCo)))
40c: Skoro tak, to CO = )\foyl.fo(y15102), CQ = )\fgyo.fg(yogocl), Cl = )\flyg.f1(y252yo) (tutaj
zmienne 2?1, 32, 770 Sa Wolne) i mamy reduijQ: C’QZQCO — fg (fo (f1 (CQZQOO)))
40d: Jest droga w drzewie T od korzenia do negatywnej pozycji, na ktorej znajduje sie c¢y. Ta droga
skreca w lewo nieparzysta liczbe razy, powiedzmy 2k 4+ 1. To wyznacza ciag typoéw cg,C1, ..., Cog, Co
spelniajacych rownania podobne do tych w czesci (c), gdzie byto k = 1.
41b: Term A:7. tw(Ap:wAGwAT:w. p+q) (Az:w. ApAfP7P797P \g“ =P 11) liczy liScie, natomiast wysokosé
dostaniemy z pomoca termu At:7. tw(Ap:wAg:wAzr:w. 1 + max{p, ¢})(Ax:w. ApA fP7P7Y 7P Az 7P 10)
41c: Zdefiniujmy najpierw funkcje kons = At:TAs:TAn:w., ApAfP7P79 7P AP f(tpfa)(spfx)(zn)
ileaf : An:wApA fP7P79 7P \gW =P gn. Zerowanie etykiet mozna teraz napisaé tak:

AT T (Ay:T Az T Awiw. konsy 20) (Au @ w. leaf0).
42: Trudna jest tylko symetria. Przyjmijmy otoczenie, w ktorym

z:71, y:7, C:Eqzy, P:7= %

Niech W = (Az:7)(Pz — Px). Poniewaz Eq"zy = (VP:1 = x)(Px — Py), wiec aplikacja (W ma typ
Wz — Wy czyli typ (Px — Pz) — (Py — Pz). Zatem term (W1 (gdzie I to odpowiedni kombinator
identycznosciowy) ma typ (Py — Pz). Ostatecznie, term (Az:7)(Ay:7)(ACGEQ zy) (AP = *).(WT.
ma typ (Vo:7)(Vy:7)(Eq 2y — Eq"yz).
43a: razydwa := As®**®™, Coitsirean (A" (2 - (head t), tail t)))s .
43b: head := \s%**** unpack s as [p, XP*(P=10XD)] in 1) (1, X)) (11 X)),
tail := \s%*7¢2® unpack s as [p, XP* (P10t XP)]in [p, (1o (12 X)(m X)), 72 X )],
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razydwa = \s***** unpack s as [p, XP*P=188XP)]in [p, (11 X, \aP (2 - my (1o X x), ma(ma X 2)))].

43c: Kwantyfikator 3 jest definiowalny w systemie F, a currying eliminuje iloczyn kartezjanski.
stream := Yq(Vp(p — (p — int) — (p = p) = q) — q),

Nats := Ag\z"P(+) .z int 0 4d suce,

head := \s**¥2 s int (ApAuP A\vP 7 A\wP =P yuy),

tail == \s%t72 5 stream(ApAuP A\vP I \wP =P, AgAz"PC) | zp(wu)vw),

razydwa = \s%*°* s stream( ApAuP \oP 1 \wP =P AgAz"PC) | zpu( . 2 - (vu))w).



