Egzamin z logiki i teorii typow, 5 lutego 2025

1. Wiadomo, ze schemat (—p — ¢V r) — (-p — q) V (=p — r) nie jest intuicjonistycznym
twierdzeniem. Ale jezeli jaka$ formuta postaci —a — £V v jest twierdzeniem zdaniowej
logiki intuicjonistycznej, to jedna z formut —a — § lub —a — ~ tez jest twierdzeniem.
Prosze udowodni¢ ten fakt na dwa sposoby:

(a) teoriodowodowo (nie odwotlujac si¢ do semantyki);

(b) metodami semantyki Kripkego.
2. Ktore z nastepujacych formut s twierdzeniami intuicjonistycznej logiki pierwszego rzedu?

(a) (Vz—=—=P(z)) - ——Vz P(x)
(b) Va(P(z) — Jz—-P(z)) —» =V ~—P(x)

W przypadku odpowiedzi pozytywnej nalezy skonstruowaé term dowodowy. Czy od-
powiedz sie zmieni jesli kwantyfikatory indywiduowe Vx, dz zamienimy na Va:7, Jz:7
i zapytamy czy tak otrzymana formuta rachunku konstrukcji tez jest twierdzeniem?

W przypadku odpowiedzi negatywnej prosze skonstruowaé kontrmodel Kripkego i kontr-
przyktad topologiczny. Czy istnieje kontrmodel Kripkego o stalych dziedzinach? Czy
istnieje kontrmodel Kripkego o skoniczonej liczbie stanow?

3. Czy formuta Vp(q V (p V —p)) — q V Vp(p V —p) jest twierdzeniem zdaniowej logiki
intuicjonistycznej drugiego rzedu?

4. Dla danego grafu G = (V, E)) mozna napisa¢ formule zdaniowa ¢, ktora jest intuicjonis-
tycznym twierdzeniem wtedy i tylko wtedy, gdy G ma cykl Hamiltona. Zaktadajac, ze
G ma n wierzchotkéw, mozna uzyé zmiennych zdaniowych postaci ¢ oraz a;, gdzie a € V'
oraz 1 < n. Formuta ma ksztalt n — v — --- — yn — 0, a jej przestanki v; sa takie:

-(ag = 1) —=0,dlaacV;

-a; — (ba — 2) — 1, dla takich b,a € V', ze b # a oraz (a,b) € E;

- a3 — by — (e¢3 — 3) — 2, dla takich parami réznych a,b,c € V', ze (b,c) € E;
- I tak dalej.

Tak zdefiniowana formuta jest obliczalna z G, ale jej rozmiary sa wyktadnicze, bo w zwro-
cie ,ji tak dalej” kryja sie dowolne ciagi wierzchotkéw dtugosci nawet n. Zadanie polega
na poprawieniu tej konstrukcji w taki sposob, aby otrzymana formuta byla obliczalna
z grafu G w czasie wielomianowym, co daje redukcje problemu cyklu Hamiltona do intu-
icjonistycznego rachunku zdan. (Mozna np. uzyé¢ dodatkowych zmiennych.) Czy da sie
tak otrzymac takze wielomianowa redukcje problemu cyklu Hamiltona do logiki BCK?
(Dowody w BCK to termy ,afiniczne™ kazda zmienna jest uzywana co najwyzej raz.)

Rozwiazania

la: Skoro —a — [V 7 jest twierdzeniem, to ma dowdd normalny, czyli w rozszerzonym rachunku
lambda istnieje term zamkniety tego typu w postaci normalnej. Taki term M musi mie¢ postaé
M = Ax™®. N, gdzie x : o+ N : gV . Jesli N jest konstruktorem iny(P) lub ing(P), to term
M = Ax™*. P jest dowodem formuly —«a — 3 lub formuty —a — ~. Jesli zas N jest eliminatorem, to



musi sie zaczynaé od aplikacji postaci zR*, ktora ma typ L. Ale wtedy -« F L i tym bardziej ~« - S.
Stad F —a — .

1b: Przypusémy, ze ¥ —a — ( oraz ¥ —a — v. Sa wiec takie dwa modele (Cy, <1,lFq) i (Ca, <o,lF3)
i takie stany ¢y € Cy, co € Co, ze C1,¢1 Ik —a, Co,co ko —a, Cq,c1 W1 B oraz Cs, co Wo v. Bez straty
ogolnosci mozna zatozyé, ze c1 i co 83, odpowiednio, elementami najmniejszymi w Cy i Cy. Wzigwszy
¢ ¢ Cy U Cy, tworzymy nowy model (C, <,IF) gdzie C = C; U Cy U {c}, relacja IF jest suma relacji
IF1 i IFo, a porzadek < powstaje z <3 U <y przez dodanie ¢ jako elementu najmniejszego. Wtedy
C,clk —a, oraz C,c ¥ B (bo C,c1 W1 B) a takze C,cl¥ v (bo C,co o ). Stad C,c ¥ —a — BV .

2a: Ta formula nie jest twierdzeniem. Kontrmodelem Kripkego (o stalych dziedzinach) jest na
przyktad struktura (N, <, {A,}nen), gdzie A, = (N,P™) i P" = {0,...,n}. Warunek =——P(x) jest
wymuszony w kazdym stanie dla kazdego elementu, bo kazda liczba n nalezy do P™ dla m > n. Zatem
0 Ik Yz == P(z). Jednak warunek Vz P(z) nie jest wymuszony nigdzie, skad 0 ¥ ==V P(x).

Nasza formuta jest jednak wymuszona przez kazdy model (C, <, {A.}.cc) o skoniczonej liczbie stanow.
Niech bowiem ¢ € C i niech C,d I Vz =—P(z) dla pewnego d > ¢. Wtedy w kazdym stanie e > d
i przy kazdym wartosciowaniu g zachodzi C,e, o IF == P(x). Jesli e jest stanem koricowym, to mamy
po prostu C,e IF Vo P(x). A skoro model jest skoniczony, to wszystkie drogi prowadza do stanow
koricowych, wiec C,d I ~—Vz P(z).

Kontrprzyktadem topologicznym jest O(R)-struktura o dziedzinie Q, gdzie P(q) = R — {¢} dla ¢ € Q.
Przy wartosciowaniu v(x) = ¢ wartoscig formulty ——P(z) jest R i takie tez jest znaczenie zdania
uniwersalnego Vo =—P(x). Ale zdanie Va P(x) ma wartos¢ zero, bo iloczyn wszystkich zbiorow R—{q}
jest brzegowy. Stad takze ——Vx P(z) ma wartos¢ zero.

2b: Ta formutla jest twierdzeniem, a jej dow6d mozna zapisa¢ w postaci takiego termu:
AXVE(P(@)=322P(2) \y Ve ==P@) yga(AZP @) let XxgZ = [2,V : ~P(2)] in Y2V).

Ten term ma zmienng wolna g, co jest dozwolone w logice pierwszego rzedu (,dogmat o niepustosci
dziedziny”). Jednak dowdd w rachunku konstrukeji musi by¢ termem zamknietym, a to nie zawsze jest
mozliwe. Na przyktad formuta Vot (P(z) — 321.=P(2)) — —Val.==P(z), gdzie L = Vp: *.p, nie
jest twierdzeniem rachunku konstrukeji. Istotnie, na mocy ex falso, zaréwno Yt (P(z) — 3z+. ~P(2))
jak i Vot.==P(z) sa twierdzeniami, a zatem z naszej formuty natychmiast wynika sprzecznogé. Tym-
czasem rachunek konstrukcji nie jest sprzeczny, bo ma wlasnosé silnej normalizacji.

3: Tak. Jesli x : Vp(qV (pV —p)), to aplikacja zq ma typ ¢V (¢ V —q) réwnowazny alternatywie gV —q.
Oczywiscie ¢ - ¢VVp(pV —p), wiec wystarczy sprawdzié, ze takze Vp(qV (pV-p)), =g F ¥p(pV—p). A to
tatwe, bo dla x jak wyzej mamy zp : ¢V (pV —p), a pierwszy sktadnik alternatywy jest sprzeczny z —q.
Ten dowod mozna zapisa¢ w postaci lambda-termu:

Az¥PaV(PVTR)) g2, ing (2); w2 "0 w29 ing(2); y 79 ing(Ap. xp[v?. yu[p V —p); wPV 7P, w])]].

4: Dodajemy zmienne a’ o znaczeniu ,wierzchotek a nie zostal wybrany w i-tym kroku” i dla kazdego
i =1,...,n piszemy sktadowe a' — a? — -+ = @'t = b1 = (a; > b — - = 20 = 0) —i—1,
gdzie (b,a) € FE oraz b,. ..,z to wszystkie wierzchotki oprocz a.

Czyli zaczynamy od (a; — bt — -+ — 2! — 1) — 0, a potem na przyklad dla i = 6 mamy zalozenia
postaci a — a? — -+ = a5 = bg — (a7 = b7 — - = 27 — 7) — 6. Wszystkich takich
zatozeri jest n?, kazde dtugoéci O(n). Kazde jest w dowodzie uzyte najwyzej raz. Takze dodawane
do otoczenia zalozenia postaci a’, a;, sa uzywane co najwyzej raz: zmienna typu a’, gdy dla pewnego

J > i wprowadzamy zalozenie a;, a zmienna typu a;, gdy wprowadzamy jakie$ by .

Zeby to byt naprawde cykl, i zeby nie popsué afinicznosci, trzeba:

(1) zamieni¢ zalozenia (a3 — b — -+ = 2! - 1) 5 0na (a; > a} > b' - - =2 5 1) = 0;
(2) zamiast n przyjaé zalozenia postaci b, — a} — n, dla kazdej krawedzi (b, a).



