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1. Niech ¢ : (N — N) — P, (N) bedzie taka ze ¢(f) = f(Rg(f)) dla dowolnego f.

(a) Czy funkcja ¢ jest roznowartosciowa? Czy jest na P, (N)?
(b) Jakiej mocy jest przeciwobraz rodziny wszystkich nieskoriczonych podzbioréow N7

(c) Jakiej mocy jest przeciwobraz rodziny wszystkich skonczonych i niepustych
podzbiorow N7

2. Niech (X, <) bedzie czesciowym porzadkiem. W zbiorze P, (X) wszystkich nie-
pustych podzbioréw X definiujemy relacje C nastepujaco:

SET <= S =T lub (istnieja s = sup.S oraz t = inf<T i speliaja s < 1).
(a) Udowodni¢, ze (P, (X),C) jest czesciowym porzadkiem. Czy odpowiedZ moze
sie zmieni¢, gdyby zamiast P, (X) rozwaza¢ caly zbior potegowy P(X)?
(b) Cazy jesli (P (X), C) jest dobrze ufundowany, to (X, <) jest dobrze ufundowany?
(c) Cazy jesli (X, <) jest dobrze ufundowany, to (P (X), C) jest dobrze ufundowany?

3. Rodzina § C P(N) spelnia nastepujace trzy warunki:

(a) VA B(AeS N BCA — BeS);
(b) VA (P2(A) €S — A€ S), w szezegolnosci wszystkie singletony naleza do S;
(c) Ve, z(x # 2 N{z,2} € S = Vy({z,y} € SV{y,z} € 5)).

Udowodni¢, ze istnieje taka funkcja f : N — N, ze dla dowolnego A C N:

AeS <&  fl, jest roznowartosciowa.

Uwagi:

1. Symbole P, (Z) i P2(Z) oznaczaja odpowiednio rodzine wszystkich niepustych podzbioréw zbioru Z
i rodzine wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru Z.
2. Wiadomo, ze rodzina wszystkich nieskoriczonych podzbioréw zbioru N jest mocy continuum, a rodzina

wszystkich skoniczonych podzbioréw zbioru N jest przeliczalna.



Rozwigzania

la: Funkcja nie jest roznowartosciowa choéby dlatego, ze ¢(f) = N dla kazdej bijekcji f. Inny
przyktad: dla f = An.if n =0 then 0 else 1 i g = An.if n =1 then 0 else 1 mamy f # g ale
o(f) = w(g) ={0,1}.

Jest to natomiast surjekcja na P4 (N). Dla dowolnego niepustego zbioru A C N rozpatrzmy funkcje
fa=An.if n € A thenn else min A. Latwo widzie¢, ze ¢(f) = A.

1b: Jest to zbiér mocy continuum. Oszacowanie z gory jest oczywiste, bo zbiéor N — N jest
tej mocy. Ograniczenie z dotu wynika z czesci la i z tego, ze rodzina P (N) wszystkich nie-
skoniczonych podzbioréw N ma moc continuum. W rzeczy samej: skoro funkcja ¢ jest ,na”; to
w szczegblnosci kazdy zbior nieskoriczony jest wartoscig funkeji . Zatem istnieje roznowartosciowa

funkcja G : Poo(N) 253 01 (Poo(N)), na przyklad G = AA. fa, gdzie f4 jest jak w czedci la.

1lc: Ten przeciwobraz tez jest mocy continuum i oszacowanie z géry tez jest oczywiste. Dla
oszacowania z dotu rozpatrzmy dowolny niepusty zbior A C Pr (gdzie Pr oznacza zbior liczb
naturalnych parzystych) i zdefiniujmy funkcje:
ha=Mn.if n € Pr then min A elseif n—1¢€ A thenn — 1 else min A.

Zauwazmy, ze Rg(ha) = A oraz ze ¢(ha) = ha(Rg(ha)) = {min A}, czyli p(ha) jest zbiorem
skoniczonym. W ten sposéb kazdemu niepustemu zbiorowi A C Pr przyporzadkowalismy pewna
funkcje ha nalezgca do naszego przeciwobrazu. Roéznowartosciowos$é tego przyporzadkowania
wynika stad, ze kazda z tych funkcji ma inny zbior wartosci. Poniewaz zbior P, (Pr) jest mocy
continuum, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Cantora-Bernsteina.

2a: Zwrotno$é¢ wynika wprost z definicji. Antysymetria: jezeli S C T C S, to albo od razu T = S,
albo dla dowolnych s € S, t € T (S 1 T sa niepuste) mamy s < t < s, czyli s = t. Wobec tego
S 1T sa tym samym singletonem. Przechodniosé: jesli S C T C U oraz S # T # U (przypadek
z co najmniej jedna réwnoscia jest oczywisty), to wystarczy wzia¢ t € T' (znéw: T niepusty), aby
przekonaé sie, ze sup S < infT <t < supT < infU, czyli S C U. Zaltozenie o niepustosci jest
istotne: na przyktad gdyby w X istnialy elementy najmniejszy i najwiekszy, to @ C {z} C @
dla kazdego x € X.
2b: Tak. Jesli w (X, <) istnieje nieskoriczony ciag malejacy o9 > z; > x9 > ---, to ciag
singletonow {zo} J{z1} T {z2} T --- jest malejacy w (P4 (X),C).
2c: Znowu tak. Przypusémy, ze w (P (X),C) istnieje nieskoriczony ciag $cisle malejacy

So3S51 35,3353 3....
Dla kazdego ¢ € N niech s; = inf S; (dobrze okreslone, bo S; C S;41). Wowczas

80> 81 2822832 ....
Rownosé s; = s;11 oznaczalaby, ze S;y1 = {s;y1}, wiec w powyzszym ciagu nigdy nie bedzie
dwoch réwnosci z rzedu. To oznacza, ze np. podciag o indeksach parzystych jest $cisle malejacy,
wbrew zalozeniu, ze (X, <) jest dobrze ufundowany.

3: Rozpatrzmy relacje r = {(z,y) € Nx N |z =y V {z,y} € S} i zauwazmy, ze jest to relacja
rownowaznosci. Zwrotno$é i symetria wynikaja wprost z definicji, a przechodnio$é¢ z warunku 3c,
ktéry mozna réwnowaznie zapisaé w postaci:
Vo, z (Fy ({z,yy € SN {y, 2} €S) mw =2V {z,2} £9).
Relacja r jest jadrem jakiego$ przeksztatcenia f : N — X'; udowodnimy, ze dla dowolnego A C N:
AeS <& f[4 jest roznowartosciowa.

(=) Niech A € S iniech z,y € A oraz x # y. Nalezy pokazac, ze f(z) # f(y). Ale z warunku 3a
wynika, ze {z,y} € S, wiec (z,y) & r. Skoro r jest jadrem funkcji f, to f(x) # f(y).

(<) Zatozmy, ze funkcja f[ 4 jest roznowartosciowa. To znaczy, ze zadne dwa elementy zbioru A
nie sa w relacji r, czyli P2(A) C S. Zatem A € § na mocy 3b.



