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1. Relacja r w zbiorze P(N,) (gdzie N, = N — {0}) jest okreslona tak: X rY zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdyf] (Vne X ImeY.n|m) A (VneY Ime X. n|m)

(a) Udowodnié, ze r jest relacja rownowaznosci.

b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy P(N,)/,.?

(
(

)

)
c) Jakiej mocy jest klasa abstrakcji relacji r wyznaczona przez zbior D = {10}?
d) Jakiej mocy jest klasa wyznaczona przez zbior E = {2p | p jest liczba pierwsza}?
)

(e) Znalez¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji relacji r.

2. Niech = bedzie relacja w zbiorze N okreglong nastepujaco:

feg < VneN (f(n)<gn) f{0,...,n}) < g({0,...,n})).

Wiadomo, ze relacja E jest porzadkiem cze$ciowym.

(a) Czy porzadek = jest dobrze ufundowany?
(

)
b) Jakiej mocy jest zbior wszystkich elementéw minimalnych w tym porzadku?
(c) Jakiej mocy jest zbior wszystkich elementéw maksymalnych w tym porzadku?
)

(d) Czy w tym porzadku istnieje nieprzeliczalny antytancuch?

3. Zbiér A < N nazwijmy matecznikiem funkcji f : N — N, gdy spelnia dwa warunki:
po pierwsze f(A) = Rg(f), po drugie, jesli B & A, to f(B) # Rg(f). Przez M(f)
oznaczmy zbior wszystkich matecznikéow funkeji f.

(a) Udowodni¢, ze jesli A, B e M(f), to A ~ B.
(b) Znalez¢ przeciwobraz rodziny {R € P(P(N)) | R < 1} przy operacji M.

)
)
(¢) Znalez¢ przeciwobraz rodziny {R € P(P(N)) | YA e R. A< 1} przy M.
(d) Jaka jest moc zbioru Rg(M)?

Uwaga: Wiadomo, ze rodziny: wszystkich injekcji, wszystkich surjekcji i wszystkich bi-
jekeji z N do N sa mocy continuum.

Przyjmujemy, ze k | £ wtedy i tylko wtedy, gdy 3r e N.£ =k - r.



Rozwigzania

Ta relacja jest jadrem operacji D : P(N,) — P(Ny), gdzie D(X) = {n | Im(m e X Ann|m)},
a zatem jest relacja rownowaznosci. Istotnie, przypusémy, ze X rY i niech n € D(X). Wtedy
n|m, dla pewnego m € X. Z definicji r wynika, ze m |k dla pewnego k € Y, a stad n|k € Y,
co wlasnie znaczy, ze n € D(Y). A wiec D(X) < D(Y) i analogicznie D(Y) < D(X). Stad
(X,Y) € ker(D). Teraz zalozmy, ze (X,Y) € ker(D), czyli D(X) = D(Y) i pokazmy, ze X Y.
Niech wiec n € X. Poniewaz X € D(X) = D(Y'), wiec istnieje takie m € Y, ze n | m. Analogicznie
sprawdzimy druga czes¢ warunku.

Zbior ilorazowy jest co najwyzej mocy continuum, bo taka jest moc przeciwdziedziny funkcji D.
Jest co najmniej tej mocy, bo kazdy podzbiér zbioru liczb pierwszych wyznacza osobna klase
abstrakeji (czyli AX [X], : P(Pierwsze) = P(Ny)/r). Istotnie: dla X € P(Pierwsze) mamy
D(X) = X u {1}. Jesli wiec zbiory X,Y € P(Pierwsze) sa rozne, to takze D(X) # D(Y).
Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, ze zbior P(N, )/, ma dokladnie moc €.

Zbior {10} wyznacza osmioelementowa klase abstrakcji, Jej elementy to wszystkie podzbiory
zbioru D({10}) = {1,2, 5,10}, do ktérych nalezy liczba 10.

Zbiér E wyznacza klase abstrakcji mocy continuum. Ograniczenie gbérne jest oczywiste.
Dla pokazania ograniczenia dolnego rozpatrzmy funkcje h : P(Pierwsze) -1 [E],, okreslona
nastepujaco: h(X) = X u E. Funkcja h jest dobrze okreslona. Po pierwsze dlatego, ze kazdy
element n € h(X) dzieli jaki§ element m € E (jesli n € X, to n|2n € E, gdyz n € Pierwsze,
a w przeciwnym razie n dzieli sam siebie). A po drugie, kazdy element £ € X U E tez dzieli sam
siebie. Réznowartosciowos¢ h jest oczywista, gdyz zbiory Pierwsze i F sa roztaczne.

Wezmy zbior A € N, i niech M < A to bedzie zbior jego elementéw maksymalnych ze
wzgledu na relacje podzielnosci. Zauwazmy, ze jesli Br A, to M < B. Jesli bowiem m € M,
to m|n dla pewnego n € B, a poniewaz n dzieli jakie§ k € A, to takze m | k. Z maksymalnosci m
wynika m = n = k, wiec m € B.

Przypadek 1: kazdy element A — M jest dzielnikiem jakiego$ elementu maksymalnego. Wtedy
D(A) = D(M), co wiecej dla dowolnego zbioru B zachodzi réownowaznosé

D(B) = D(A) wtedy i tylko wtedy, gdy M < B < D(M).

Inaczej, [A], = {X UM |X € D(M)— M} i jest to zbior rownoliczny z P(D(M) — M). Jesli zbior
D(M) — M jest mocy m, to nasza klasa ma moc 2™.

Jesli A jest zbiorem skoniczonym, to m tez jest skoriczone. Co wiecej, dla dowolnego m € N
zbior A = {1,2,4,...,2™} wyznacza klase mocy 2™. Istotnie, w tym przypadku M = {2},
D(M) = D(A) = A oraz D(M) — M ma doktadnie m elementéw. Zatem skonczone moce klas to
wszystkie liczby postaci 2, a klasy nieskoniczone musza by¢ mocy 280, bo zbior D(M) — M jest
przeciez przeliczalny.

Przypadek 2: Istnieje jakie$ ag € A, ktore nie jest dzielnikiem zadnego elementu maksymalnego.
Latwo widzie¢, ze wtedy istnieje nieskoniczony ciag ag, a1, as, ... elementéow A, rosnacy w sensie
relacji podzielnosci (czyli a; # a;4+1 oraz a;|a;+1 dla wszystkich i). Funkcja H : P(N) e [A],
moze by¢ okreslona na przyktad tak: H(X) = A—{ag,; | x € X}. Poniewaz funkcja H jest dobrze
okreslona (dla kazdego X € P(N) zachodzi H(X)r A) i réznowartosciowa, wiec moc klasy [A],

jest ograniczona z dotu przez continuum, a zatem i réwna continuum.

Relacja = nie jest dobrze ufundowana, bo ciag f; = An.if n < ¢ then 0 else 1 jest
malejacy, tj. fiv1 & fi dla wszystkich i € N. Oczywiscie fi11(n) < fi(n) dla wszystkich i,n € N.
Nadto, fi+1({0,...,n}) = {0} = f;({0,...,n}), dla n < i, natomiast w przeciwnym przypadku
fix1({0,...,n}) € {0,1} = fir1({0,...,n}). (Nb. jesli w definicji f; zmienimy < na <, to fo 3 fi.)



Elementy minimalne to doktadnie funkcje nierosnace. Zbioér tych funkcji jest mocy No.

Zaloézmy najpierw, ze funkcja f jest minimalna ze wzgledu na =. Pokazemy przez indukcje, ze
f(E+1) < f(k) dla k € N. Przypus¢my wiec, ze teza zachodzi dla k < n. Niech teraz g(n) = f(n)
dla wszystkich n # k 4+ 1 i niech g(k + 1) = min{f(k), f(k + 1)}. Nietrudno sprawdzi¢, ze g = f,
a skoro f jest minimalna, to g = f. Ale to znaczy, ze f(k+ 1) < f(k).

Pozostaje wykazaé, ze funkcje nierosnace sg elementami minimalnymi. Rozpatrzmy taka funkcje f
i zalozmy, ze g £ f. Pokazemy rownosé¢ g(n) = f(n) przez indukcje ze wzgledu na n. Dlan =0
teza wynika natychmiast z warunku {¢g(0)} < {f(0)}. Zalozmy teraz, ze dla dowolnego i < n
zachodzi g(i) = f(i). Skoro g T f, to g(n) < f(n) oraz g({0,...,n}) < f({0,...,n}), wiec
g(n) € f({0,...,n}). Elementem najmniejszym tego zbioru jest f(n), bo funkcja f jest nierosnaca.
Zatem g(n) > f(n) i mamy réwnosc.

Zbior wszystkich funkcji z N w N jest mocy continuum. Jesli wiec wskazemy rodzine elementow
maksymalnych mocy continuum, to z tw. Cantora-Bernsteina wywnioskujemy, ze zbior wszystkich
elementéw maksymalnych tez jest mocy €. A taka rodzine tworzg funkcje réznowartosciowe.

Niech f bedzie funkcja réznowartosciowa i niech f = g. Przez indukcje ze wzgledu na n po-
kazemy, ze dla kazdego n € N zachodzi f(n) = g(n). Dla n = 0 jest to oczywiste; w kroku
indukcyjnym wiemy, ze zbiory f({0,...,n—1})1¢g({0,...,n—1}) sa n-elementowe i rowne. Skoro
wiee f({0,...,n}) € ¢g({0,...,n}), azbior f({0,...,n}) ma n+ 1 elementow, to g({0,...,n}) tez
musi mie¢ (co najmniej) n+ 1 elementéw. No to g(n) musi by¢ rowne ,nowemu” elementowi f(n).
A zatem udowodnilismy, ze kazda funkcja réznowartosciowa jest elementem maksymalnym w C.
(Tak naprawde zachodzi réwniez implikacja odwrotna, w naszym dowodzie niepotrzebna.)

Tak, na przyklad rodzina wszystkich injekcji (por. .

Niech A € M(f). Wiemy, ze f(A) = Rg(f). Ponadto funkcja f[, jest réznowartos-

ciowa. W rzeczy samej, jesli f(a) = f(b) dla pewnych a,b € A, to A nie jest matecznikiem,

bo f(A—{a}) = f(A) = Rg(f). A zatem f|,: A =1 Rg(f), czyli kazdy matecznik jest réwno-
na

liczny ze zbiorem wartosci funkcji.

Przeciwobraz rodziny {R € P(P(N)) | R < 1} przy operacji M to zbiér wszystkich funkcji,
ktore maja co najwyzej jeden matecznik. Kazda funkcja ma co najmniej jeden: wystarczy dowolny
selektor ilorazu jadra (taki zbior, do ktorego nalezy dokladnie po jednym elemencie z kazdej klasy
jadra funkcji f). Pozostaje wiec pytanie kiedy jest tylko jeden. Otéz wtedy, gdy funkcja jest
réoznowartosciowa. Kazda klasa jadra takiej funkcji ma tylko jeden element, wiec selektor mozna
wybraé tylko na jeden sposob. A jesli funkcja nie jest injekcja, czyli f(a) = f(b) = k dla pewnych
a, b, k, to istnieja co najmniej dwa mateczniki: nalezy wybraé¢ po jednym elemencie z kazdej klasy
f~'({n}) dlan # ki dodaé¢ do nich albo a albo b. Zatem szukany przeciwobraz to zbiér wszystkich
funkcji réznowartosciowych.

Teraz pytamy o zbiér wszystkich funkcji, ktére maja tylko mateczniki co najwyzej jednoele-
mentowe. W czesci [3a] pokazalismy, ze mateczniki sa rownoliczne ze zbiorem wartosci funkcji.
Taki zbior Rg(f) nigdy nie jest pusty, a ma jeden element wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest
stata. Zatem szukany przeciwobraz to zbidr wszystkich funkcji statych.

Rodzina Rg(M) to rodzina wszystkich rodzin postaci M(f). Poniewaz dziedzina funkcji M
jest zbior N — N o mocy continuum, wiec zbiér wartosci jest co najwyzej tej mocy. Pokazemy,
ze zbior M(f) jest tez co najmniej mocy €. Zdefiniujemy funkcje © : P(N,) = Rg(M) w ten
sposob: dla dowolnego A < Ny niech 04 = An.if n € A then n else 0 i niech ©(A) = M(04).
Sprawdzamy roznowarto$ciowosé: niech na przyklad a € A — B gdzie A, B € N,. Wtedy zbior
A U {0} jest matecznikiem funkcji 6 4, ale nie jest matecznikiem funkcji 65, bo 6p(a) = 0 = 0p(0).



