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1. Niech A = {0,1,...,9}. Przypomnijmy, ze A* to zbior wszystkich (skoriczonych)
stow nad alfabetem A. Dla kazdego w € A* przez ¥(w) oznaczmy sume wszystkich
cyfr w stowie w (tj. 3(¢) = 0 oraz ¥(wa) = X(w)+a). Dla u,w € A* przyjmijmy, ze:

u<w wtedy itylko wtedy, gdy X(u) < Z(w) V (3E(u) = 2(w) A u =2 w),
gdzie =< oznacza zwykly porzadek leksykograficzny. Wiadomo, ze relacja < jest
porzadkiem liniowym.

(a) Czy (A*, <) jest porzadkiem dobrze ufundowanym?
(b) Czy kazdy ograniczony z gory podzbior A* ma kres gorny?

(¢) Czy odpowiedzi w la i 1b zmienig sie, jesli A zamienimy na B = {1,...,9}?

2. Niech ¢ : NN — P(P(N)) bedzie zdefiniowana nastepujaco:
p(f) ={XCN | f(X)=X A [7H(X) =X}

(a) Czy funkcja ¢ jest réoznowartosciowa? Czy jest ,na’?
(b) Wyznaczy¢ obraz zbioru wszystkich funkcji statych.
(c) Jakiej mocy sa przeciwobrazy zbiorow @, {@} i {{@}}?

3. Przypomnijmy, ze Pg,(A) oznacza rodzine wszystkich skoriczonych podzbiorow A.
Udowodnié, ze jesli rodzina S C P(N) spelnia nastepujace cztery warunki:

(a) US =N;

(b) VAAB(AeS N BCA — BeS),

(¢c) VALB(A,BeES N ANB#@ — AUBE€S);
)

(d) VA (Piin(A) €S — A€ ),

to istnieje zbior X' i taka funkcja ¢ : N — X, ze § = {A C N | ¢, jest stata}.



Rozwigzania

la: Nie, bo istnieja ciagi malejace, np. 3 > 03 > 003 > 0003 > ...

1b: Nie. Na przyktad zbior D = {w | ¥(w) = 2} jest ograniczony przez 2025, ale nie ma kresu
gornego. Poniewaz zbior D nie ma najwiekszego elementu (jesli w € D, to w < w0 € D), wiec
jego ograniczeniami gérnymi sa elementy zbioru 7' = {w | ¥(w) > 3}. A zbiér T nie ma elementu
najmniejszego, bo jesli w € T, to w > 01%lw e T (A nawet w > Ow, ale to wymaga dowodu przez
indukcje.)

lc: Teraz kazdy ze zbiorow B, = {w € B* | ¥(w) = n} jest skoniczony i to zmienia odpowiedz
w czesci la. Jesli bowiem @ # X C B, to najmniejszym elementem zbioru X jest najmniejszy
element skonczonego zbioru X N By, gdzie k = min{n | X N B,, # &}. Zmieni sie tez odpowiedz
w czesci 1b, bo kazdy zbior ograniczony bedzie teraz skoriczony, a kazdy skoriczony zbiér liniowo
uporzadkowany ma po prostu najwiekszy element.

2a: Funkcja ¢ nie jest roznowartosciowa, bo np. ¢(An.0) = {@} = ¢(An.1). Patrz (2b).

Nie jest to tez surjekcja. Istotnie, dla kazdej funkcji f : N — N mamy f(@) = @ oraz f~1(@) = &,
wiec @ € ¢(f). Stad nie istnieje np. funkcja f: N — N, dla ktorej ¢(f) = 2.

2b: Obrazem zbioru wszystkich funkeji statych jest {{@}}. Istotnie, jesli f = An. k, to f(X) = {k}
dla kazdego niepustego X. Zatem jedyne zbiory X o wlasnosci f(X) =X to X =2 i X = {k}.
Ale f~1({k}) = N, wiec zostaje tylko X = @.

2c: Przeciwobrazy zbiorow @ i {@} sa puste, czyli sa mocy zero. Przeciwobraz zbioru pustego
jest pusty z definicji przeciwobrazu, a przeciwobraz zbioru {@} jest pusty dlatego, ze dla zadnej
funkcji f nie zachodzi ¢(f) = @ (por. 2a).

Przeciwobraz F' zbioru {{@}} ma moc continuum. Jest to zbiér tych wszystkich funkcji f, dla
ktorych ¢(f) = {@}, czyli takich, dla ktorych jedynym zbiorem spelniajacym warunki f(X) = X
i f~1(X) = X jest zbior pusty. Pokazaliémy juz w czesci 2b, ze wszystkie funkcje stale naleza do F.
Teraz pokazemy, ze jest takich funkcji znacznie wiecej. Niech H : {0, 1} — F bedzie zdefiniowane
nastepujaco: H(a)(n) = 2n + 2 + «(n). Funkcja H jest oczywiscie roznowartosciowa, pozostaje
wykazaé, ze jest dobrze okreslona, tj. ze dla kazdego o : N — {0,1} mamy ¢(H(a)) = {@}.
Oczywiscie @ € H(a), niech wiec X # & i niech m = min X. Dla dowolnego k£ € X mamy
H(a)(k) > 2k+2 > 2m+2 > m,skad m ¢ H(a)(X). A zatem X # H(«o)(X), wiec X & p(H(a)).
Wykazalismy wiec, ze moc F' jest ograniczona z dotu przez continuum. Ograniczenie z gory wynika
stad, ze F C NN, a wigc z tw. Cantora-Bernsteina zbior F' = ¢~ 1({{@}}) jest dokladnie mocy
continuum.

3: Rozpatrzmy relacje r = {(z,y) € Nx N | 3A € S(x,y € A)} i zauwazmy, ze to jest relacja
rownowaznosci. Zwrotnos¢ wynika z warunku (3a), symetria z samej definicji, a przechodnio$é
z warunku (3c): jesli bowiem z,y € A € Sorazy,z € B€ S, to ANB # @ wiecx,2 € AUB € S.

Relacja r jest jadrem jakiego$ przeksztalcenia i : N — X'; udowodnimy, ze dla dowolnego A C N
zachodzi réwnowaznos¢ A € & < [, jest stala. Ale warunek [, jest stala” oznacza
w istocie: ,,A jest podzbiorem pewnej klasy abstrakcji jadra v, czyli relacji r”.

Implikacja z lewej do prawej jest oczywista. Jesli x,y € A € S, to x r y z definicji relacji r, a zatem
Y(x) = P(y). Wszystkie wartosci ¢ dla argumentow z A sa wiec takie same.

Poniewaz mamy warunek (3b), wigc aby udowodnié¢ implikacje odwrotna wystarczy sprawdzié, ze
N/, C S (ze kazda klasa abstrakcji relacji r nalezy do S). Niech wiec x € N. Pokazemy przez
indukeje, ze kazdy skoriczony podzbior klasy [z], nalezy do S i uzyjemy warunku (3d). Zbior
pusty i singletony sa w S na mocy (3a) i (3b), zacznijmy wiec od zbioréw dwuelementowych. Jesli
{a,b} C [z],, to arb, wiec istnieje takie D € S, ze a,b € D. Stad {a,b} € S bo mamy (3b). Krok
indukcyjny wykonamy dzielac zbior n + 1-elementowy na dwie (nieroztaczne) czesci n-elementowe
i stosujac (3c).



