Podstawy matematyki — egzamin zerowy
14 stycznia (327, 1)

1. Bijekcje ¢ : N LN nazwiemy skoriczong permutacjq, jesli istnieje takie ng € N,
na
ze o(n) = n dla kazdego n > ny.

Niech r bedzie relacja w zbiorze N — N okreslona nastepujaco: fr g zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje taka skoriczona permutacja ¢, ze f = g o ¢.

(a) Wskazac wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.

(b) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy tej relacji?

2. Na potrzeby tego zadania uméwmy sie, ze funkcja f : N — N jest wypukta wtedy
i tylko wtedy, gdy jest rosnaca i dla dowolnego n zachodzi 2f(n+1) < f(n)+ f(n+2).
Jakiej mocy jest zbior I wszystkich funkeji wypuktych?

3. Niech R € A x A oraz RN14 = @. Udowodni¢, ze relacja (R™')* jest dobrym
ufundowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej relacji S w A, jesli S C R - S,
to S = @. (Kropka oznacza zlozenie relacji.)

Rozwigzania

la: Zacznijmy od tego, ze zbior F = {¢ : N =N | Ing¥n (n > ng — p(n) =n)} jest mocy Ro.
na

Po pierwsze, jest to zbior nieskoriczony (a wiec co najmniej mocy Rp), bo naleza do niego wszystkie

funkcje postaci ¢ = An.if n = 0 then k else if n = k then 0 else n. Po drugie, zbior F

jest przeliczalny (czyli mocy co najwyzej Ng), bo jest przeliczalng suma skonczonych zbioréw

Fm={peF|¥n(n>m— p(n)=n)}.

A zatem kazda klasa abstrakcji [f], jest przeliczalna, bo funkcja H : F — [f], dana wzorem
H(p) = f oy jest oczywiscie ,na”.

Klasa abstrakcji funkcji statej jest jednoelementowa, bo jesli f jest stala, to f = foy dla kazdego .
Pozostale klasy sa nieskoniczone, a zatem mocy Ng. Przypusémy bowiem, ze funkcja f nie jest
stala. Skoro f przyjmuje co najmniej dwie rozne wartosci, to jedna z nich na pewno nie wystepuje
w ciagu f prawie wszedzie. Inaczej: istnieje taka wartos¢ k € Rg(f) i taki nieskonczony ciag
rosnacy (n;)ien, ze f(n;) # k dla wszystkich i. Ale k € Rg(f), wiec k = f(r) dla pewnego r.
Przyjmijmy @;(n) = if n = r then n; else if n = n; then r else n (permutacja ¢; zamienia
miejscami argumenty r i n;). Wszystkie funkcje f o ¢; sa rézne i naleza do [f],.

1b: Jesli f = go g, a funkcja ¢ jest prawie wszedzie identycznos$ciowa, to funkcje f i g sa prawie
wszedzie rowne. Zatem kazda z funkcji f,, o ktérych mowa w rozwigzaniu zadania 619f w zbiorze
zadan, wyznacza inng klase abstrakcji.

2: Moc naszego zbioru jest oczywiscie ograniczona z gory przez €, bo taka jest moc zbioru wszyst-
kich funkcji z N do N. Dla oszacowania z dotu skonstruujemy injekcje G : P(N — {0, 1}) i
Dla A € N — {0, 1}, funkcja G(A) jest okreslona nastepujaco: G(A)(0) = 0, G(A)(1) = 1,
ajeslin>1,to G(A)(n) =2G(A)(n—1) — G(A)(n —2) + xa(n). Dla dowolnego n mamy teraz
G(A)(n+2) >2G(A)(n+1) — G(A)(n), czyli G(A)(n +2) + G(A)(n) > 2G(A)(n + 1), a wiec



kazda funkcja G(A) jest wypukla. Pozostaje zauwazy¢, ze kazda jest inna. Istotnie, jesli A # B
i n jest najmniejszym elementem réznicy symetrycznej A — B, to G(A)(n) # G(B)(n).

3: (=) Przypusémy, ze S C R- S oraz S # &, czyli (a,b) € S dla pewnych a,b € A. Zdefiniujemy
taki ciag (an)nen, ze (an,ant+1) € R oraz (an,b) € S, dla wszystkich n € N. Zaczniemy od ap = a
i dalej uzyjemy indukeji. Jesli ag,...,a, sa juz zdefiniowane, to (a,,b) € S C R - S oznacza, ze
istnieje element ¢ o wlasnosci (an,c) € R1i {(¢,b) € S. Mozna wiec przyja¢ a,+1 = c¢. Ciag ay
jest ciggiem malejacym ze wzgledu na relacje (R™1)*, bo wszystkie jego wyrazy musza by¢ rézne.
Istotnie, a,, # an+1 bo R jest roztaczna z identycznoscia, a gdyby a, = an+; dlai > 1, to elementy
an 1 an+1 zaprzeczaja antysymetrii relacji R.

(<) Teraz mamy udowodni¢, ze relacja (R™!)* jest dobrym ufundowaniem, w szczegdlnosci
porzadkiem czesciowym. (Zwrotno$é i przechodnio$¢ mamy wprost z definicji.) Umoéwmy sie,
ze elememt a € A nazwiemy startowym, gdy istnieje taki ciag nieskonczony a,, ze (an, ant1) € R
oraz ag = a. (Wszystkie wyrazy ciagu tez sa wtedy startowe.) Wystarczy udowodnié, ze ele-
menty startowe nie istnieja. (Z tego w szczegdlnosci wynika antysymetria.) Rozpatrzmy relacje
S = {(z,y) | = jest startowy}. Zauwazmy, ze jesli element a jest startowy, to istnieje taki startowy
element b, ze (a,b) € R. Zatem S C R - S, ale jesli elementy startowe istnieja, to S jest relacja
niepusta, a to przeczy naszemu zalozeniu.



