Podstawy matematyki — klas6wka poprawkowa
14 stycznia (20+25)?

1. Niech N, = N — {0}. Dla f, ¢ : N, — N, przyjmujemy, ze'
frg <= Vn(f(n)|2n < g(n)|2n).
a) Udowodnié¢ (jak najprosciej), ze r jest relacja rownowaznosci w Ny — N
b)
(c) Jakiej mocy jest zbior ilorazowy (N, — N,)/,.7
)

(
(

Wskazaé trzy rozne klasy abstrakeji.

(d) Znalezé¢ wszystkie liczby kardynalne, ktore sa mocami klas abstrakeji tej relacji.

2. Niech ¢ : P(N) — (N — N) bedzie funkcja okreslona nastepujaco.
p(X)(n) ={k e X |k <n},
dla dowolnego X C Nin € N.

a) Czy funkcja ¢ jest roznowartosciowa?

b)

c) Wyznaczy¢ obraz zbioru {@, N} przy przeksztalceniu .
)
)

(
(b) Czy funkcja ¢ jest na N — N7
(
(d) Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru wszystkich funkeji statych przy funkeji ¢.

(e) Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru wszystkich surjekcji z N na N przy funkeji .

Rozwigzania

la: Relacja r jest relacja rownowaznosci, bo jest jadrem operacji ¢ : (Ny — N;) — P(N,)
okreslonej tak: ¢(f) ={n € Ny | f(n)|2n}.

1b: Trzy rozne klasy abstrakcji wyznaczaja na przyktad funkcje An.3n, An.1 i An.4. Przy
operacji ¢ sa te klasy odpowiednio przeciwobrazami: zbioru pustego, zbioru Ny i zbioru dodatnich
liczb parzystych.

1c: Mocg zbioru ilorazowego jest €. Zbiodr ilorazowy jadra funkcji jest tej samej mocy, co zbior
wartosci tej funkcji. A w tym przypadku Rg(¢) = P(Ny). Inkluzja C jest oczywista, pozostaje
wiec sprawdzi¢, ze dla dowolnego A C N istnieje taka funkcja f, ze A = {n | f(n)|2n}. Na
przyklad taka: f = An.if n € A then n else 2n + 1.

1d: Pokazemy, ze kazda klasa abstrakcji [f], jest mocy continuum. Ograniczenie z gory jest
oczywiste, bo [f], C (Ny — N, ), a caly zbior Ny — N jest takiej mocy. Dla dowolnej funkeji
f Ny — Nj pokazemy, ze klasa [f], ma co najmniej taka moc jak zbior W = N — {0,1} (a on
jest wlasnie mocy €). W tym celu zdefiniujemy réznowartosciows funkcje H : W = [f]r. Niech
A=o(f)={n| f(n)|2n}. Dla a € W przyjmiemy, ze:

H(a)(n) = if n € Athen 1+ a(n) else 2n+ 1+ a(n).

Zauwazmy po pierwsze, ze H jest dobrze okreslona, bo ¢(H(a)) = A dla kazdego «. Istotnie,
dla n € A liczba 1 4 a(n) jest zawsze rowna 1 lub 2 (wiec dzieli 2n), a w przeciwnym przypadku
liczba 2n + 1 + «a(n) nie dzieli 2n, bo jest za duza.

Napis k| n oznacza, ze liczba k dzieli liczbe n. Inaczej: istnieje takie d € N, ze n = d - k.



Pozostaje sprawdzi¢ roznowartosciowosé funkecji H. Niech o, : Ny — {0,1} beda rézne, tj.
niech a(n) # [(n) dla pewnego n > 1. Wtedy takze H(«)(n) # H(B)(n), niezaleznie od tego,
czy n € A, czy nie.

2a: Tak. Niech X7 # X5 i niech n bedzie najmniejszym elementem réznicy symetrycznej X1 — Xo.
Bez straty ogolnosci zatozmy, ze n € X1 — Xo. Wtedy ¢(X1)(n) = ¢(X2)(n), ale

p(X1)(n+1) = p(X1)(n) + 1> o(Xa)(n+ 1) = p(Xz)(n),
gdyznef{ke X1 |k<n+1l}ing{ke Xa|k<n+1}.

2b: Nie. Dla dowolnego zbioru X mamy ¢(X)(0) = {k € X | kK < 0} = 0, a zatem np. funkcja An. 5
nie nalezy do Rg(y).

2c: Poniewaz dla dowolnych X in zachodzi {k € X | k < n} C X, wiec (@) = An.0. Natomiast
©(N) = An.n, gdyz dla kazdego n zbiér {k € N | £k < n} ma doktadnie n elementéow. Wynika
stad, ze p({&,N}) = {\n.0, \n.n}.

2d: Jak wspomnieliSmy w rozwiazaniu 2b, dla kazdego X zachodzi (X )(0) = 0. A zatem jedyna
funkcja stala postaci p(X) jest An.0. Wiemy juz z czesci 2¢, ze ¢(@) = An. 0, oraz z czesci 2a, ze
funkcja ¢ jest réznowartogciowa. Stad o 1({\n.k | k € N}) = {@}.

2e: Pokazemy, ze jest to rodzina P (N) wszystkich nieskonczonych podzbioréw N. Najpierw
rozpatrzmy dowolny zbiér nieskoriczony A C N i ustawmy go w rosngcy ciag nieskoriczony bez
powtorzen ¢ : N R ' Wtedy ¢(A4)(¢(n)) = {¢(0),...,{(n—1)} = n, dla dowolnego n, a wiec

na
funkcja p(A) jest surjekcja. Na odwrot, jesli p(A) jest surjekcja, to zbior A musi by¢ nieskoriczony.

W przeciwnym razie p(A4)(n) < A dla kazdego n, wiec funkcja ¢(A) nie przyjmuje na przyktad
wartosci A + 14.



