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Rozwazamy system BCD ze stalg typowa k i aksjomatami w -k Sk ik < w — K.

W pierwszej czesci tej notatki bedziemy dazyli do udowodnienia twierdzenia o aproksymacji, ktére
pozwoli nam interpretowac termy (nawet nie majace postaci normalnej) za pomocg tak zwanych
aproksymantéw. Ogdélny dowdd tego twierdzenia dla wielu réznych systeméw mozna znalez¢
w pracy Approximation Theorems for Intersection Type Systems Dezani, Honsella i Motohamy z ro-
ku 2001. Nastepnie pokazemy pewna zaskakujaca wiasnos¢ modelu z filtréw dla systemu z «,
mianowicie ze jest on izomorficzny z D .

Twierdzenie o aproksymacji

Definicja 1. Jesli T;, T, drzewa Bohma, to T; E T, oznacza, ze T; powstaje z T, przez zastapienie
jakichs$ poddrzew etykietami €.

Definicja 2. Aproksymant to term w postaci normalnej, ktéry moze zawiera¢ stalg Q. Dla do-
wolnego M zbiorem aproksymantéw nazywamy

A(M)={A| A aproksymant oraz AL BT(M)}
Definicja 3.
1. Powiemy, ze term M jest aproksymowalny dlaI', 7, jesliI" - A: 7 dla pewnego A € A(M).
Piszemy wtedy M € App(T, 7).
2. Zbiér Comp(T, 7) zadany jest nastepujacymi warunkami:

(a) Comp(T', w) = App(T, w), to zbidr wszystkich termdow,

(b) Comp(T',x) = App(T, ),

(¢) Comp(T",o N7)= Comp(I",o)N Comp(T,7),

(d M € Comp(T,o — 1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego N € Comp(T”, o)
zachodzi MN € Comp(T' &I, 1), gdzie (T ®T")(x) =T'(x)NT'(x).

Powiemy, ze term M jest obliczalny dla I, 7, jesli M € Comp(T’, 7).

*Korekta PU., maj 2013



Lemat 4. Zbior Comp(T, T) jest zamknigty ze wzgledu na =pg.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na 7. W przypadku statych korzystamy z tego, ze typ zachowuje
sie przy f3-konwersji. |

Lemat 5. JesliT' F A: T orazAC A, toT - A : 7.

Dow6d: Termy A i A réznig sie tym, ze niektére wystapienia Q w A zostaly w A’ zastapione
pewnymi dowolnymi termami. Jednak je§liI" - Q : o, to 0 = w, a kazdy term (w szczegdlnosci
ten, ktérym zastapiono ) ma typ w. (Scisty dowéd jest przez indukcje ze wzgledu na definicje
rA:7.) |

Lemat 6. Jesli Mz € App(I'(z : 0),7) oraz z ¢ FV(M), to M € App(T", o — 7).

Dowdd: Zatézmy, ze I'(z:0) F A: 7, gdzie A€ A(Mz) i rozwazmy trzy przypadki:

1. M =g Az M’. Zauwazmy, ze M =p Az. Mz, wiec AzZA€ A(M) oraz ' F AzA: 0 — 1.

2. M nie ma czolowej postaci normalnej. Wtedy Mz tez jej nie ma, czyli A= Q. Zatem 7 = w,
awtedyQeA(M)orazT' F Q:w=0 —> w.

3. M =g xM. To oznacza, ze A jest postaci xAZ, gdzie A; € A(M;) oraz Z € A(z). Wtedy Z =
lub Z = g, oraz xA € A(M). Z lematu o generowaniu wynika, ze I',z : 0 F XA:a — T,
gdzie a jest typem Z w otoczeniu I'(z : o). Wtedy a > o, wiec a - 7 < 0 — 7. Stad
I,z:0 b xA:0 — 1, a poniewaz z nie jest wolne w xA wiecT + xA: 0 — 7. .

Lemat 7.

1. Jesli xI € App(T, o), to xL € Comp(T, o).

2. Jesli M € Comp(T’,0), to M € App(T’, o).

Dowdd: Jednoczesna indukcja ze wzgledu na typ. Dla stalych teza wynika wprost z definicji.

Przypadek iloczynu (7 N p):

1. Istnieje takie A€ A(xL), zeT F A: 7iT F A: p. Dalej z zalozenia indukcyjnego.

2. Zaktadamy M € Comp(T’, T N p). Z definicji, M € Comp(T’, T) oraz M € Comp(T’, p). Z zaloze-
nia indukcyjnego wiemy, ze M ma w otoczeniu I aproksymanty A: 7 i B : p. Na mocy lematu 5
mozemy znalez¢ taki aproksymant, ktéry ma oba typy, a wiec ma typ 7 N p.

Przypadek implikacji (p — 7):

1. Aproksymantem dla xL albo jest  (wtedy oczywiste) albo term postaci xA, gdzie A; € A(L)).
Wtedy I’ F xA: p — 7. Mamy udowodnié, ze xI € Comp(T, p — 7). W tym celu przypusémy, ze
N € Comp(I”, p). Z zatozenia indukcyjnego (2) mamy N € App(I”, p), czyli istnieje B € A(N),
takie ze I” F B : p. Zatem xAB € A(xLN) oraz T®TI’ + xAB : 7, czyli xIN € App(T & T, 7).
Z zatozenia indukeyjnego (1) wynika xLN € Comp(T' @ I, 7). Zatem z definicji Comp otrzymu-
jemy xL € Comp(T, T — p).



2. Zalézmy, ze M € Comp(T", p — 7). Niech x bedzie nowa zmienna, wtedy z zatozenia indukcyj-
nego (1) wiemy, ze x € Comp({x : p}, ), bo x sam jest swoim aproksymantem. Stad wniosku-
jemy, ze Mx € Comp(I'(x : p), 7). Z zalozenia indukcyjnego (2) mamy Mx € App(T'(x : p), 7),
a wiec na mocy lematu 6 wnioskujemy, ze M € App(T', p — T). |

Lemat 8. Jesli o < 7 oraz M € Comp(T',0), to M € Comp(T, 7).

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na definicje <. Wiekszo$¢ przypadkow wynika wprost z definicji.
Nietrywialne sg jedynie w = k <k ik < w — K.

Rozpatrzmy pierwsza nieréwnos¢. Zatézmy, ze M € Comp(T", w — k). Jednak z lematu 7 wiemy,
ze Comp(I,w — k) € App(I', w — k), czyli istnieje aproksymant A termu M dla I',w — k.
Wiemy, ze w —» k <k, czylil' F A: k, a zatem z definicji Comp wynika, ze M € Comp(T, k).

W przypadku drugiej nieréwnosci potrzebujemy App(I',x) S Comp(l,w — k). Zalézmy, ze
M € App(T, k), czyliT F A: k dla pewnego A € A(M). Chcemy by MN € Comp(T', k) = App(T, k),
gdzie N dowolne. Szukamy B € A(MN), takiego ze I' + B : k. Rozpatrzmy dwa przypadki:

Przyp. 1: A= xA, czyli M =g xM. Wtedy B = xAQ : k.

Przyp. 2: A= AxC, czyli M =g AxP. Wtedy MN =g P[x := N], wiec C[x := Q] € A(P[x :=N]).
Wiemy, ze ' F AxC :k, czyli Ix:w F C:k, a zatem I' F C[x :=Q] : k. Przyjmujemy B =
Clx:=9Q]. [ |

Lemat 9. Zatézmy, 2e ' = {x;:0,...,X,:0,}orazT F M : 7. Jesli N; € Comp(T';,0;), to

M [3?:21\7] EComp( ?:ll"iEBF,T).

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na dltugos¢ wyprowadzenia I' - M : . Przypadki bazowe sa try-
wialne. Przypadek, gdy ostatnig zastosowang regulg bylo wprowadzanie iloczynu lub eliminacja
strzatki wynika wprost z definicji, zas gdy byta to (<) - z lematu 8. Pozostaje rozwazy¢ przypadek
wprowadzania strzatki. Niech M = Ay.M’iT - M : 0 — 7 bedzie otrzymane zT',y : c - M’ : 7.
Wtedy z zatozenia indukcyjnego, dla obliczalnych N; i N mamy

M’ [f =N,y :zﬁ] € Comp (@?:1 T; GBFGBF,T).
Teraz zgodnie z definicja Comp wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnych obliczalnych N; i N zachodzi
(ky.M’ [J'c' = ]\7] ) N € Comp (EB?:I r;erer, T).

Ale (Ay.M’ [)'c' = 1\7] ) N =g M’ [f =N,y := KI] , co koriczy dowdd. [
Twierdzenie 10 (o aproksymacji). I' = M : T wtedy i tylko wtedy, gdy M € App(T’, 7).

Dowdd: (=) Zmienne sg obliczalne, wiec M = M[X := x¥] € Comp(TI", 7) na mocy lematu 9.
Z lematu 7 p. 2 mamy Comp(I’, v) € App(T, 7).

(<) Zatézmy, ze ' - A : 7 dla A € A(M). Postepujemy dalej przez indukcje ze wzgledu na
wyprowadzenie typu dla A. Rozwazymy przypadki (pozostate sg tatwe):

(=D WtedyA=AxBil,x:p FB:0,7=p — 0. Zatem M =g AxM’'iBeAM).
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(— E) Wtedy A= xBC, gdzieT - xB:p —» 7il'F C: p.Teraz M =p xNP i stosujemy zalozenie
indukeyjne do xB € A(xN), C € A(P). Otrzymujemy ' + xN : p - 7il' P : p, co oznacza, ze
rFM:z. |

Term M ma nietrywialnego aproksymanta wtedy i tylko wtedy, gdy BT(M) # L. A zatem z twier-
dzenia o aproksymacji wynikajq takie wnioski:

Wniosek 11. Term ma czotowq postaé normalng wtedy i tylko wtedy, gdy ma typ rézny od w.

Wniosek 12. Term M ma postac¢ normalng wtedy i tylko wtedy, gdy T' = M : 7, gdzie ani w T" ani
W T nie ma w.

Dowdd: Z lewej do prawej: Kazda posta¢ normalna jest typowalna bez w (indukcja), a beta-
rowno$¢ zachowuje typy. Na odwrét: aproksymant typowalny bez «w nie moze mie¢ wystapien 2,
bo jedynym typem £ jest w, ktéra pozostataby w typie koncowym. |

Model z filtréw a model D,

Przechodzimy teraz do drugiej czeSci tematu.

Definicja 13. Element a jest zwarty w cpo D, gdy dla kazdego zbioru skierowanego S prawda
jest, ze jesli a < supS, to a < s dla pewnego s € S. Powiemy, ze krata jest algebraiczna, jezeli
kazdy jej element jest suma elementéw zwartych.

Przyklad 14. Nastepujace obiekty sa kratami algebraicznymi:

e #(X) - elementami zwartymi sa zbiory skoniczone,
e D, dlaDy= {I} — zwarte sg te elementy, ktére dla pewnego n naleza do D,,,

e rodzina wszystkich filtréw w zbiorze typdw iloczynowych — zwarte sg filtry gléwne.

Bedziemy rozwazac krate algebraiczna z operacja (-). Stozkiem nad a (oznaczenie al) nazywamy
zbidr {b | a < b}. Ponadto przyjmujemy a = b= {x €D |jedli y € a, to x - y € b)}, gdzie D jest
kratg algebraiczng. Zauwazmy, ze

al N bT=(aub)! oraz (at=b1)=(a / b)T,
gdzie
(a /" b)=Ax.ifx = athenbelse L.

Fakt 15. Jezeli a i b zwarte, to (a /" b) oraz a U b sq zwarte.

Moral 16. Dla zwartych a, rodzina stozkéw al w kracie algebraicznej D jest zamknieta ze wzgledu
nanoraz=.Jeslia Ca’ib C b/, toanb Ca’Nb’oraza’ = b C a= b’. Zachodzq tez zawierania:

anbCa,ana=a,aSD,DCD=D,(al=b])N(al=>cT) = al=(bT=>c1),TT =D=>TT.



Lemat 17. Jesli [ ); (¢;1= b;T) S al= b1 to[), <, biT < bT.

a;<a

Dowdd: Cwiczenie. |

Rozwazamy teraz typy z dwoma stalymi i nieréwnosciami Kk S k > w Sk oraz w < w — w < W.
Dla dowolnego typu 7 definiujemy [7] € D:

o [w]l=Dy =11,

o [k]={T}=TT1,

e [rnol=[7In[ol,

e [t—ol=[r]=[o].
Fakt 18. Kazde [ 7] jest postaci a1, gdzie a, zwarte.
Fakt 19. Jesli d € D, zwarty, to d1 = [t] dla pewnego T.
Fakt 20. 7 < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy [t] < [o].
Fakt 21. 7 < o wtedy i tylko wtedy, gdy a, = a,.
Dla d € D, niech

Fa={r|detl}={r|deal}={r|a, <d}.

Lemat 22. Przeksztatcenie d — F, jest roznowartosciowe i zachowuje porzqdek.

Dowod: Jesli d < e, to T € F; pociaga za sobg T € F,, a wiec porzadek jest zachowany.
Pokazemy teraz, ze przeksztalcenie jest roznowartosciowe. Zatézmy, ze d # e i przyjmijmy bez
straty og6lnosci, ze d % e. Wtedy z algebraicznos$ci wnioskujemy, ze istnieje element zwarty a,
taki, zea<eia£d. Skoroal=[7],toecal=[r],aled ¢ al=[r], azatem 7 € F, — F4. B

Lemat 23. Kazdy filtr F jest postaci F; (przypisanie d — F jest ,na”).

Dowdd: Wezmy d = sup,y a,. Chcemy pokaza¢, ze F = Fg, tj. ze T € F wtedy i tylko wtedy,
gdyd e [7] (czylid = a,).

(=)Jeslit €F, to a, <d z definicji.

(<) Zakladamy d = a,. Wiemy, ze d jest kresem gérnym zbioru S = {a, | o € F}. Z tego, ze F,
jako filtr, jest domkniety ze wzgledu na iloczyn, oraz z faktu 21 wnioskujemy, ze S jest zbiorem
skierowanym. Z faktu 18 wiemy, ze a, jest zwarte, a zatem z definicji 13 wynika, ze musi istnie¢
takie p € F, ze a; < a,. Stad na mocy faktu 21 mamy p < 7, a w takim razie z definigji filtru
wynika, ze T € F. [ |



Lemat 24. Przeksztalcenie d — F, jest izomorfizmem algebraicznym, czyli F;., = Fy - F,.

Dowod: (2) Zaldézmy, ze o € F; - F,. To oznacza, zZe istnieje takie p € F,, ze p — 0 € F3. Mamy
ec[p]orazde[p—oc]l=[pl=1[c].Wtedyd-e € [[c], czyli o € F,.,.

(€) Zalézmy, ze T € Fy.,, czylid -e € [7], czylid-e = a,. Z ciaglosci mamy a, < c- b dla
pewnych ¢, b zwartych i takich ze ¢ < d oraz b < e. Oczywiscie b = a,, dla pewnego p. To znaczy,
zea; <c-a,,czylicza, /a;,awiecid > a, / a; =a,_,.. To oznacza, ze p — T € F4 oraz
a, =b <e, czyli p € F,. Ostatecznie otrzymujemy 7 € Fy - F,. n

Morat 25. D, jest izomorficzny z modelem z filtréw dla typow iloczynowych ze stalymi w i x
spetniajgcymi rownania w - Kk S Ki Kk < w — K.

Whniosek 26 (Twierdzenie Hylanda i Wadswortha o aproksymacji).
Dla kazdego termu M i wartosciowania v w modelu D, zachodzi

[M], = sup [A],.
AEA(M)

Dowéod: W modelu z filtréw [M], = {7 | istnieje takie ', ze ' + M : 7 oraz I'(x) € v(x)}.
Z twierdzenia 10 o aproksymacji wynika natychmiast:

M1, = [ J [A].
A€A(M)
Z izomorfizmu wynika, ze w modelu D, zachodzi to samo. |



