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P. Urzyczyn: Materiaty do wyktadu z semantyki
Model D

Poniewaz model D, jest izomorficzny z przestrzenia funkceji ciaglych [Doo — Doo] (a zatem
takze z przestrzenia [[Dos — Dso] — [Poo — Dool]), wiec elementy Do, mozna utozsamiaé
z funkcjami ciagtymi z Do, do Du, @ nawet z [Doy — Doo| do [Dsy — Doo|. Powoduje to
schizofreniczna dwuznacznosé notacyjna, na szczescie nie prowadzaca do zadnej konfuzji. Jesli
bowiem funkcje f : Do — Do utozsamimy z elementem [’ = G(f), to zachodza réwnosci
fla) = F(G(f))(a) = F(f)(a) = f"-a. A wiec warto$¢ funkcji f na argumencie a to to
samo co wynik dzialania f’ - a w modelu (ktéry zwykle zapiszemy po prostu jako f - a).
Podobnie, jesli ¢ jest funkcja ciagly z [Doy — Doo] do [Ds — Do), a f jest jak poprzednio,
to mozemy utworzy¢ az trzy rézne aplikacje ¢ do f. Jedna to ¢(f) € [Doy — Do), druga
to @' (f") € Doo, gdzie ¢/ = G o po F, i wreszcie trzecia to G(¢') - f. I znowu wszystkie
trzy oznaczaja (z dokladnoscia do odpowiednich utozsamienl) ten sam element modelu, bo

np. ¢'(f) = G(p(F(G(/))) = G(e(f))-

0.1 Kombinator Y w modelu D,

Wartoscig termu B = Azyz.y(xz) w modelu Dy jest element b’ = [B'], spemiajacy dla
dowolnych a,b,¢ € Dy warunek b’ -a-b-c = b- (a-¢). Element ten, zgodnie z ogdlng
schizofrenia, utozsamiamy z funkcja b’ : Doy — Doy 0 whasnosci b’(a) -b-¢=10b- (a-¢). Niech
teraz id = [I]. Wtedy idg = L, oraz id,,+1 =idp,, dla n € N.

Lemat 0.1 Element id € Dy, jest jedynym punktem stalym funkcji b’.

Dowdéd:  Nietrudno zauwazy¢, ze id jest punktem statym b’, pozostaje pokazaé¢, ze b’ ma
tylko jeden punkt staly. Zalézmy wiec, ze € jest punktem stalym, tj. ze e-b-c=10b- (¢ - ¢),
dla dowolnych b i ¢. Przypusémy, ze © € D,11 1y € D, i policzmy co to jest (g - x - y)n.
Ot6z z lematu 11.6(2) wynika, ze (¢-x-y)p = (¢ - T)nt1(y) = ent2(z)(y). Z drugiej strony
mamy (¢ -z -y), = (x- (¢ Yy))n, bo to punkt staly, a poniewaz z lematu 11.6(1) wynika
z-(e-y) =z((e-y)n), wiec wyrazenie (z - (¢ - y)), mozna zapisaé jako (z((€ - y)n))n- To sie
dalej upraszcza do z((¢ - y)n), bo z((¢ - y)n) € Dy. Ale (¢ -y)n = ent+1(y), bo y € Dy, wiec
w koricu wychodzi réwnosé (e -z - y)n = z(en+1(y)). Mamy wiec dla wszystkich n € N:

ent2(2)(y) = 2(En+1(y))- ()

Teraz przez indukcje ze wzgledu na n pokazemy, ze €, = id,. Dla n = 0 i dowolnego d € Dy,
podstawiajac * = Nz.d iy = L do (*), dostajemy réwnosé¢ ea(Nz.d)(L) = d, ktérej lewa
strona to nie co innego niz 11 (g2)(d) = €1(d). A wiec po prostu €1(d) = d czyli &1 = id;.
Dalej mamy juz latwa indukcje. Jesli e,41 = idp41 to enq2(x)(y) = x(y), czyli epqa(x) = 2.
Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze g = e1(L) =idy (L) = L. [ |

Niech teraz f € [Doo — Do 1 niech p(y) = f (pamietamy o utozsamieniu f = G(f) € D).
Przyjmijmy oznaczenie Ay = [Ax.y(zx)],. Wtedy A¢-a = f(a-a), dla kazdego a. Przez
Ifp(f) oznaczymy najmniejszy punkt staly funkcji f.
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Lemat 0.2 Jeslie <id oraze-Ay-Ay <IUp(f), to tezb'(e) <id orazb’(e)-As-Ay <1ip(f).

(e-y) < z-y = z(y), a potem tak:
(fp(f)) =1p(f). ®

Dowéd:  Liczymy najpierw tak: b’(e)(z)(y) =
b'(e) - Ar-Ap=Af-(e-Ay) = fle-Ap-(e- Ay
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Whniosek 0.3 W modelu Do znaczeniem kombinatora punktu statego Y jest operator naj-
mniejszego punktu statego A flfp(f). Scislej, [Y] -a = G(lfp(F(a))), dla a € Duo.

Dowéd:  Niech ¢ = L i e"t! = b/(e"), dla n € N. Na mocy lematu 0.2 mamy dla
wszystkich n nieré6wnosé e”-Ar-Ay < Ifp(f), skad na mocy ciaglosci aplikacji wynika, ze takze
id = 1fp(b’) spetnia warunek id - Ay- Ay <Ifp(f). Inaczej méwiac, [Y]- f = Ap- Ay < 1p(f).
Oczywiscie [Y] - f jest punktem stalym, bo jestesmy w lambda-modelu. [

0.2 Pelna abstrakcyjno$¢ modelu D

Naszkicujemy teraz schemat dowodu twierdzenia 11.11, pomijajac co trudniejsze jego frag-
menty. Postuzymy sie drzewami Bohma, dowodzac w istocie ,,przy okazji” twierdzenia 8.4.
Razem dostaniemy to:

Twierdzenie 0.4 Nastepujace warunki sq rownowazne:
1. Termy M i N sq obserwacyjnie réwnowazne;
2. BT (M) ~, BT(N);
3. Doo =M = N.

Implikacja (1) = (2) to w istocie nieznaczne uogdlnienie znanego nam twierdzenia Bohma 8.1.
Implikacje (3) = (1) nazywamy adekwatnosciq modelu, a implikacja (1) = (3) nosi nazwe
petnej abstrakcyjnosci. Adekwatno$é mozna uwazaé za ,staba pemos$¢” (bo nie twierdzimy,
ze M =g N a tylko, ze M = N), natomiast pelna abstrakcyjnos¢ to ,mocna poprawnos¢”,
stwierdzajaca, ze termy nieodréznialne obliczeniowo (nawet niekoniecznie réwne) sa interpre-
towane w ten sam sposéb.

Dowdéd twierdzenia 0.4 wymaga pewnych pojeé¢ pomocniczych. Wprowadzimy dwie relacje dla
drzew Bohma. Napis B C B’ oznacza, ze B’ powstaje z B przez wstawienie jakich$ poddrzew
w miejsca, w ktérych w B wystepuje Q. Relacja B <,, B’ zachodzi za$, gdy istnieje (skonczony
lub nieskoriczony) ciag eta-ekspansji B = By < By < By < B3 ,« --- zbiezny do B'.
Oczywiscie B =, B’ oznacza, ze B <, B” ,> B’ dla pewnego B". Notacje =, i ~,, stosujemy
tez dla terméw; mamy wtedy na mysli ich drzewa Béhma.

Aproksymant to skoniczone drzewo Bohma (inaczej: term w postaci normalnej, w ktérym
moze wystepowaé stata Q). Dla dowolnego termu M, mamy zbiér aproksymantéw termu M:

A(M) ={A | A jest aproksymantem oraz A C M}
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W analogiczny sposéb definiujemy A(7T') dla dowolnego drzewa T'. Przyjmujac, ze znaczeniem
stalej €2 jest 1, mozemy przypisa¢ kazdemu aproksymantowi warto$¢ w modelu D,,. Dalej
mozemy przyjaé¢ definicje [T, = sup{[A], | A € A(T)}.

Najwazniejszy fakt, z ktérego wszystko wynika (w szczegdlnosci réwnosé [M], = [BT(M)],),
i ktorego dowdd teraz opudcimy, to nastepujace twierdzenie o aproksymacji:

Twierdzenie 0.5 (o aproksymacji) Wartosé dowolnego termu jest kresem gérnym war-
tosci jego aproksymantow, tj. [M], = sup{[A], | A € A(M)}.

Lemat 0.6 Term M jest rozwiqzalny wtedy i tylko wtedy, gdy [M], # L przy pewnym p.

Dowdéd:  Najpierw zauwazmy, ze jesli A jest aproksymantem, to [A], # L, dla pewnego p,
gdy tylko A # Q. Jesli bowiem A = A\Z.yB, gdzie y jest zmienna wolna, to wystarczy wziaé
p(y) = Nd.d, gdzie d # L. A jesli A = \Z.x; B, to nalezy uzy¢ Aa.d jako i-tego argumentu.

Poniewaz [M], = sup{[A], | A € A(M)}, wiec z powyzszego wynika [M], # L, jesli tylko M
ma cho¢ jeden nietrywialny aproksymant, tj. gdy BT (M) # Q. Przypomnijmy za$, ze term
jest rozwiazalny wtedy i tylko wtedy, gdy ma nietrywialne drzewo Boéhma (istnieje czolowa
posta¢ normalna). ]

Whniosek 0.7 (adekwatno$é) Jesli [M], = [N], dla dowolnego p, to M = N.

Dowéd:  Jedli [M], = [N], to takze [C[M]], = [C[N]], dla dowolnego kontekstu CT |.
Jesli wiec [C[M]], # L to i [C[N]], # L, czyli z rozwiazalno$ci C[M] wynika rozwigzal-
nos¢ C[N]. [

Teraz udowodnimy pelng abstrakcyjnos¢ modelu D,,. Na poczatek taki prosty lemat:

Lemat 0.8 Niech T7 =, T>. Wdéwczas:

1. Dla dowolnego A € A(T) istnieje takie B € A(T5), Ze B —, A.
2. Dla dowolnego B € A(T>) istnieje takie A € A(T1), ze B —, A.

Dowéd: (1) W nieskoniczonym ciagu eta-ekspansji od T} do T3, tylko skoriczenie wiele
krokéw dotyczy wierzchotkéw nalezacych do aproksymanta A. Te eta-ekspansje przeksztal-
caja A w pewnego aproksymanta drzewa T5.

(2) Analogicznie, tylko skoniczenie wiele eta-ekspansji pozostawia swéj slad w drzewie B.
Odpowiadaja one pewnej eta-redukcji z B do jakiegos aproksymanta drzewa T7. |

Lemat 0.9 Jesli T1 <, T» to [T1], = [T2],, dla kazdego p.
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Dowéd:  Przypomnijmy, ze [T1], = sup{[A], | A € A(M)} i podobnie dla T5. Poniewaz
eta-réwne termy sa rowne w modelu, wiec z lematu 0.8 wynika od razu, ze odpowiednie kresy
sg rowne. x

Stad natychmiast otrzymujemy:

Whiosek 0.10 (pelna abstrakcyjnosé) Jesli M = N, to [M], = [N], dla dowolnego p.

Dowéd:  Skoro M = N, to BT (M) ~, BT(N), czyli BT'(M) =, T ,= BT'(N). Z lema-
tu 0.9 wynika od razu, ze [BT(M)], = [BT(N)],. A z twierdzenia o aproksymacji otrzymu-
jemy, ze takze wartosci [M], i [IN], musza by¢ réwne. [



