P. Urzyczyn: Materialy do wyktadu z semantykit
Rachunek lambda CBN i CBV

Rachunek lambda czesto uwazamy za abstrakcyjny jezyk programowania funkcyjnego. Jednak
ewaluacja wyrazenia w rzeczywistych jezykach funkcyjnych rézni sie istotnie od beta-redukc;ji.
Po pierwsze, mamy wtedy okreslona deterministyczna strategie redukcji. Po drugie, zwykle nie
dokonuje si¢ ewaluacji ,,pod lambda” wyrazenie zdolne do pobrania argumentu (zglaszajace
prompt) jest uwazane za ,, gotowa funkcje” i nie podlega ewaluacji az do chwili dostarczenia
parametru aktualnego. Dlatego lepszymi modelami jezykow funkcyjnych sa takie wersje ra-
chunku lambda, w ktorych kazda abstrakcje uwazamy za wartosé. Jeden z takich modeli to
leniwy rachunek lambda, nazywany tez rachunkiem CBN. Opiszemy trzy rodzaje semantyki
operacyjnej dla terméw zamknietych tego jezyka. Beda to:

e Semantyka tranzycyjna, okreslona za pomoca maszyny abstrakcyjnej. Modeluje ona
proces obliczenia przez opisanie zmian stanu maszyny.

e Semantyka strukturalna (SOS?), w dwéch smakach:
— Semantyka maltych krokéw, ktéra definiuje pojedynczy krok ewaluacji ,,posrednio”,
przez indukcje ze wzgledu na strukture ewaluowanego wyrazenia;

— Semantyka duzych krokéw, ktéra definiuje od razu relacje M | V pomiedzy
wyrazeniem M i jego wartoscia V.

Male kroki dla CBN

Relacja — w zbiorze terméw to najmniejsza taka relacja, ze (AxA)B — A[B/z], oraz jesli
A — B to takze AC — BC'. Zapisujemy to w skrécie w postaci takich regut:
A—B
AMA)B — AlB -
(e A)B — A[B/2) o

Duze kroki dla CBN
Relacja M || V, gdzie M jest dowolnym termem zamknietym, a V jest wartoscig, czyli

abstrakcja, jest okreslona regutami:
M |} AxA A[N/z] | V

Vv MN |V

Udowodnimy, ze te dwie definicje sa rownowazne. Ponizej mowa o termach zamknietych.
Lemat 0.1 Jesli M |V, to M — V.

Dowdd: Indukcja ze wzgledu na definicje M | V. W kroku indukcyjnym zakladamy, ze
MN |V, bo M | A\xA oraz A[N/z] || V. Te dwie asercje maja krétsze wyprowadzenia,
wiec z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze M — AzA oraz A[N/x] — V. Ostatecznie
otrzymujemy redukcje MN — (AzA)N — A[N/z] - V. ]

!Pierwotna wersja tego materiatu powstala we wspélpracy z M. Zielenkiewiczem.
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Lemat 0.2 Jezeli M — M' |V, to M | V.

Dowdéd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na diugosé ciggu redukeji M — M’. Oczy-
wiscie najwazniejszy jest przypadek jednego kroku. Niech wiec M — M’. Uzyjemy indukcji
ze wzgledu na definicje relacji —.

Przypadek 1: M = (A\z A)B — A[B/x] = M' | V. Mamy wtedy takie wyprowadzenie:

A Al A A[B/x] | V
MYV

Przypadek 2: M = AC — BC |V, bo A — B. Chcemy pokazaé¢ AC |} V. Skoro BC || V,
to B | Ax D oraz D[C/x] || V. 7Z ,wewnetrznego”’ zalozenia indukcyjnego dla A — B,
wnioskujemy, ze A || Az D, a poniewaz D[C/x] || V, wiec AC |} V. [ |

Whniosek 0.3 Dla dowolnych M iV, warunki M |V 1 M — V sq rownowazne.

Uproszczona maszyna Krivine’a

Maszyna abstrakcyjna opisana ponizej rézni sie troche od oryginalnej maszyny J.-L. Krivine’a.
Gléwnie dlatego, ze pomijamy tu calkowicie sprawe reprezentacji terméw i otoczen. Tymcza-
sem ,prawdziwa” maszyna Krivine’a postuguje sie¢ termami w notacji De Bruijna (indeksy
zamiast zmiennych), obejmuje konkretna implementacje otoczen i algorytmy ich obstugi.

W definicji maszyny wystepuja dwa pojecia zdefiniowane przez wzajemna rekursje:

e (Otoczenie, to funkcja czesciowa, ktora zmiennym przypisuje domkniecia.

e Domkniecie, zwane tez klozurg (ang. closure), to para (M, E), gdzie x jest zmienna,
oraz E jest takim otoczeniem, ze FV(M) C Dom(E).

Ta definicja jest poprawna (dobrze ufundowana), bo otoczenie moze by¢ puste.

Konfiguracja maszyny Krivine’a to niepusta lista domknieé, ktéra moze by¢ widziana jako
tréjka postaci (M, E) :: S. Mamy tu term M do ewaluacji w otoczeniu E, i ,stos” S. Konfi-
guracja poczatkowa ma postaé¢ (M, &) :: nil, gdzie M jest termem zamknietym, a konfiguracja
konicowa powinna by¢ postaci (V, E) :: nil.

Ewaluacja aplikacji odbywa sie metoda ,,push-enter”, tj. polega na odlozeniu argumentu na
stos (push) i wejéciu w ewaluacje operatora (enter). Maszyna ma takie instrukcje:

(x,E) =S = E(x):S;
(MN,E)::S = (M,E): (N,E):S;
AMME):A:S = (M, E[xw— A]):S.

Zdefiniujemy teraz znaczenie domkniecia (M, E), czyli znaczenie termu M w otoczeniu E.
Real(M, E) = M[Real(E(y))/ylyepom (k)

Powyzej chodzi oczywiscie o jednoczesne podstawienie na wszystkie zmienne y € Dom(F).

Definicja M* ma sens takze wtedy, gdy (M, E) nie jest domknieciem, tj. E(y) nie jest

okreglone dla jakiego$ y € FV(M). Taka zmienna y pozostaje wtedy wolna w M¥.



Lemat 0.4 (Poprawno$é maszyny) Jesli M |V, to (M,E) :: S — (W, F) :: S, gdzie W
jest wartoscig i WF = MF.

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na definicje relacji {}. Szczegdly pomijamy. n

W dowodzie nastepnego lematu uzyjemy pomocniczej relacji {x, ktéra jest zdefiniowana tak:

M g Az A A[N/z] |, V
MN Yy V

Jesli M |}; V dla pewnego ¢ < k, to napiszemy M. W przeciwnym razie M {fx.

ViV

Lemat 0.5 Jesli MY ., to maszyna wruchomiona w stanie (M, E) :: nil wykonuje wiecej
niz k krokow.

Dowdd:  Indukcja ze wzgledu na k. Szczegdly pomijamy. |

Whniosek 0.6 Jesli M jest termem zamknietym, to M || V wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna
Krivine’a ma obliczenie (M, ) — (W, E), gdzie WF =V.

Rachunek lambda w wersji CBV

W rachunku leniwym przekazywanie parametréw odbywa sie ,przez nazwe”, tj. parametr
aktualny jest przekazywany do procedury bez ewaluacji. W rzeczywistych jezykach czesto
mamy do czynienia z przekazywaniem parametréw ,,przez wartos¢”. Wtedy parametr aktualny
musi sam by¢ wartosdcia. Taka strategie ewaluacji modeluje rachunek lambda w wersji CBV.
Oto reguty semantyki duzych krokéw dla takiego rachunku:

MUxxA NIW  AW/z]4V
MN |V

Symbole V' i W oznaczaja tu wartosci, czyli abstrakcje.

ViV

Definicja semantyki matych krokéw dla CBV wymaga pojecia kontekstu ewaluacyjnego. Kon-
tekst ewaluacyjny E[ |, z jedna ,dziura” oznaczana przez [ |, moze byé postaci:

[] VE[] E[]M,

Fakt 0.7 Kazdy term zamkniety M, ktory nie jest wartoScia, mozna w doktadnie jeden
sposdb przedstawié¢ w postaci M = E[R|, gdzie E jest kontekstem ewaluacyjnym, a R jest
beta-redeksem.

Dowéd: Cwiczenie. ]

Dzieki jednoznacznodci rozktadu, ponizsze reguly ewaluacji ,,przez wartos¢” okreslaja deter-
ministyczna strategie redukcji:
A— B

(\z A)V — A[V/z] E[A] — E[B]



Fakt 0.8 Warunki M ||V ¢+ M — V sq réwnowazne.

Dowdéd: Podobny do dowodu Wniosku 0.3. |

Maszyna SECD

Maszyna SECD zostata opisana przez P.J. Landina w roku 1965 i jest jedna z najstarszych
maszyn abstrakcyjnych. Stan maszyny opisywany jest przez czwérke (S, E,C, D), a nazwy
sktadowych Stack, Environment, Code i Dump, tlumacza jednocze$nie znaczenie skrétu.
Mamy wiec:

e Stack — czyli liste domknieé postaci (V, E);
e Environment — czyli otoczenie;
e Code — czyli liste ,operatoréw” (operatorami sa termy i symbol @);

e Dump — czyli liste tréjek postaci (S, E, C).

Idea jest taka: Wyrazenie przeznaczone do ewaluacji w otoczeniu F, umieszczone poczatkowo
w C, jest rozkladane na czesci (od prawej). Kazda czesé w postaci domkniecia jest umieszczana
na stosie. Kiedy na poczatku listy C pojawi sie symbol @, maszyna ewaluuje operator
z poczatku stosu, uzywajac nastepnego domkniecia ze stosu jako argumentu. Odbywa sie
to przez rekurencyjne wywotanie calego procesu (po to jest skladowa D). Ta metoda ewalu-
acji nazywana jest ,eval-apply”. Instrukcje maszyny sa takie:

(S,E,z::C,D) = (E(z):S,E,C,D)

(S,E,\eM ::C,D) = ((AaM,E)::S,E,C,D)
(S,E,MN:C,D) = (S,E,N=:M:Q:C,D)
(AMeM,E):A:S E',Q::C,D) = (nil, B[z — A}, M :nil,(S,E',C):: D)

(A S, E' nil (S E',C"Y::D) = (A:S' E' C' D)

Konfiguracja poczatkowa ma postaé¢ (nil, @, M :: nil, nil), a koicowa (A :: nil, &, nil, nil). Mamy
teraz dwa lematy podobne do lematéw 0.4 i 0.5.

Lemat 0.9 Jesli MP |V, to (S,E, M ::C,D) — ((W,F)::S,E,C, D), gdzie W' =V.

Lemat 0.10 Jesli MYy to maszyna SECD, uruchomiona w konfiguracji (S, E, M ::C, D),
wykonuje co najmniej k krokow.

Whniosek 0.11 Jesli M jest termem zamknietym, to M | V wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna
SECD ma obliczenie (nil, &, M ::nil,nily — (W, F), &, nil, nil).

Semantyka denotacyjna dla CBN i CBV

Modelami standardowej teorii rachunku lambda sa zupele porzadki czesciowe spelniajace
yrownanie” postaci D = [D — D]. W przypadku rachunku CBN jest troche inaczej, bo



nie kazdy element dziedziny powinien by¢ interpretowany jako funkcja. Na przyklad trzeba
rozroznia¢ termy Q i Ax€). Pierwszy chcemy interpretowaé¢ jako element najmniejszy L,
a drugi jako funkcje stata Ad. L. Interesuje wiec nas rozwigzanie innego réwnania, a miano-
wicie D & [D — D], gdzie A| oznacza zbiér A z dodatkowym elementem najmniejszym L.
(Dotychczasowy element najmniejszy w A przestaje pemié te funkcje.) Rozwiazanie takiego
réwnania mozna uzyskaé¢ powtarzajac konstrukcje modelu Dy, z odpowiednimi modyfikacjami
(zaczynamy od jednoelementowego zbioru Dy i definiujemy D, 11 jako [D,, — D,].). Tak
otrzymany model nie jest jednak w pelni abstrakcyjny ze wzgledu na obserwacyjna roéwnowaz-
nos¢ odpowiednia dla CBV (taka gdzie zamiast o istnienie czolowej postaci normalnej pytamy
o redukcje do wartosci.) Modele w pelni abstrakcyjne mozna uzyskaé w grach.

W przypadku rachunku CBV, oprécz rozréznienia €2 i Ax ) trzeba jeszcze uwzglednié koniecz-
nos¢ ewaluacji argumentu. Nie interesuja nas wiec dowolne funkcje ciagle, ale tylko ,,rzetelne”,
tj. funkcje o wlasnosci f(L) = L. Jedli [D — | D] oznacza przestrzen funkcji rzetelnych, to
réwnanie dziedzinowe przyjmuje postaé D = [D — | D], . Metoda Scotta otrzymamy dobry
model, ktéry znowu nie bedzie w pelni abstrakcyjny.

Cwiczenia:
1. Zdefiniowa¢ maszyne SECD w wersji CBV.
2. Czy wnioski 0.6 1 0.11 mozna wzmocni¢ zadajac aby W =V i F = &7

3. Zdefiniowaé projekcje z [D — D], na D oraz metode ,podnoszenia” projekeji (i,7) z D' na D
do projekeji z [D" — D] na [D — D];.



