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P. Urzyczyn: Materia ly do wyk ladu z semantyki

Logika Hoare’a

Rozważamy najprostszy model imperatywnego j ↪ezyka programowania z jednym typem danych.
Wartości tego typu moga być elementami dowolnej struktury algebraicznej o ustalonej syg-
naturze. Poniżej, symbol c oznacza dowoln ↪a sta l ↪a tej sygnatury, a r (odpowiednio f) jest
dowolnym k-argumentowym symbolem relacyjnym (funkcyjnym). S ↪a trzy kategorie wyrażeń:1

Wyrażenia logiczne (B) : false, true, E1 = E2, r(E1, E2, . . . , Ek), ¬B, B1 ∧B2, B1 ∨B2.

Wyrażenia algebraiczne (E) : c, x, f(E1, E2, . . . , Ek).

Programy (P ) : skip, loop, x := E, begin P1;P2 end, if B then P1 else P2, while B do P1.

Semantyka naturalna (dużych kroków)

Znaczenie [[W ]]As wyrażenia algebraicznego lub logicznegoW w strukturzeA przy wartościowa-
niu s (lub: w stanie s) definiujemy jak zwykle. Górny indeks cz ↪esto pomijamy. Znaczenie
programów określimy metod ↪a dużych kroków,2 tj. zdefiniujemy relacj ↪e 〈P, s〉 ⇓ s′, któr ↪a
odczytujemy tak: program P uruchomiony w stanie s kończy obliczenie w stanie s′.

〈skip, s〉 ⇓ s
[[E]]s = a

〈x := E, s〉 ⇓ s[x 7→ a]

〈P1, s〉 ⇓ s′ 〈P2, s
′〉 ⇓ s′′

〈begin P1;P2 end, s〉 ⇓ s′′

[[B]]s = true 〈P1, s〉 ⇓ s′

〈if B then P1 else P2, s〉 ⇓ s′
[[B]]s = false 〈P2, s〉 ⇓ s′

〈if B then P1 else P2, s〉 ⇓ s′

[[B]]s = true 〈P, s〉 ⇓ s′ 〈while B do P, s′〉 ⇓ s′′

〈while B do P, s〉 ⇓ s′′
[[B]]s = false

〈while B do P, s〉 ⇓ s

Ponieważ każdy program ma tylko skończenie wiele zmiennych, wi ↪ec stany można uważać
za skończone krotki wartości. Dziedzin ↪a while-programu P w strukturze A nazywamy zbiór
tych stanów s, dla których 〈P, s〉 ⇓. Nietrudno pokazać, że każdy rekurencyjnie przeliczalny
podzbiór N jest w standardowym modelu arytmetyki N = 〈N,+, ·, s, 0〉 rzutem dziedziny
pewnego programu na pierwsz ↪a wspó lrz ↪edn ↪a, tj. ma postać {s(x0) | 〈P, s〉 ⇓ }.

Regu ly Hoare’a

Formu l ↪a logiki Hoare’a nazywamy trójk ↪e postaci {ϕ}P {ψ}, gdzie ϕ i ψ s ↪a formu lami pierw-
szego rz ↪edu, a P jest programem. Formu la taka jest prawdziwa w strukturze A, gdy dla dowol-
nych stanów s i s′ o w lasności A, s |= ϕ oraz 〈P, s〉 ⇓ s′ zachodzi A, s′ |= ψ. Mówimy wtedy,
że program P jest cz ↪eściowo poprawny ze wzgl ↪edu na warunek pocz ↪atkowy ϕ i warunek koń-
cowy ψ i piszemy A |= {ϕ}P {ψ}. Jeśli jest tak dla każdej struktury, to piszemy |= {ϕ}P {ψ}
(trójka jest prawdziwa).

1Nawiasowanie jest domyślne.
2W istocie nasza definicja jest

”
mieszana”, bo dla wyrażeń stosujemy metod ↪e denotacyjn ↪a.
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Wnioskowanie w logice Hoare’a (dla while-programów) opiera si ↪e na nast ↪epuj ↪acych aksjoma-
tach i regu lach. Implikacje pierwszego rz ↪edu, wyst ↪epuj ↪ace w ostatniej regule (zwanej regu l ↪a
konsekwencji) maj ↪a być uniwersalnie prawdziwe w rozważanej strukturze.3

{ϕ} skip {ϕ} {ϕ[E/x]}x := E {ϕ} {true} loop {false}

{ϕ}P1 {ψ} {ψ}P2 {ϑ}

{ϕ} begin P1;P2 end {ϑ}

{ϕ ∧B}P1 {ψ} {ϕ ∧ ¬B}P1 {ψ}

{ϕ} if B then P1 else P2 {ψ}

{ϕ ∧B}P {ϕ}

{ϕ} while B do P {ϕ ∧ ¬B}

ϕ′ ⇒ ϕ {ϕ}P {ψ} ψ ⇒ ψ′

{ϕ′}P {ψ′}

Piszemy Th(A) ` {ϕ}P {ψ}, lub po prostu A ` {ϕ}P {ψ}, gdy trójka {ϕ}P {ψ} ma wypro-
wadzenie w logice Hoare’a, przy czym wszystkie formu ly postaci α ⇒ β, użyte w tym
wyprowadzeniu, s ↪a prawdziwe w strukturze A. Jeśli zaś wszystkie te formu ly s ↪a tautolo-
giami logiki pierwszego rz ↪edu, to możemy napisać po prostu ` {ϕ}P {ψ}.

Twierdzenie 0.1 (Poprawność) Jeśli A ` {ϕ}P {ψ}, to A |= {ϕ}P {ψ}.

Dowód: Indukcja ze wzgl ↪edu na dowód. Mamy tyle przypadków ile aksjomatów i regu l.
Wi ↪ekszość z nich jest  latwa. Na przyk lad, dla aksjomatu {ϕ[E/x]}x := E {ϕ} należy po-
kazać, że jeśli A, s |= ϕ[E/x] to A, s[x 7→ [[E]]s] |= ϕ. W przypadku while zak ladamy, że
A, s |= ϕ oraz 〈while B do P, s〉 ⇓ s′′ i chcemy pokazać A, s′′ |= ϕ ∧ ¬B. Robimy to przez
pomocnicz ↪a indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na wyprowadzenie 〈while B do P, s〉 ⇓ s′′. Mamy tu dwa
przypadki: pierwszy oczywisty, gdy [[B]]s = false, drugi gdy [[B]]s = true oraz 〈P, s〉 ⇓ s′

i 〈while B do P, s′〉 ⇓ s′′. W tym drugim przypadku z g lównego za lożenia indukcyjnego
mamy A, s′ |= ϕ, a z pomocniczego A, s′′ |= ϕ ∧ ¬B. Reszt ↪e dowodu pomijamy.

W lasność odwrotn ↪a do twierdzenia 0.1 nazywamy relatywn ↪a pe lności ↪a logiki Hoare’a. Nie jest
to bardzo efektywna w lasność, bo w dowodach dopuszczamy wszystkie implikacje prawdziwe
w strukturze A. Można ograniczyć stosowanie regu ly konsekwencji do implikacji dowodliwych
w jakimś systemie wnioskowania (twierdzenie o poprawności oczywíscie pozostaje prawdziwe)
i pytać o ”prawdziw ↪a” pe lność: czy każd ↪a trójke prawdziw ↪a w A można udowodnić?

Niestety, odpowiedź na to pytanie jest negatywna. Zauważmy bowiem, że trójka {true}skip{ψ}
oznacza to samo co ψ, zatem gdybyśmy mieli efektywny system wnioskowania dla trójek
prawdziwych w strukturze A, to teoria Th(A) musia laby być rekurencyjnie przeliczalna. Tak
nie jest na przyk lad dla algebry N liczb naturalnych. Inne uzasadnienie jest takie: trójka

3Czasami jednak ż ↪ada si ↪e, aby by ly to tautologie, a czasami — twierdzenia jakiej́s teorii.
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{true}P{false} wyraża pustość dziedziny programu P (a wi ↪ec pustość odpowiedniego zbioru
rekurencyjnie przeliczalnego). To też nie jest rekurencyjnie przeliczalna w lasność programów.

Wiadomo, że istniej ↪a struktury (na przyk lad cia lo liczb zespolonych C = 〈C,+, ·, 0, 1〉),
dla których logika Hoare’a nie jest relatywnie pe lna. Potrzebujemy dodatkowego za lożenia.
Powiemy, że struktura A jest wyrażalna, gdy dziedzina każdego programu jest definiowalna
w logice pierwszego rz ↪edu, tj. gdy dla dowolnego P istnieje taka formu la Halt(P ), że zachodzi
równoważność: 〈P, s〉 ⇓ ⇔ A, s |= Halt(P ). Dla struktur wyrażalnych można zdefi-
niować w logice pierwszego rz ↪edu wiele innych w lasności programów. Nas interesuj ↪a g lównie
najs labsze prewarunki , czyli zbiory postaci

wp(P, α) = {s | jeśli P, s ⇓ s′ to A, s′ |= α}.

Lemat 0.2 Jeśli A jest struktur ↪a wyrażaln ↪a, to dla każdego P i α istnieje formu la ξ defini-
uj ↪aca wp(P, α), tj. taka, że dla dowolnego stanu s:

A, s |= ξ wtedy i tylko wtedy, gdy s ∈ wp(P, α).

Dowód: Za lóżmy, że ~x to wszystkie zmienne wyst ↪epuj ↪ace w P i niech ~y b ↪edzie wektorem
nowych zmiennych o tej samej d lugości. Rozpatrzmy program

Q = begin P ; if ~x = ~y then skip else loop end.

Jako ξ można przyj ↪ać formu l ↪e ∀~y(Halt(Q)→ α[~x := ~y]).

Odt ↪ad napis wp(P, α) oznacza też formu l ↪e definiuj ↪ac ↪a zbiór wp(P, α). Zauważmy od razu, że

A |= {ϕ}P {ψ}, wtedy i tylko wtedy, gdy A |= ϕ⇒ wp(P,ψ).

Twierdzenie 0.3 (Cook) Logika Hoare’a dla j ↪ezyka while-programów jest relatywnie pe lna
dla każdej struktury wyrażalnej A: jeśli A |= {ϕ}P {ψ}, to A ` {ϕ}P {ψ}.

Dowód: Wystarczy pokazać, że A ` {wp(P, α)}P{α}, dla każdego P i α. Jeśli bowiem
A |= {ϕ}P{ψ} to A ` {ϕ}P{ψ} wynika z regu ly konsekwencji z pomoc ↪a ϕ⇒ wp(P,ψ).

Warunek A ` {wp(P, α)}P{α} udowodnimy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na P .

Niech najpierw P = skip. Wtedy |= wp(skip, α)⇔ α oraz {α}skip{α}, wi ↪ec z regu ly konsek-
wencji wynika {wp(skip, α)}skip{α}.

Jeśli P = loop, to |= wp(loop, α)⇔ true i sprawa jest oczywista.

Dla P = (x := E) mamy |= wp(x := E,α)⇔ α[x := E], wi ↪ec to też  latwy przypadek.

Dla P = P1;P2 korzystamy z równoważności wp(begin P1;P2 end, α) ⇔ wp(P1,wp(P2, α))
i stosujemy indukcj ↪e. W przypadku if należy zauważyć, że wp(if B then P1 else P2, α) ma
postać (B ∧ wp(P1, α)) ∨ (¬B ∧ wp(P2, α)). Zostaje while.
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Niech wi ↪ec P = while B do Q i niech w = wp(P, α). Udowodnimy najpierw, że:

(1) A |= {w ∧B}Q{w} oraz (2) A |= w ∧ ¬B ⇒ α.

(1) Za lóżmy, że A, s |= w ∧ B i niech 〈Q, s〉 ⇓ s′. Chcemy pokazać A, s′ |= w, przypuśćmy
wi ↪ec, że 〈P, s′〉 ⇓ s′′. Z warunków A, s |= B, 〈Q, s〉 ⇓ s′ i 〈P, s′〉 ⇓ s′′ wynika, że 〈P, s〉 ⇓ s′′,
a skoro A, s |= w to A, s′′ |= α.

(2) Jeśli A, s |= w ∧ ¬B, to 〈P, s〉 ⇓ s, a ponieważ A, s |= w, wi ↪ec A, s |= α.

Z za lożenia indukcyjnego A ` {wp(Q,w)}Q{w}. Ponieważ (1), wi ↪ec A |= w∧B ⇒ wp(Q,w),
i na mocy regu ly konsekwencji A ` {w ∧B}Q{w}, sk ↪ad od razu A ` {w}P{w ∧ ¬B}. Teraz
stosujemy regu l ↪e konsekwencji, korzystaj ↪ac z (2), i mamy A ` {w}P{α}.

Twierdzenie Gödla o reprezentacji stanowi m.in. że wszystkie zbiory rekurencyjnie przeliczalne
s ↪a definiowalne formu lami arytmetyki pierwszego rz ↪edu. A wi ↪ec nie na próżno dowodzilísmy
twierdzenie Cooka.

Fakt 0.4 Struktura N = 〈N,+, ·, s, 0〉 jest wyrażalna.

Nietrudno pokazać, że wyrażalna jest też każda struktura skończona. Ponieważ teoria struk-
tury skończonej jest zawsze rozstrzygalna, wi ↪ec z twierdzenia Cooka wynika, że zbiór tró-
jek prawdziwych w takiej strukturze jest rekurencyjnie przeliczalny. Jeśli przypomnimy,
że {true}P{false} wyraża zap ↪etlenie si ↪e programu P , to  latwo wywnioskujemy, że pytanie
“czy dany program zatrzymuje si ↪e dla określonych danych wej́sciowych w danej strukturze
skończonej?” jest rozstrzygalne. Nie jest to może zaskakuj ↪ace, ale zauważmy, że można t ↪e
obserwacj ↪e uogólnić tak:

Warunkiem koniecznym na to, aby dla j ↪ezyka programowania L istnia l poprawny
i relatywnie pe lny system Hoare’a jest aby problem stopu dla j ↪ezyka L by l rozstrzy-
galny na skończonych interpretacjach.

Problem stopu na skończonych interpretacjach nie jest rozstrzygalny np. dla j ↪ezyka z pro-
cedurami wyższych typów, w którym można dokonywać podstawień na zmienne nielokalne.
Jeśli tego zabronimy, problem staje si ↪e rozstrzygalny i można skonstruować system Hoare’a.

Logika Hoare’a jako semantyka aksjomatyczna

Teraz potraktujemy logik ↪e Hoare’a w sposób bardziej uniwersalny. Napiszemy ` {ϕ}P {ψ},
gdy trójk ↪e {ϕ}P {ψ} można wyprowadzić ograniczaj ↪ac regu l ↪e konsekwencji do twierdzeń
logiki pierwszego rz ↪edu. Zbiór wszystkich takich trójek nazwiemy teori ↪a cz ↪eściowej popraw-
ności programu P . Przyjmijmy oznaczenie PC(P ) = {〈ϕ,ψ〉 | ` {ϕ}P {ψ}}.

Programy P i Q s ↪a równoważne (piszemy P ≡ Q) wtedy i tylko wtedy, gdy w dowolnej
strukturze A, warunki 〈P, s〉 ⇓ s′ i 〈Q, s〉 ⇓ s′ s ↪a równoważne. Równoważne programy maj ↪a
oczywíscie takie same teorie cz ↪eściowej poprawności. Okazuje si ↪e, że zachodzi też twierdzenie
odwrotne, a zatem teoria cz ↪eściowej poprawności determinuje semantyk ↪e programu. Ten fakt
uzasadnia określenie ”semantyka aksjomatyczna”.
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Twierdzenie 0.5 (Meyer) Jeśli P 6≡ Q to PC(P ) 6= PC(Q).

Szkic dowodu: Dla uproszczenia rozpatrzymy przypadek, gdy 〈P, s〉 ⇓ s′ oraz 〈Q, s〉 6⇓ s′′,
dla dowolnego s′′ (program P si ↪e zatrzymuje, a Q si ↪e zap ↪etla dla pewnego s) w pewnej
strukturze A. Za lóżmy przy tym, że ~x = x1, . . . , xn to wszystkie zmienne wyst ↪epuj ↪ace w pro-
gramach P i Q. Analiza obliczenia P w stanie s pozwala wskazać pewn ↪a formu l ↪e otwart ↪a ϕ(~x)
o nast ↪epuj ↪acych w lasnościach:

• A, s |= ϕ(~x);

• Dla dowolnych B, r, jeśli B, r |= ϕ(~x), to 〈P, r〉 ⇓ r′, dla pewnego r′.

Formu la ϕ to tak naprawd ↪e koniunkcja wszystkich testów, które wykonane s ↪a w czasie
obliczenia (uwzgl ↪edniaj ↪ac wcześniejsze podstawienia). Ponieważ obliczenie programu Q dla
wej́scia s jest nieskończone, wi ↪ec zamiast jednej formu ly mamy nieskończony zbiór Γ(~x):

• A, s |= Γ(~x);

• Dla dowolnych B, r, jeśli B, r |= Γ(~x), to 〈Q, r〉 6⇓ r′, dla każdego r′.

Zbiór Γ(~x) ∪ {ϕ(~x)} jest niesprzeczny i sk lada si ↪e tylko z formu l otwartych, wi ↪ec ma model
mocy ℵ0. Można uważać, że dziedzin ↪a tego modelu jest po prostu N. Dodaj ↪ac do sygnatury
zwyk le operacje arytmetyczne, wzbogacamy ten model do wyrażalnej struktury B, w której
dla pewnych r, r′ zachodzi 〈P, r〉 ⇓ r′, ale dla każdego r′′ mamy 〈Q, r〉 6⇓ r′′. Niech ψ(~x) bedzie
formu l ↪a definiuj ↪ac ↪a w B dziedzin ↪e programu Q. Ponieważ stan r nie należy do dziedziny pro-
gramu Q, wi ↪ec B 6|= {¬ψ}P{false} i tym bardziej 0 {¬ψ}Q{false}. Wtedy B |= {¬ψ}Q{false}
wi ↪ec z relatywnej pe lności wynika B ` {¬ψ}Q{false}. W takim dowodzie wyst ↪epuje tylko
skończenie wiele zdań prawdziwych w B, jeśli ϑ jest koniunkcj ↪a tych formu l, to w istocie
mamy ` {ϑ ∧ ¬ψ}Q{false}.

Ale ponieważ stan r nie należy do dziedziny programu Q, wi ↪ec B 6|= {ϑ ∧ ¬ψ}P{false} i tym
bardziej B 0 {ϑ ∧ ¬ψ}Q{false}. A zatem 〈ϑ ∧ ¬ψ, false〉 ∈ PC(Q)− PC(P).

Ćwiczenia:

1. Niech P = while x > 0 do begin y := x · y;x := x− 1 end. Udowodnić, że
N ` {x = n ∧ n ≥ 0 ∧ y = 1}P{y = n!}.

2. Uogólnić dowód twierdzenia 0.5 na przypadek gdy 〈P, s〉 ⇓ s′ oraz 〈Q, s〉 ⇓ s′′, gdzie s′ 6= s′′.


