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P. Urzyczyn: Materiaty do wyktadu z semantyki

Logika Hoare’a

Rozwazamy najprostszy model imperatywnego jezyka programowania z jednym typem danych.
Wartosci tego typu moga by¢ elementami dowolnej struktury algebraicznej o ustalonej syg-
naturze. Ponizej, symbol ¢ oznacza dowolna stala tej sygnatury, a r (odpowiednio f) jest
dowolnym k-argumentowym symbolem relacyjnym (funkcyjnym). Sa trzy kategorie wyrazeri:*
Wyrazenia logiczne (B) :  false, true, Fy = Es, r(FE1,Es,...,Ey), =B, By ABy, BV Bs.
Wyrazenia algebraiczne (E): ¢, x, f(E1,Ea,...,Ey).

Programy (P) :  skip, loop, x := E, begin P;; P, end, if B then P; else P,, while B do P;.

Semantyka naturalna (duzych krokéw)

Znaczenie [W]2 wyrazenia algebraicznego lub logicznego W w strukturze A przy wartosciowa-
niu s (lub: w stanie s) definiujemy jak zwykle. Gérny indeks czesto pomijamy. Znaczenie
programéw okredlimy metoda duzych krokéw,? tj. zdefiniujemy relacje (P,s) | &', ktéra
odczytujemy tak: program P uruchomiony w stanie s koriczy obliczenie w stanie s’.

[E]ls = a (Pr,s) s (Py,s) | s"

(skip,s) I s
(x:=E,s) | sz — a (begin Pi; P, end, s) |} s”

[B]s = true (Py,s) | s [B]s = false (P, s) s
(if B then Py else P, s) || & (if B then P else Py, s) || &

[B]s = true (P,s) | s (while Bdo P,s) | s” [B]s = false
(while Bdo P, s) | s” (while Bdo P,s) || s

Poniewaz kazdy program ma tylko skoriczenie wiele zmiennych, wiec stany mozna uwazaé
za skoriczone krotki wartosci. Dziedzing while-programu P w strukturze A nazywamy zbidr
tych stanéw s, dla ktérych (P, s) |. Nietrudno pokazaé, ze kazdy rekurencyjnie przeliczalny
podzbiér N jest w standardowym modelu arytmetyki N' = (N, +,- s,0) rzutem dziedziny
pewnego programu na pierwsza wspéhrzedna, tj. ma postaé¢ {s(zg) | (P,s) | }.

Reguly Hoare’a

Formutq logiki Hoare’a nazywamy tréjke postaci {¢} P {1}, gdzie ¢ i ¢ sa formutami pierw-
szego rzedu, a P jest programem. Formula taka jest prawdziwa w strukturze A, gdy dla dowol-
nych stanéw s i s’ o whasnosci A, s = ¢ oraz (P, s) |} s’ zachodzi A, s’ = 1. Méwimy wtedy,
ze program P jest czesciowo poprawny ze wzgledu na warunek poczatkowy ¢ i warunek kon-
cowy v 1 piszemy A |= {p} P {¢}. Jedli jest tak dla kazdej struktury, to piszemy = {¢} P {4}
(tréjka jest prawdziwa).

!'Nawiasowanie jest domyslne.
2W istocie nasza definicja jest ,,mieszana”, bo dla wyrazeni stosujemy metode denotacyjna,.
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Whioskowanie w logice Hoare’a (dla while-programéw) opiera sie na nastepujacych aksjoma-
tach i regulach. Implikacje pierwszego rzedu, wystepujace w ostatniej regule (zwanej regula
konsekwencji) maja by¢ uniwersalnie prawdziwe w rozwazanej strukturze.?

{¢} skip {¢} {plE/z]}x = E{p} {true} loop { false}

{or P}y {¢) R{d}
{¢} begin P;; P, end {¥}

{pAB}Pi{y} {pA-B)Pi{y}
{¢}if B then P; else P, {1}

{o A B} P{p}
{¢}while B do P{p A B}

o= {o}P{Y} =1
{¢"} P{y'}
Piszemy Th(A) - {¢} P {¢}, lub po prostu A F {¢} P {¢}, gdy tréjka {¢} P {1} ma wypro-
wadzenie w logice Hoare’a, przy czym wszystkie formuly postaci a« = [, uzyte w tym

wyprowadzeniu, sa prawdziwe w strukturze A. Jedli zas wszystkie te formuty sa tautolo-
giami logiki pierwszego rzedu, to mozemy napisaé¢ po prostu F {¢} P {¢}.

Twierdzenie 0.1 (Poprawnosé) Jesli AF {¢o} P{¢}, to A= {p}P{y}.

Dowdéd: Indukcja ze wzgledu na dowdéd. Mamy tyle przypadkéw ile aksjomatow i regut.
Wiekszo$¢ z nich jest tatwa. Na przykiad, dla aksjomatu {¢[E/x]}z := E {p} nalezy po-
kazaé, ze jesli A,s | ¢[E/x] to A, s[x — [E]s] E ¢. W przypadku while zakladamy, ze
A, s = ¢ oraz (while B do P,s) || s” i chcemy pokazaé¢ A, s” = ¢ A ~B. Robimy to przez
pomocnicza indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie (while B do P,s) || s”. Mamy tu dwa
przypadki: pierwszy oczywisty, gdy [B]s = false, drugi gdy [B]s = true oraz (P,s) | ¢
i (while B do P,s') || s”. W tym drugim przypadku z gléwnego zalozenia indukcyjnego
mamy A, s’ = ¢, a z pomocniczego A, s” = ¢ A =B. Reszte dowodu pomijamy. [

Wiasnosé odwrotna do twierdzenia 0.1 nazywamy relatywna pelnosciq logiki Hoare’a. Nie jest
to bardzo efektywna wlasnosé, bo w dowodach dopuszczamy wszystkie implikacje prawdziwe
w strukturze A. Mozna ograniczy¢ stosowanie reguty konsekwencji do implikacji dowodliwych
w jakim$ systemie wnioskowania (twierdzenie o poprawnosci oczywiscie pozostaje prawdziwe)
i pytaé¢ o ,,prawdziwa” pelmosé¢: czy kazda trojke prawdziwa w A mozna udowodnié¢?

Niestety, odpowiedz na to pytanie jest negatywna. Zauwazmy bowiem, ze trdjka {true} skip{¢}
oznacza to samo co 1, zatem gdyby$my mieli efektywny system wnioskowania dla tréjek
prawdziwych w strukturze A, to teoria Th(A) musialaby by¢ rekurencyjnie przeliczalna. Tak
nie jest na przyktad dla algebry A liczb naturalnych. Inne uzasadnienie jest takie: tréjka

3Czasami jednak zada sie, aby byly to tautologie, a czasami — twierdzenia jakiej$ teorii.
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{true} P{false} wyraza pustos¢ dziedziny programu P (a wiec pustosé¢ odpowiedniego zbioru
rekurencyjnie przeliczalnego). To tez nie jest rekurencyjnie przeliczalna wlasno$é programéw.

Wiadomo, ze istnieja struktury (na przyklad cialo liczb zespolonych ¢ = (C,+,-,0,1)),
dla ktérych logika Hoare’a nie jest relatywnie pelna. Potrzebujemy dodatkowego zalozenia.
Powiemy, ze struktura A jest wyraZalna, gdy dziedzina kazdego programu jest definiowalna
w logice pierwszego rzedu, tj. gdy dla dowolnego P istnieje taka formuta Halt(P), ze zachodzi
réwnowaznosé: (P,s) | < A,s = Halt(P). Dla struktur wyrazalnych mozna zdefi-
niowa¢ w logice pierwszego rzedu wiele innych wtasnosci programéw. Nas interesuja gtownie
najstabsze prewarunki, czyli zbiory postaci

wp(P,a) = {s | jesli P,s || s’ to A, s’ = a}.

Lemat 0.2 Jesli A jest struktura wyrazalng, to dla kaidego P i « istnieje formuta £ defini-
ujaca wp(P, o), tj. taka, zZe dla dowolnego stanu s:

A s =& wtedy i tylko wtedy, gdy s € wp(P, ).

Dowdéd: Zalézmy, ze & to wszystkie zmienne wystepujace w P i niech ¢ bedzie wektorem
nowych zmiennych o tej samej dtugosci. Rozpatrzmy program

@) = begin P;if ¥ = ¢/ then skip else loop end.
Jako & mozna przyjaé formule Vy(Halt(Q) — o[ := ¢]). [

Odtad napis wp(P, ) oznacza tez formule definiujaca zbiér wp(P, ). Zauwazmy od razu, ze

AE{e} P{y}, wtedy i tylko wtedy, gdy A ¢ = wp(P,1)).

Twierdzenie 0.3 (Cook) Logika Hoare’a dla jezyka while-programdw jest relatywnie pelna
dla kazdej struktury wyrazalnej A: jesli A= {e} P{y}, to AF {p}P{¢}.

Dowéd: Wystarczy pokazaé, ze A = {wp(P,a)}P{a}, dla kazdego P i o. Jedli bowiem
A= {p}P{y} to A+ {p}P{y} wynika z reguly konsekwencji z pomoca ¢ = wp(P, ).

Warunek A F {wp(P, a)} P{a} udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na P.

Niech najpierw P = skip. Wtedy | wp(skip, o) < « oraz {a}skip{a}, wiec z reguly konsek-
wencji wynika {wp(skip, o) } skip{a}.

Jesli P = loop, to |= wp(loop, ) < true i sprawa jest oczywista.
Dla P = (z := E) mamy | wp(z := FE,a) < alr := E], wiec to tez latwy przypadek.

Dla P = Py; P» korzystamy z réwnowaznosci wp(begin Pp; Py end, o) < wp(Pr, wp(Pa, )
i stosujemy indukcje. W przypadku if nalezy zauwazyé, ze wp(if B then P; else P, ) ma
postaé¢ (B A wp(P1,a)) V (-B A wp(Pa,«)). Zostaje while.
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Niech wiec P = while B do @ i niech w = wp(P, ). Udowodnimy najpierw, ze:
(1) AE{wA B}Q{w} oraz (2) AFEwA-B=qa.

(1) Zalézmy, ze A,s E w A B iniech (Q,s) || . Chcemy pokazaé¢ A, s’ = w, przypusémy
wiec, ze (P, s') |} §”. Z warunkéw A, s = B, (Q,s) || s’ 1 (P,s) || s wynika, ze (P,s) | s,
a skoro A, s = w to A, 8" = a.

(2) Jesli A,s =w A B, to (P,s) || s, a poniewaz A, s = w, wiec A, s = a.

Z zalozenia indukcyjnego A F {wp(Q, w)}Q{w}. Poniewaz (1), wiec A = wA B = wp(Q, w),
i na mocy reguly konsekwencji A - {w A B}Q{w}, skad od razu A+ {w}P{w A =B}. Teraz
stosujemy regule konsekwencji, korzystajac z (2), i mamy A - {w}P{a}. [

Twierdzenie Godla o reprezentacji stanowi m.in. ze wszystkie zbiory rekurencyjnie przeliczalne
sa definiowalne formutami arytmetyki pierwszego rzedu. A wiec nie na prézno dowodzilismy
twierdzenie Cooka.

Fakt 0.4 Struktura N'= (N, +,-,s,0) jest wyrazalna.

Nietrudno pokazac, ze wyrazalna jest tez kazda struktura skoniczona. Poniewaz teoria struk-
tury skonczonej jest zawsze rozstrzygalna, wiec z twierdzenia Cooka wynika, ze zbiér tré-
jek prawdziwych w takiej strukturze jest rekurencyjnie przeliczalny. Jesli przypomnimy,
ze {true} P{false} wyraza zapetlenie sie programu P, to latwo wywnioskujemy, Ze pytanie
“czy dany program zatrzymuje sie dla okreslonych danych wejéciowych w danej strukturze
skonczonej?” jest rozstrzygalne. Nie jest to moze zaskakujace, ale zauwazmy, ze mozna te
obserwacje uogolnié¢ tak:

Warunkiem koniecznym na to, aby dla jezyka programowania L istniat poprawny
1 relatywnie pelny system Hoare’a jest aby problem stopu dla jezyka L byt rozstrzy-
galny na skonczonych interpretacjach.

Problem stopu na skonczonych interpretacjach nie jest rozstrzygalny np. dla jezyka z pro-
cedurami wyzszych typow, w ktérym mozna dokonywaé podstawien na zmienne nielokalne.
Jedli tego zabronimy, problem staje sie rozstrzygalny i mozna skonstruowaé system Hoare’a.

Logika Hoare’a jako semantyka aksjomatyczna

Teraz potraktujemy logike Hoare’a w sposob bardziej uniwersalny. Napiszemy + {¢} P {¢},
gdy tréjke {¢} P{v¢} mozna wyprowadzi¢ ograniczajac regule konsekwencji do twierdzen
logiki pierwszego rzedu. Zbiér wszystkich takich tréjek nazwiemy teorig czesciowej popraw-
no$ci programu P. Przyjmijmy oznaczenie PC(P) = {(p,¢) | F {¢} P{¢¥}}.

Programy P i @ sa réwnowazne (piszemy P = Q) wtedy i tylko wtedy, gdy w dowolnej
strukturze A, warunki (P, s) | s’ i (Q,s) | s’ sa réwnowazne. Réwnowazne programy maja
oczywiscie takie same teorie czeéciowej poprawnosci. Okazuje sig, ze zachodzi tez twierdzenie
odwrotne, a zatem teoria cze$ciowej poprawnosci determinuje semantyke programu. Ten fakt
uzasadnia okreslenie ,,semantyka aksjomatyczna”.
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Twierdzenie 0.5 (Meyer) Jesli P # Q to PC(P) # PC(Q).

Szkic dowodu: Dla uproszczenia rozpatrzymy przypadek, gdy (P, s) || s’ oraz (Q,s) §f s”,
dla dowolnego s” (program P sie zatrzymuje, a @ sie zapetla dla pewnego s) w pewnej
strukturze A. Zalézmy przy tym, ze £ = x1,...,x, to wszystkie zmienne wystepujace w pro-
gramach P i Q). Analiza obliczenia P w stanie s pozwala wskaza¢ pewna formute otwarta ¢(Z)
o nastepujacych wilasnosciach:

o A s = o(d);
e Dla dowolnych B, r, jesli B,r = ¢(Z), to (P,r) {7/, dla pewnego r’.

Formula ¢ to tak naprawde koniunkcja wszystkich testow, ktére wykonane sa w czasie
obliczenia (uwzgledniajac wezesniejsze podstawienia). Poniewaz obliczenie programu @ dla
wejscia s jest nieskoniczone, wiec zamiast jednej formuly mamy nieskoriczony zbiér I'(Z):

o A s ET(Z);
e Dla dowolnych B, r, jesli B,r = T'(Z), to (Q,r) ¥ r', dla kazdego r'.

Zbiér T'(Z) U {¢(Z)} jest niesprzeczny i sklada sie tylko z formut otwartych, wiec ma model
mocy Ng. Mozna uwazaé, ze dziedzina tego modelu jest po prostu N. Dodajac do sygnatury
zwykle operacje arytmetyczne, wzbogacamy ten model do wyrazalnej struktury B, w ktorej
dla pewnych r, 7’ zachodzi (P, r) || v/, ale dla kazdego r" mamy (Q,r) Jf r". Niech ¢)(Z) bedzie
formutla definiujaca w B dziedzine programu (). Poniewaz stan r nie nalezy do dziedziny pro-
gramu @, wiec B = {—} P{false} i tym bardziej ¥ {—¢}Q{false}. Wtedy B = {1y }Q{false}
wiec z relatywnej pelosci wynika B F {—¢}Q{false}. W takim dowodzie wystepuje tylko
skonczenie wiele zdan prawdziwych w B, jesli ¥ jest koniunkcja tych formul, to w istocie

mamy F {9 A ) }Q{false}.
Ale poniewaz stan r nie nalezy do dziedziny programu @, wiec B = {9 A =} P{false} i tym

bardziej B ¥ {9 A =} Q{false}. A zatem (9 A =, false) € PC(Q) — PC(P). [
Cwiczenia:

1. Niech P = while x > 0 do beginy :=x-y;x := 2z — 1 end. Udowodnié¢, ze
NE{z=nAn>0Ay=1}P{y =nl}.
2. Uogdlnié¢ dowdd twierdzenia 0.5 na przypadek gdy (P, s) |} s’ oraz (Q,s) || s, gdzie s’ # s”.



