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P. Urzyczyn: Materiaty do wyktadu z semantyki

Uproszczony! jezyk PCF

Skladnia: Ponizej I' oznacza otoczenie typowe, czyli zbiér deklaracji postaci (z : 7).

Dz:tkax:7 I'FO:int I' F succ : int — int I'F pred:int — int

e:tHFM:o '-M:7—0 T'EN:T
I'tEX:7.M:7— 0 I'-MN:o
I'B:int TFM:7 TTEN:T Le:rH-M: 7

I' ifzero Bthen M else N : 1 PFfixaor. M . 7

Skréty: Q, = fix z:7.x, n = succ®(0). Tam gdzie mozna pomijamy typy w wyrazeniach.

Semantyka malych krokéw:
W jezyku PCF (w wersji CBN) mamy szesé¢ rodzajow redeksow:

predin+1)=n pred(0) = 0
(Ax. M)N = M[N/x] fixz. M = M[fix xz. M/z]
ifzero 0 then M else N = M ifzeron + 1 then M else N = N

Konteksty ewaluacyjne definiujemy pseudo-gramatyka,
E[]==[] | E[]N | succE[] | predE]] | ifzero E[]then M else N

Warto$é to liczebnik n, stala pred lub succ, lub abstrakcja. Kazdy term, ktéry nie jest
wartoscia, mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci E[R], gdzie R jest redeksem lub zmien-
na. (Dowdd przez tatwa indukcje.)

Zauwazmy, ze termy postaci E[Q] redukuja sie same do siebie.

Przyjmujemy M —, N, gdy M = E[R] oraz N = E[L] dla pewnej reguty R = L. Jak zwykle,
notacja —, oznacza domkniecie przechodnio-zwrotne relacji —y, a notacja =, odpowiednia

relacje réwnowaznosci. Indeks , opuszczamy tam, gdzie mozna. Napis I' W M = N : 71
oznacza, ze M =y NorazI'FM :7il’F N : 7.

Semantyka duzych krokéw (dla terméw zamknietych):
Definiujemy V | V', gdy V jest wartodcia, oraz:

M0 Miyn+1 M{n
pred M |} 0 predM || n succM |} n+1
M0 PV Miyn+1 RIV

ifzero M then PelseQ || V ifzero M then Pelse Q |V

'Zwykle dodaje sie typ bazowy bool i normalny ,,if”. Mozna tez dodaé np. produkt kartezjarnski itp.
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My XA A[N/z] |V Mfixz. M/x] | V
MN |V fixae. M|V

Semantyka malych krokéw jest rownowazna semantyce duzych krokéw w nastepujacym sensie:

Fakt 1 Warunki M |V ¢ M - V sq rownowazne.

Dowdd: 7 lewej do prawej prosta indukcja ze wzgledu na wyprowadzenie M || V. Z prawej
do lewej indukcja ze wzgledu na liczbe krokéw redukeji. Krok indukcyjny wymaga pokazania,
zejeSi M — M' |V to M | V. |

Symulacje: Relacja aplikacyjnej symulacji M E% N zachodzi pomiedzy zamknietymi ter-
mami M i N (tego samego typu), gdy dla dowolnych terméw zamknietych N:

jesli MN : int, oraz MN | n, to takze NN U n.
Domkniecie quasiporzadku C® do relacji réwnowaznosci oznaczamy przez = i nazywamy
rownowaznosciq aplikacyjng.
Symulacja obserwacyjna M £ N ma miejsce wtedy, gdy dla dowolnego kontekstu C 1, z tego,

ze Cyy I n wynika Ciyy b n. Napis M = N oznacza, ze zachodzg obie symulacje M T N
oraz N C M; méwimy wtedy, ze M i N sa obserwacyjnie rownowazne.

Fakt 2 (Lemat kontekstowy)
Relacje obserwacyjnej i aplikacyjnej symulacji (réwnowaznosci) sq takie same.

Dowadd: Zatézmy, ze M C* N i Cppy 4 n. Dowodzimy, ze Ciyy | n, przez indukcje
ze wzgledu na definicje relacji |}. Sa dwa g}éwne przypadki. Pierwszy dotyczy kontekstu
z redeksem czotowym, np. Cjpy) = ()\xP ) R[ M) Wtedy mozemy zastosowaé zalozenie

indukcyjne do termu C[’M] = P[@Q M]/:L’]R (v 1 otrzymac Py [Q[N]/x]R[N] I n.

Drugi przypadek jest wtedy, kiedy Cj; = [] Q »czyli Oy = M P[M]Q M- Rozpatrzmy
kontekst D) = MP, ]Q[ ;- Wtedy Dy = C[M] oraz Dy = M PnQ[n). Poniewaz to nie
jest liczebnik, wiec kontekst D) musi mie¢ redeks czolowy i stosuje si¢ do niego poprzedni
przypadek. Zatem D] |} n. Teraz korzystamy z tego, ze M C® N i dostajemy Cjy) | n.
Pozostale przypadki sg tatwe. |

Whniosek 3 Dia kazdego M zachodzi QQ = M, bo zawsze QN I

Semantyka denotacyjna: Dziedziny semantyczne to Dy = N, oraz D,_,, = [D; — D,].
Ponizej zaktadamy, ze p(x) € D;, gdy (x:7) € T

[l =pla),  [0,=0, [suedp(n)=n+1,  [succ,(L)=1
predlo(n+ 1) =n,  [predl,(0) =0,  [predl,(1) =1
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[MN], = IM]p(INT,),  [Ae. M]p(d) = [M]feq)
[fix z:7. M], = LFP(Ad. [M] j[z1—q))

L, jesli [B], = L;
[ifzero B then M else N], =< [M],, jesli [B], = 0;
[N],, w przeciwnym przypadku.

Fakt 4 (Poprawnosé) Jesli M =, N , to [M] = [N].

Z powyzszego wynika w szczegélnosci, ze jesli M |} n, to [M] = n.

Aproksymowanie punktu stalego: Dla dowolnego M definiujemy
fixlz. M = Q, fixktle. M = M(fixFz. M/x).

Lemat 5 Dla dowolnego M i dowolnego k:

1. fixFe. M C fixx. M;
2. [fix x. M] = supg[fixFz. M].

Dowéd: (1) Indukcja ze wzgledu na k. Korzystamy z tego, ze zawsze 2 T N, i z tego, ze
N C Ny implikuje C[N1] C C[N2].  (2) Natychmiast z tw. o punkcie statym. [
Termy obliczalne: Dla dowolnego 7 definiujemy zbiér terméw zamknietych [7] typu 7:

o [intj={M:int| M| lub [M]=L};

e [r—o|={M:7— 0 |VYN(N€[r] = MN € [o]) }.

Elementy zbioru [7] nazywamy termami obliczalnymi w . Jesliz : my,...,x 7, = M : 7, to M
jest obliczalny, gdy dla dowolnych Ny € [71],..., N, € [1,] zachodzi M[Ny/z1 ... N, /xy] € [7].
Term M[Ni/xy ... Np/zy] € [7] nazwiemy obliczalna instancjq termu M.

Lemat 6 Term M jest obliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej obliczalnej instancji M’
termu M i dowolnych obliczalnych i zamknietych termow N :

jesli M'N : int, to albo [M'N] = L albo M'N .

Fakt 7 (Staba adekwatnos$é) Jesli [M] =n to M | n.

Dowéd:  Wystarczy udowodnié, ze kazdy term jest obliczalny. Dowdd (opuszczony) jest
przez indukcje ze wzgledu na budowe termu. W przypadku termu postaci £ix x. M, korzys-
tamy z réwnosci [fix z. M| = sup,[fixFz. M]. [
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Whiosek 8 (Adekwatnosé) Jesli [M] = [N] to M i N sa obserwacyjnie réwnowazne.

Dowéd: Na mocy ,lematu kontekstowego” wystarczy wykazaé¢ réwnowazno$é aplikacyjna,.
Ta wynika za slabej adekwatnosci, bo [M P] = [N P] dla dowolnych P. [

Roéwnolegla alternatywa: Funkcja por : N; — N — N, jest okreslona tak:
0, jeslim=0Iubn =0;
pormn=1< 1, jeSlim,neNim,n > 0;
1, w przeciwnym przypadku.
Przyjmijmy, ze zero interpretujemy jako true a liczby wieksze od zera jako false. Wtedy

funkcja por to réwnolegta alternatywa (,parallel or”), spelmiona zawsze gdy ktorys ze sktad-
nikow jest speliony, nawet wtedy, gdy nieokreslony jest drugi skladnik.

Lemat 9 Zaléimy, e M' = M[]\_f/;fc’] — n, gdzie T to wszystkie zmienne wolne w M,
a termy N sq zamkniete. Wtedy albo M — n, albo M — Elz], gdzie x € & i E[ ] jest
kontekstem ewaluacyjnym.

Dowdéd:  Indukcja ze wzgledu na dlugosé redukeji M’ — n. Zakladajac, ze M = N ]5;,
gdzie term N nie jest aplikacja, mamy tu kilka mozliwoéci w zaleznosci od N. Zbadanie ich
pozostawiamy czytelnikowi. |

Funkcja por nie jest definiowalna w jezyku PCF, co wynika z ponizszego lematu (dla m = 1).

Lemat 10 Nie istnieje term M o zmiennych wolnych x iy, spelniajgcy jednoczesnie warunki:

M[0/x,Q/y] =¢ 0= M[Q/x,0/y] oraz MI[1l/z,1/y] = m, gdzie m > 0.

Dowéd:  Z lematu 9 wynika, ze wtedy M — E[z] lub M — Ely|, niemozliwe jest bowiem,
aby term M redukowat si¢ i do 0 i do m. Jesli jednak M — E[z], to M[Q2/x,0/y] — E[Q]¥,
i podobnie w drugim przypadku. ]

Stad wynika, ze nie zachodzi twierdzenie odwrotne do adekwatnosci.

Fakt 11 Semantyka denotacyjna dla PCF nie jest w pelni abstrakcyjna: istniejq takie termy
zamkniete Ty i Tv, ze To = T ale [T]o # [T]1-

Dowéd:  Niech T, gdzie a € {0,1}, oznacza term:
Ap.ifzero p(0€) then ifzero p{)0 then ifzero p11 then () else a else ) else (.

Latwo widzieé, ze [To]por = 01 [Th]por = 1, skad [To] # [11]. Ponadto, gdyby ToM |}, dla
jakiegos M, to term Mzy musialby spelia¢ warunki, o ktérych mowa w lemacie 10. Skoro
takiego nie ma, to zawsze ToM §, czyli Ty jest aplikacyjnie rownowazne z 2. Podobnie jest
dla Ty, wiec mamy aplikacyjna réwnowaznosé terméw Tp 1 T7. A wiadomo, ze z réwnowaznosci
aplikacyjnej wynika réwnowazno$¢ obserwacyjna. |
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Cwiczenia:

1. Udowodnié, ze dla kazdej funkcji czeSciowo rekurencyjnej ¢ istnieje taki term ¢ w jezyku PCF,
ze p(n) = m wtedy 1 tylko wtedy, gdy ®(n) | m. Inaczej: w PCF mozna zdefiniowaé kazda

funkcje czesciowo rekurencyjna.

2. Uzupemié¢ brakujace dowody.



