
P. Urzyczyn: Materia ly do wyk ladu z semantyki, luty 2013 strona 1

While-programy

Sk ladnia1

Wyrażenia logiczne (B) : false, true, E1 = E2, ¬B, B1 ∧B2, B1 ∨B2.

Wyrażenia arytmetyczne (E) : n, x, E1 + E2, E1 ∗ E2, −E.

Programy (P ) : skip, loop, x := E, begin P1;P2 end, if B then P1 else P2, while B do P1.

Semantyka operacyjna ma lych kroków

Stan to funkcja s, która zmiennym przypisuje wartości ca lkowite. Definiujemy trzy relacje:

〈B, s〉 → 〈B′, s〉, 〈E, s〉 → 〈E′, s〉, 〈P, s〉 → 〈P ′, s′〉.
Postaci normalne: 〈skip, s〉, 〈n, s〉, 〈false, s〉, 〈true, s〉.

Aksjomaty i regu ly dla wyrażeń:2

〈n+m, s〉 → 〈n+m, s〉, 〈n ∗m, s〉 → 〈n ·m, s〉, 〈−n, s〉 → 〈−n, s〉, 〈x, s〉 → 〈s(x), s〉,
〈n = n, s〉 → 〈true, s〉, 〈m = n, s〉 → 〈false, s〉, gdy m 6= n.

〈true ∧ true, s〉 → 〈true, s〉, 〈true ∧ false, s〉 → 〈false, s〉, etc.3

〈B1, s〉 → 〈B′
1, s〉

〈B1 ∧B2, s〉 → 〈B′
1 ∧B2, s〉

〈B2, s〉 → 〈B′
2, s〉

〈true ∧B2, s〉 → 〈true ∧B′
2, s〉

〈B2, s〉 → 〈B′
2, s〉

〈false ∧B2, s〉 → 〈false ∧B′
2, s〉

〈E1, s〉 → 〈E′
1, s〉

〈E1 = E2, s〉 → 〈E′
1 = E2, s〉

〈E2, s〉 → 〈E′
2, s〉

〈n = E2, s〉 → 〈n = E′
2, s〉

〈E1, s〉 → 〈E′
1, s〉

〈E1 + E2, s〉 → 〈E′
1 + E2, s〉

〈E2, s〉 → 〈E′
2, s〉

〈n+ E2, s〉 → 〈n+ E′
2, s〉

Aksjomaty i regu ly dla programów:

〈loop, s〉 → 〈loop, s〉 〈x := n, s〉 → 〈skip, s[x 7→ n]〉
〈E, s〉 → 〈E′, s〉

〈x := E, s〉 → 〈x := E′, s〉
〈P1, s〉 → 〈P ′

1, s
′〉

〈begin P1;P2 end, s〉 → 〈begin P ′
1;P2 end, s

′〉
〈begin skip;P end, s〉 → 〈P, s〉

〈B, s〉 → 〈B′, s〉

〈if B then P1 else P2, s〉 → 〈if B′ then P1 else P2, s〉

〈if true then P1 else P2, s〉 → 〈P1, s〉 〈if false then P1 else P2, s〉 → 〈P2, s〉

〈while B do P, s〉 → 〈if B then begin P ; while B do P end else skip, s〉

1Nawiasowanie jest domyślne.
2Pomini ↪eto regu ly dla alternatywy, negacji, odejmowania i mnożenia.
3Możliwy jest też wybór aksjomatów i regu l non-strict np. 〈0 ∗E, s〉 → 〈0, s〉, 〈false∧B, s〉 → 〈false, s〉, etc.
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Semantyka naturalna (dużych kroków)

Definiujemy relacje 〈B, s〉 ⇓ b, 〈E, s〉 ⇓ n 〈P, s〉 ⇓ s′, gdzie b ∈ {true, false} a s jest stanem.

Wyrażenia: 〈n, s〉 ⇓ n 〈true, s〉 ⇓ true 〈false, s〉 ⇓ false 〈x, s〉 ⇓ s(x)

〈n = n, s〉 ⇓ true 〈m = n, s〉 ⇓ false

〈E1, s〉 ⇓ n 〈E2, s〉 ⇓ m

〈E1 + E2, s〉 ⇓ n+m

〈E1, s〉 ⇓ n 〈E2, s〉 ⇓ m

〈E1 · E2, s〉 ⇓ n ·m

〈E1, s〉 ⇓ n

〈−E1, s〉 ⇓ −n

〈B1, s〉 ⇓ true 〈B2, s〉 ⇓ true

〈B1 ∧B2, s〉 ⇓ true

〈B1, s〉 ⇓ true 〈B2, s〉 ⇓ false

〈B1 ∧B2, s〉 ⇓ false
i tak dalej

Programy:

〈skip, s〉 ⇓ s
〈E, s〉 ⇓ n

〈x := E, s〉 ⇓ s[x 7→ n]

〈P1, s〉 ⇓ s′ 〈P2, s
′〉 ⇓ s′′

〈begin P1;P2 end, s〉 ⇓ s′′

〈B, s〉 ⇓ true 〈P1, s〉 ⇓ s′

〈if B then P1 else P2, s〉 ⇓ s′

〈B, s〉 ⇓ false 〈P2, s〉 ⇓ s′

〈if B then P1 else P2, s〉 ⇓ s′

〈B, s〉 ⇓ true 〈P, s〉 ⇓ s′ 〈while B do P, s′〉 ⇓ s′′

〈while B do P, s〉 ⇓ s′′

〈B, s〉 ⇓ false

〈while B do P, s〉 ⇓ s

Maszyna abstrakcyjna SMC

Konfiguracja maszyny to stan, lub trójka 〈r, s, c〉 sk ladaj ↪aca si ↪e ze stosu r, stanu s i kodu c.
Stos jest list ↪a zmiennych, programów, wartości liczbowych i logicznych. Kod jest list ↪a wyrażeń,
programów i operatorów ze zbioru {+, ∗,−,∧,∨,¬, asg, if, while}. Konfiguracja pocz ↪atkowa
ma postać 〈nil , s, P 〉. Definiujemy relacj ↪e przej́scia → pomi ↪edzy konfiguracjami.

〈r, s, true : c〉 → 〈true : r, s, c〉 〈r, s, false : c〉 → 〈false : r, s, c〉
〈r, s, n : c〉 → 〈n : s, r, c〉 〈r, s, x : c〉 → 〈s(x) : r, s, c〉

〈r, s, E1 + E2 : c〉 → 〈r, s, E1 :E2 : + : c〉 〈r, s, B1 ∧B2 : c〉 → 〈r, s, B1 :B2 : ∧ : c〉 etc.

〈n : m : r, s, + : c〉 → 〈m+ n : r, s, c〉 〈true : false : r, s, ∧ : c〉 → 〈false : r, s, c〉 etc.

〈r, s, loop : c〉 → 〈r, s, loop : c〉 〈r, s, skip : c〉 → 〈r, s, c〉
〈r, s, x :=E : c〉 → 〈x : r, s, E : asg : c〉 〈r, s, begin P1;P2 end : c〉 → 〈r, s, P1 :P2 : c〉

〈r, s, if B then P1 else P2 : c〉 → 〈P1 :P2 : r, s, B : if : c〉
〈r, s, while B do P : c〉 → 〈B :P : r, s, B : while : c〉

〈n :x : r, s, asg : c〉 → 〈r, s[x 7→ n], c〉
〈true :P1 :P2 : r, s, if : c〉 → 〈r, s, P1 : c〉 〈false :P1 :P2 : r, s, if : c〉 → 〈r, s, P2 : c〉

〈true :B :P : r, s, while : c〉 → 〈r, s, P : while B do P : c〉
〈false :B :P : r, s, while : c〉 → 〈r, s, c〉

〈r, s, nil〉 → s
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Semantyka denotacyjna

Niech S b ↪edzie zbiorem wszystkich możliwych stanów. Określamy znaczenie wyrażeń logicz-
nych [[B]] : S → {0, 1} i wyrażeń arytmetycznych [[E]] : S → Z, oraz znaczenie programów
[[P ]] : S −◦� S, gdzie symbol −◦� oznacza funkcj ↪e cz ↪eściow ↪a. Zamiast [[X]](s) piszemy [[X]]s.

[[x]]s = s(x) [[n]]s = n [[true]]s = 1 [[false]]s = 0

[[E1 + E2]]s = [[E1]]s + [[E2]]s [[B1 ∧B2]]s = min{[[B1]]s, [[B2]]s} i tak dalej.

[[skip]] = id [[loop]] = λs.⊥ [[x := E]] = λs. s[x 7→ [[E]]s]

[[begin P1;P2 end]] = [[P2]] ◦ [[P1]] [[if B then P1 else P2]] = cond([[B]], [[P1]], [[P2]])

[[while B do P ]] = lfp(F), gdzie F(ϕ) = cond([[B]], ϕ ◦ [[P ]], id).

Definicje: Jeśli ϕ i ψ s ↪a funkcjami cz ↪eściowymi, to ϕ v ψ oznacza, że Dom(ϕ) ⊆ Dom(ψ)
oraz ϕ(x) = ψ(x) dla wszystkich x ∈ Dom(ϕ). Napis ϕ(x) = ⊥ oznacza, że x 6∈ Dom(ϕ),
tj. ϕ(x) jest nieokreślone. Z lożenie funkcji cz ↪eściowych jest ”́scis le”:

g ◦ f(x) =
{
g(f(x)), jeśli f(x) jest określone;
nieokreślone, w przeciwnym przypadku.

Symbol id oznacza funkcj ↪e identycznościow ↪a, a symbol cond oznacza operator warunkowy:

cond(f, g, h)(x) =
{
g(x), jeśli f(x) = 1;
h(x), jeśli f(x) = 0.

Jeśli F jest operatorem dzia laj ↪acym na funkcjach cz ↪eściowych, to symbol lfp(F ) oznacza
najmniejsz ↪a (ze wzgl ↪edu na v) funkcj ↪e cz ↪eściow ↪a ϕ o w lasności F (ϕ) = ϕ. A zatem:

F (lfp(F )) = lfp(F ) oraz jeśli F (ϕ) = ϕ to lfp(F ) v ϕ.

Semantyka aksjomatyczna: regu ly Hoare’a

{ϕ} skip {ϕ} {ϕ[E/x]}x := E {ϕ} {true} loop {false}

{ϕ}P1 {ψ} {ψ}P2 {ϑ}

{ϕ} begin P1;P2 end {ϑ}

{ϕ ∧B}P1 {ψ} {ϕ ∧ ¬B}P1 {ψ}

{ϕ} if B then P1 else P2 {ψ}

{ϕ ∧B}P {ϕ}

{ϕ} while B do P {ϕ ∧ ¬B}

ϕ′ ⇒ ϕ {ϕ}P {ψ} ψ ⇒ ψ′

{ϕ′}P {ψ′}


