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1 Funkcje czesciowo rekurencyjne

Pojecie funkcji obliczalnej i czesciowo obliczalnej moze zostaé zdefiniowane na wiele réznych
sposobéw. Dzi$ najczedciej odwotujemy sie w tym celu do maszyn Turinga, ale czasem wygod-
nie jest uzy¢ pochodzacej od Kleene’ego definicji funkcji (czesciowo) rekurencyjnych. Rozwa-
zamy funkcje czesciowe nad N o dowolnej liczbie argumentow. Funkcje czeSciowo rekurencyjne
to funkcje otrzymane z funkcji bazowych (zero, nastepnik, rzutowania) za pomoca trzech
operacji: skladania, rekursji prostej i minimum. Sformutujemy teraz $cista definicje tych po-
jeé. Napis f : N¥ —o» N czytamy ,,f jest k-argumentows funkcja czeéciows o argumentach
i wartosciach w N”.

Funkcje bazowe: Jako funkcje bazowe przyjmujemy:

e nastepnik, succ(n) =n + 1;
e rzuty, I1¥(n1,...,ng) = ny, gdzie k > 1 oraz i < k;

e funkcje stale réwne zeru, Zi(nq,...,n;) = 0, gdzie k > 1.

Skladanie: Funkcja f : N¥ —o— N powstaje przez sktadanie funkcji h : N® —o— N z funkcjami
g1,-.., g0 : NF —oo N, jezeli

e Dom(f) = {7 | i € Dom(g;) dla wszystkich i, oraz (g1(7), ..., ge(71)) € Dom(h)};

o f(7) = h(g1(7),...,ge(77)), dla dowolnego 7 € Dom(f).

Rekursja: Funkcja f : N¥T1 —oo N powstaje przez rekursje prostq z funkcji h : NF+2 —o» N
i funkeji g : N¥ —o— N, jezeli dla dowolnego n € N i dowolnego m € N¥ spelnione sa réwnania
o f(0,m) = g(m);
o f(succ(n),m) = h(f(n,m),n,m),
przy czym réwnanie uwazamy za spelnione, gdy obie strony sa okreslone i réwne, lub obie

strony sa nieokreslone. Wartos$¢ wyrazenia h( f(n,n),n,m) jest okreslona wtedy i tylko wtedy
gdy (n,m) € Dom(f) oraz (f(n,m),n,m) € Dom(h).



19 czerwca 2017, godzina 14:47 strona 2

Minimum: Funkcja f : N¥ —o» N powstaje z funkcji h : N¥T! —o- N przez zastosowanie
operacji minimum, co zapisujemy f (i) = py[h(ii,y) = 0], gdy dla dowolnego 7 € NF:

e Jesli istnieje takie m, ze h(fl,m) = 0 oraz wszystkie wartosci h(7i,i) dla i < m sa
okreslone i rézne od zera, to f(77) = m.

e Jedli takiego m nie ma, to f(i7) jest nieokreslone.

Definicja 1.1 Klasa funkcji cze$ciowo rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji czes-
ciowych nad N zawierajaca funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na sktadanie, rekursje
prosta i operacje minimum. Funkcje rekurencyjne to te funkcje czesciowo rekurencyjne, ktore
sa calkowite (zawsze okreslone).

Klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji calkowitych nad N za-
wierajaca funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na sktadanie i rekursje prosta.

Funkcje charakterystyczne: Z kazda relacja k-argumentows r C N* wigzemy dwie funkcje:

o (7)) = 0, jeslin € r;
" N 1, w przeciwnym przypadku,
@ o~ {0 jeéli 7 € r;
Xr a nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Pierwsza z nich to zwykla funkcja charakterystyczna zbioru r, druga nazywamy czesciowqg
funkcja charakterystycznag r. Relacje reprezentujemy za pomocs ich funkcji charakterystycz-
nych. Piszemy np. w skrécie py[r(i, y)] zamiast py|x,(7,y) = 0].

Definicja 1.2 Méwimy, ze zbiér A C NF jest rekurencyjny, gdy funkcja c4 jest rekurencyjna,
a rekurencyjnie przeliczalny, gdy funkcja x4 jest czeSciowo rekurencyjna. (W tym drugim
przypadku mowi sie tez, ze relacja A jest czesciowo rekurencyjna.)

Fakt 1.3 Kazdy zbior rekurencyjny jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdéd:  Wynika to z réwnosci x4 (7)) = pylca(@) = 0], ktéra mozna Scisle wyrazié¢ z po-
moca rzutowari. Dla A C N mamy na przyklad ya(n) = py[ca(I13(n,y)) = 0]. O
Funkcje pierwotnie rekurencyjne

Najczesciej mamy do czynienia z funkcjami i relacjami pierwotnie rekurencyjnymi. Na przy-
kltad dodawanie okreslone jest przez rekursje prosta z pomoca funkcji nastepnika:

O+m = my
succ(n) +m = succ(n 4+ m).
Definicja ta jest zgodna ze schematem rekursji prostej dla k = 1 oraz g(m) = IIi(m)

i h(l,n,m) = succ(Il3(I,n,m)). Podobnie definiujemy mnozenie i potegowanie. Przyklady te
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pokazuja jak mozna manipulowaé argumentami: jesli k-argumentowa funkcja f jest pierwotnie
rekurencyjna, to takze [-argumentowa funkcja g(n1,...,n) = f(ni,,...,n; ) jest pierwotnie
rekurencyjna, bo jest zlozeniem funkcji f z odpowiednimi rzutowaniami.

Kazda funkcja stata f(77) = m jest pierwotnie rekurencyjna jako zlozenie f(7) = succ™(Zy(1)).
Aby okredlié funkcje poprzednika pred napiszemy najpierw réwnania

p(0,m) = Zi(m);
p(n—l—l,m) = H‘;(p(n),n,m),

a nastepnie uzyjemy zlozenia:

pred(n) := p(n,0) = p(n, Z1(n)).

Teraz mozna juz zdefiniowaé (nieujemne) odejmowanie:

m=-—0 = m;

m-=(n+1) = pred(m-=n).
Nastepna prosta, ale pozyteczna funkcja to test na zero:
sg(0) = 0;
sg(n+1) =
Wsréd najprostszych relacji pierwotnie rekurencyjnych mamy nieréwnosé ostra i nieostra:
c<(m,n) = sg(m = n), c<(m,n) = sg((m+1)=n).
Operacje logiczne nie wyprowadzaja poza klase relacji pierwotnie rekurencyjnych:
Crvp(i) = ¢ (1) ¢ (1), Crpp() = s9(cp (1) + cp(7)), e = 1= (1),

a wiec np. réwnosé, jako koniunkcja dwdéch nieréwnosci, tez jest pierwotnie rekurencyjna.
Klasa relacji pierwotnie rekurencyjnych jest tez zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ogra-
niczone. Oznacza to, ze jesli zdefiniujemy relacje r warunkiem

r(n,m) =3y < n. s(y, ),
w ktorym s jest pierwotnie rekurencyjna, to takze r jest pierwotnie rekurencyjna. Istotnie:
r(0.) = s(0.5)
r(n+1,m) = r(n,m)Vs(n+1,m).

Zajmiemy sie teraz jeszcze kilkoma sposobami definiowania funkcji pierwotnie rekurencyjnych.
Najpierw definicje warunkowe. Jesli funkcje g i h oraz relacja r sa pierwotnie rekurencyjne i

_ g(ni), Jjesli r(7);
f(it) = _ .
h(7), w przeciwnym przypadku,
to wtedy f(77) = g(i)- (1 = ¢, (7)) + h(id)- ¢, (7) jest pierwotnie rekurencyjna. Mozemy tez
definiowaé funkcje za pomoca minimum ograniczonego, rozumianego tak:

S pyly <n Ar(y,m)], jesli minimum jest okreslone;
< =
ny < nlr(y, m)] { 0, w przeciwnym przypadku.
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Minimum ograniczone definiujemy przez rekursje prosta (por. kwantyfikator ograniczony),
wiec jest to funkcja pierwotnie rekurencyjna, o ile tylko taka jest relacja r. Podobnie jest
z operacja maksimum ograniczonego

vy <nfr(y,m)] = py <n[r(y,m)AVz <n.r(z,m)—z <yl

Minimum i maksimum ograniczone to bardzo pozyteczne narzedzia, pozwalajace tatwo defi-
niowa¢ rozmaite funkcje, np. dzielenie calkowite to:

{%J = vy <mly-n < mj.

Kodowanie stéw

Dwie liczby naturalne mozna zakodowaé za pomocs jednej liczby, uzywajac funkcji pary

m—l—n)(m—i—n—i-l)J .

(m.n) = V 2

Funkcje odwrotne do funkcji pary to takie funkcje ¢ i r, ze (¢(n),r(n)) = n zachodzi dla
wszystkich n € N. Zaréwno ( , ) jak i jej funkcje odwrotne, to funkcje pierwotnie rekurencyjne,
na przyktad ¢(n) = py < n[3x < n.(y,z) = n]. Jesli trzeba zakodowaé ciag liczb ay, ..., a
o dowolnej dlugosci k + 1, to mozna uzy¢ jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze:

kod(ag . ..ap) =2%03% ... pi*,

gdzie p; dla ¢ € N to ciag rosnacy wszystkich liczb pierwszych. Uwaga: to kodowanie ,skleja”
ze soba wszystkie ciagi koriczace sie zerami i nigdy nie daje w wyniku zera. Ale nam to akurat
nie przeszkodzi, a nawet zaraz sie przyda.

Aby swobodnie postugiwaé sie powyzszym kodowaniem, zauwazmy, ze nastepujace funkcje
i relacje sa pierwotnie rekurencyjne:

e relacja ,n jest liczba pierwsza” —Jy < nJz <n(y-z=nAy# 1Az #1);

e funkcja p; dana! réwnaniami pg = 2, ppi1 = py < 2pnly pierwsze i y > pyl;

e funkcja @(m,n) := puy < m[p% | m A —(p4T" | m)] — ,n-ty wyraz ciagu o kodzie m”;

e funkcja mf[i <« n| = py < m-plVz<m(z#1i— Qy,z) =Q(m,z)) A Qy,i) = n|

— ,zmiana i-tego wyrazu w ciagu o kodzie m na liczbe n”.

Maszyny Turinga

Przypomnijmy, ze (deterministyczna, jednotasmowa) maszyne Turinga nad alfabetem A mozna
zdefiniowaé jako krotke M = (A, Q, 0, qo, qa, ¢r), gdzie:

e A jest skoriczonym alfabetem, zawierajacym A oraz symbol B ¢ A (blank);

"Wiadomo, ze pomiedzy liczbami m i 2m zawsze jest liczba pierwsza.
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e () jest skoniczonym zbiorem standw;
e o € () jest stanem poczatkowym;
® g, € Q jest stanem akceptujgcym;
e ¢, € Q) jest stanem odrzucajgcym;

e 0:(Q—{qu,qr}) X A= AxQx{-1,0,+1} jest funkcjq przejscia.

Zakladajac, ze zbiory A i @) sa rozlaczne, mozna zdefiniowaé konfiguracje maszyny jako tréjke
postaci (g, 4, w), gdzie g € Q, i € N oraz w € A*, przy czym utozsamiamy konfiguracje (g, i, w)
oraz (q,i,wB). Interpretacja tej definicji jest nastepujaca. Tasma maszyny jest nieskoniczona
w prawo. Na poczatku tasmy zapisane jest stowo w, dalej w prawo sa same blanki, a glowica
maszyny znajduje sie w pozycji i. Konfiguracje postaci C,, = (qo,0,w), gdzie w € A*,
nazywamy poczatkowq. Konfiguracje akceptujace (odp. odrzucajace) sa zas$ postaci (qq, i, w)
(odp. (gr, i, w)).

Jesli C = (q,i,w) oraz w = ag . .. ag, to nastepna konfiguracja C’' jest okreslona tak:

e Jesli 6(q,a) = (b,p,+1) to C' = (p,i + 1, w[i < b]);
e Jesli 6(q,a) = (b,p,0) to C" = (p,i,w[i < b]);
e Jesli 6(q,a) = (b,p,—1) to C' = (p,i— 1,w[i < b]).

Piszemy C — ¢ C', a symbolem —» y( oznaczamy przechodnio-zwrotne domkniecie relacji — 4.
Jezeli C,, - C', gdzie C' jest konfiguracja akceptujaca (odp. odrzucajaca) to méwimy, ze
maszyna akceptuje (odp. odrzuca) stowo w. Maszyna zatrzymugje sie dla wejscia w, wtedy
i tylko wtedy, gdy stowo w jest akceptowane lub odrzucane.

Obliczenie rozpoczynajace sie od konfiguracji Cy to skonczony lub nieskonczony ciag konfi-
guracji Cg > a1 C1 = am Co —pq -+ - Obliczenie skoniczone jest akceptujgce lub odrzucajace,
w zaleznosci od ostatniego stanu. Oczywiscie maszyna deterministyczna ma obliczenie nie-
skoniczone rozpoczynajace sie od C,, wtedy i tylko wtedy, gdy nie zatrzymuje sie dla wejécia w.

Przez L(M) oznaczamy jezyk zlozony ze wszystkich stéw akceptowanych przez maszyne M.
Zbiér stéow L C A* jest czesciowo obliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy L = L(M) dla pewnej
maszyny M. Jesli dodatkowo maszyna M odrzuca dokladnie te stowa, ktore nie naleza do L,
to mowimy, ze L jest obliczalny.

Fakt 1.4 Nastepujgce warunki sq réownowazne:

1. Z jest zbiorem obliczalnym;
2. —Z jest zbiorem obliczalnym;
3. Z i —Z sq czeSciowo obliczalne;
Dowdéd:  Jedli dwie rézne deterministyczne maszyny akceptuja jezyki Z i —Z, to nalezy uru-

chomi¢ je jednoczesnie i zobaczy¢, ktéra zaakceptuje stowo wejsciowe (jedna musi). Te prace
moze wykonaé¢ jedna maszyna deterministyczna. 0
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Jesli A = {1}, a kazda liczbe naturalna n zinterpretujemy jako ciag jedynek dlugosci n,
to jezyk L(A) mozna uwazaé¢ za podzbiér N. Mozemy tez uzy¢é maszyny Turinga do defi-
niowania funkcji faq : N —o— N. Jedli M zatrzymuje sie dla wejscia n (tj. stlowa 1"), to
za wartos¢ funkcji faq(n) przyjmujemy pozycje glowicy w odpowiedniej konfiguracji kori-
cowej. W przeciwnym razie warto$é¢ fa((n) uwazamy za nieokreslona. Rozdzielajac ciagi
jedynek znakiem f, mozemy takze definiowa¢ maszyny akceptujace relacje wieloargumentowe
i obliczajace wieloargumentowe funkcje.

Definicja 1.5 Funkcja cze$ciowa f : N¥ —o— N jest czesciowo obliczalna, wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest postaci faq dla pewnej maszyny M. Jedli przy tym maszyna M zatrzymuje sie?
dla dowolnego wejscia, to mowimy, ze f jest obliczalna.

Fakt 1.6 Kazda funkcja (czesciowo) rekurencyjna jest tez (czesciowo) obliczalna.

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na definicje funkcji rekurencyjnej (éwiczenie). O

Whniosek 1.7 Kazdy zbior rekurencyjny (rekurencyjnie przeliczalny) jest obliczalny (czes-
ciowo obliczalny).

Kodowanie maszyn Turinga

Chcemy udowodnié twierdzenie odwrotne do faktu 1.6 (dla uproszczenia na razie dla funkcji
jednoargumentowych). W tym celu najpierw uméwimy sie, ze stany maszyny i symbole
alfabetu sa ponumerowane, przy czym symbol B ma numer 0. Od tej pory stany i symbole
utozsamiamy z ich numerami. Konfiguracje reprezentujemy jako tréjki (q,i,w) = (g, (i, w)),
uzywajac dwukrotnie zwyklej funkcji pary. Przypomnijmy, ze jesli ¢ = (q,i,w) to ¢ = £(c),
i =L(r(c))iw = r(r(c). Réwnosé ¢ = (q,i,w) jest wiec relacja pierwotnie rekurencyjna,
podobnie jak funkcja, ktéra argumentowi (g, i, w) przypisuje trdjke (p,i + €, w[i <~ b]), gdzie
e € {—1,0,1}. Dla danej konfiguracji ¢, kod nastepnej konfiguracji N(c) wyraza sie wiec
definicja warunkowa;:

N(c)=1q (pit+ewli<b]), jeslic=(qg,i,w) oraz é(qg, @(w,i)) = (p,b,¢€),

o tylu wierszach ile jest mozliwych ,klauzul” w definicji funkcji przejscia. Operacja zmiany
konfiguracji jest wiec pierwotnie rekurencyjna. Mozemy ja iterowaé, aby wyznaczy¢ kolejne
konfiguracje obliczenia dla danego wejscia n:

C0,n) = {(qo,0, kod(1"));
Cim+1,n) = N(C(m,n)).

Teraz zdefiniujemy relacje: ,, M akceptuje wejscie n po m krokach z glowica w pozycji k”:

2Mozna zakladaé, ze maszyna akceptuje kazde stowo postaci 1™1#1™2¢ ... #1™* i odrzuca pozostale.
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tm(n,k,m) =3Iy < C(myn).C(m,n) = (g4, k, y).
Mozemy juz napisaé jaka funkcja jest obliczana przez maszyne M.
fam(n) = EQuyltam(n, €(y), r(y))])-

Powyzsza konstrukcje tatwo jest uogdlnié¢ na funkcje wieloargumentowe (éwiczenie). Uwzgled-
niajac fakt 1.6, udowodniliSmy wiec, ze

Twierdzenie 1.8 Funkcje (czesciowo) obliczalne i (czesciowo) rekurencyjne to to samo.
Jedli dokladniej przyjrzymy sie naszemu dowodowi, to zauwazymy tez nastepujacy wazny fakt.

Twierdzenie 1.9 (o postaci normalnej Kleene’ego) Kazda funkcje czesciowo rekuren-
cyjna @ mozna przedstawié w postact

p(1) = L(puylg(1i,y) = 0]),

gdzie g jest funkcjq pierwotnie rekurencyjng.

Fakt 1.10 Nastepujgce warunki sq réownowazne dla A C N:

1. A jest rekurencyjnie przeliczalny.
2. A jest dziedzing pewnej funkcji cze$ciowo rekurencyjney.

3. Istnieje taki rekurencyjny zbiér B C N2, ze dla wszystkich n € N zachodzi réwnowaznosé

ne€ A& 3z.(n,2) € B.
4. A jest pusty lub jest zbiorem wartosci pewnej funkcji rekurencyjne;.

5. A jest zbiorem wartosci pewnej funkcji czesciowo rekurencyjne;.

Dowéd:  Implikacja (1)=-(2) jest oczywista, a (2)=(5) wynika stad, ze A = Dom())
implikuje A = Rg(y), gdzie p(n) = n + Z1(¢(n)). Dla dowodu implikacji (5)=(3) zalézmy,
ze A = Rg(yp). Na mocy twierdzenia Kleene’ego mamy ¢(x) = {(uy[g(x,y) = 0]) dla pewnej
rekurencyjnej funkcji g. Mamy teraz

neA < Jxy(g(z,y) =0AVi <y(g(z,i) #0) ANM(y) =n),
a wiec mozna przyjacé
B ={(n,2) | g(l(z),r(2)) = 0AVi <r(2)(g(¢(2),7) # 0) A(r(2)) = n}.
Aby pokazaé (3)=(4), przypusémy, ze A # & i ustalmy jakie§ a € A. Wtedy A = Rg(f), dla
F(n) = { l(n), jesli (¢(n),r(n)) € B;

a, w przeciwnym przypadku.

Na koniec, (4)=(1) wynika z réwnosci xa(m) = Z1(py[f(y) = m]) dla A = Rg(f). O

3To uzasadnia nazwe ,rekurencyjnie przeliczalny”.
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Cwiczenia
1. Udowodnié, ze klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych jest zamknieta ze wzgledu na minimum
ograniczone i ograniczony kwantyfikator ogdlny.

2. Pokazac, ze jesli f jest k-argumentows funkcja rekurencyjna to jest tez rekurencyjna relacja
k + l-argumentowa.

3. Pokazaé, ze jesli funkcja czeSciowa f : N¥F —o— N jest rekurencyjnie przeliczalna jako relacja
k + l-argumentowa to jest k-argumentowa funkcja cze$ciowo rekurencyjna.

4. Zdefiniowa¢ funkcje:
e |m| — ,dlugosé ciagu o kodzie m (bez koricowych zer)”;

e m en — ,dopisanie n na koncu ciagu o kodzie m”;
e kod(1™) — kod wejscia.

2 Inne definicje obliczalnosci

While-programy

While-programy to bardzo uproszczony model jezyka programowania, w ktérym programy
sg konstruowane za pomocs prostych petli i w ktérym wystepuje tylko jeden typ danych
(np. liczby naturalne, ale niekoniecznie).

Definicja 2.1 Ustalmy sygnature . While-program nad ¥ to wyrazenie jednej z nastepuja-
cych postaci:

Instrukcja przypisania: x :=t, gdzie = jest zmienna a t jest termem sygnatury X;

Ztozenie: Py; Ps, gdzie Py i Py sa while-programami;

Instrukcja warunkowa: if a then P; else P, fi, gdzie « jest formuta otwarta a Py i Py
sg while-programami;

Petla: while o do P od, gdzie « jest formula otwarta a P jest while-programem.

Intuicja zwiazana z interpretacja while-programu w danej strukturze sygnatury ¥ powinna
by¢ oczywista: wykonanie programu zmienia wartosciowanie zmiennych w sposéb odpowiedni
do zawartych w nim instrukcji.

Definicja 2.2 Dla dowolnej struktury 2 sygnatury ¥ i dowolnego while-programu P defi-
niujemy relacje wejscia-wyjscia, ktéra oznaczamy przez P%. Relacja ta zachodzi pomiedzy
warto$ciowaniami w 2 i jest oczywiscie okreslona przez indukcje.*

e Relacja (z :=t)¥ sklada sie z par postaci (o, o[r+a]), gdzie a = [t],.

e Relacja (P; P2)* to zlozenie relacji Py o Py

“Napis o[z++a] oznacza wartodciowanie rézniace sie od p tylko tym, ze g[z—a)(z) = a.
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e Jeéli P = if a then Py else P, fi, to (p,0') € P* wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z przypadkow
— (0,¢) € Pl oraz 2,0 |=
— (0,0') € P} oraz A, o I~ a.

e Jeéli P = while o do P; od, to (g,0') € P* wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje m > 0

i taki ciag wartosciowan o = g, 01,...,0m = 0, ze

- (Qi?tQiJrl)Elev dlai=0,...,m—1;
- Ao Fadlai=0,...,m—1,
— A, o .

Oczywiscie, dla danego g istnieje co najwyzej jedno wartoéciowanie o' o whasnosci (o, o') € P*.
Jedli istnieje, to méwimy, ze program P zatrzymuge sie dla danych o z wynikiem o/. While-
program, w ktérym wyréznimy pewna liczbe zmiennych wejsciowych oraz jedna zmienna
wyjSciowq mozna wiec uwazaé za definicje funkcji czedciowe;j.

Definicja 2.3 Funkcja czeSciowa f : A™ —o— A jest obliczalna w 2, wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje while-program P i zmienne x1,...,x,,y o takich wlasnosciach:
e Zmienne x1,..., T, s rozne;

e P zatrzymuje si¢ dla o wtedy i tylko wtedy, gdy f(o(z1),...,0(x,)) jest okreslone;

o Jedli (0,0') € P¥, to ¢ (y) = flo(z1),. .., 0(xn)).

Fakt 2.4 Funkcje (czesciowo) obliczalne w strukturze (N, 0, succ), to doktadnie funkcje (czes-
ciowo) rekurencyjne.

Dowdéd:  Cwiczenie. O

Gramatyki typu zero

Przez gramatyke typu zero rozumiemy twor postaci G = (AN, P, &), w ktérym A jest
alfabetem terminalnym, N jest alfabetem nieterminalnym, & € N to symbol poczatkowy,
a produkcje (czyli requly) ze zbioru P maja ksztalt v = v, gdzie u,v € (AUN)* sa zupehie
dowolnymi stowami, byle tylko u # €. Relacja redukcji —¢ jest zdefiniowana podobnie jak dla
gramatyk bezkontekstowych, mianowicie z —¢ y (zapisywane tez tak: G F = — y) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy x = x1uxe, y = x10x9, Oraz u = v jest pewna produkcja. Oczywiscie
notacja —» ¢ oznacza istnienie (by¢é moze pustego) ciagu redukeji, a jezyk generowany przez
gramatyke G definiujemy tak:

L(G) = {w e A" | & ¢ w}.

Na przyklad jezyk {a"b"c" | n € N} jest generowany przez taka gramatyke typu zero:
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§0 = &, 50 = 1;
n = afnc, n = abc;
Ba = af, (b= bb.

Twierdzenie 2.5 Jezyk L jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy L = L(Q)
dla pewnej gramatyki G.

Dowéd: (<) Niech L = L(G). Konstruujemy maszyne niedeterministyczna M z jedna
tasma pomocnicza.® Na poczatku umieszcza sie na tej tasmie symbol poczatkowy gramatyki,
a nastepnie niedeterministycznie wykonuje redukcje. Tj. w kazdej fazie pracy, maszyna
wybiera redukcje x = y i zastepuje na tasmie pewne wystapienie stowa x przez y. (To moze
wymagaé przesuniecia pozostalej zawartosci tasmy w lewo lub w prawo.) Potem nastepuje
sprawdzenie, czy zawarto$¢ obu tasm, wejéciowej i roboczej, jest taka sama. Jesli tak, to
maszyna akceptuje.

(=) Niech L = L(M) i zalézmy, ze M jest deterministyczna maszyna jednotasmowa. Bez
straty ogdlnosci zakladamy, ze maszyna nigdy nie pisze symbolu B. Definiujemy gramatyke G,
ktorej alfabet nieterminalny sklada sie ze stanéw i symboli maszyny M, oraz dodatkowo
z nawiaséw kwadratowych (na oznaczenie poczatku i korica konfiguracji).

Zbiér produkcji gramatyki G dzieli sie na dwie czesci. Pierwsza grupe stanowia produkcje
pozwalajace wyprowadzi¢ dowolne stowo postaci w[gow] (éwiczenie: jak to zrobié¢?). Druga
grupa produkcji pozwala na symulacje obliczenia maszyny w prawej czesci stowa. Sa to takie
produkcje:

e ga=bp, gdy 6(q;a)=(b,p,+1);

e gqa=pb, gdy 6(q,a)= (b,p,0);

e gl = bpl, gdy d(q,B) = (b,p,+1);

e ¢l =pbl, gdy 4(¢q,B)=(b,p,0);

e cqa=pcb 1 [ga= [pb, gdy d(q,a)=(b,p,—1);
e cql = pcbl, gdy 6(q,B) = (b,p,—1);

® 4y = qa 1 (a0 = qa, gdy a # [ 1;

o [g,] =e.

Zauwazmy, ze woéwczas zachodzi rownowaznosc:
[gow] —¢ [g]  wtedy i tylko wtedy gdy w € L(M),

bo kazdy ciag postaci [qow] —¢g 1 —¢ T2 —¢ - —¢ [g.] musi reprezentowaé obliczenie
maszyny dla stowa w, zakonczone ,wycieraniem” wszystkich symboli oprocz q,.

5Czytelnik wie skadinad, ze jezyki akceptowane przez takie maszyny sa czeSciowo obliczalne.
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Jesli odpowiednio dobierzemy produkcje z pierwszej grupy, to kazdy ciag redukcji, w ktérym
wystepuja stowa zawierajace stany maszyny M, musi zaczynac sie od & —g wlgow], dla
pewnego w.

A zatem wyprowadzenie w gramatyce G, koriczace sig¢ stowem terminalnym moze wygladaé
tylko tak:

&o - wlgowl] — wlg,] — w,

co oznacza, ze L(G) = L(M). m

Rachunek lambda

Lambda-termy definiuje sie zwykle tak (przyjmujemy pewien ustalony nieskonczony zbidr
zmiennych przedmiotowych):

e zmienne przedmiotowe sa termami;
e jesli M i N sa termami, to (M N) tez;

e jesli M jest termem i x jest zmienna, to (AxM) jest termem.
Konwencje notacyjne:

e opuszczamy zewnetrzne nawiasy;
e aplikacja wiaze w lewo, tj. M NP oznacza (M N)P;

e piszemy Axq...x,.M zamiast Axy ... v, M.

Operator lambda-abstrakcji, A, wiaze zmienne, tj. wszystkie wystapienia x w termie AxM
uwaza sie za zwigzane. Zmienne wolne definiuje sie tak:

o FV(x) ={z};

o FV(MN)=FV(M)UFV(N);

o FV(A\eM) =FV (M) — {z}.
Dwa termy uwaza sie za identyczne, jesli roznia sie tylko nazwami zmiennych zwiazanych.
Podstawienie M[N/z] definiuje sie tak, ze N jest wstawiane tylko na wolne wystapienia z,

a zmienne zwiazane ulegaja w razie potrzeby przemianowaniu, tak aby nie doprowadzi¢ do
konfuzji. Na przyklad: ((A\y.xy)z)[y/x] = (Az.yz)y. Szczegdlowe definicje pomijamy.

Dla lambda terméw okresla si¢ relacje beta-redukcji jako najmniejsza relacje — g, taka, ze:
o (\eM)N —5 M[N/x];

o jesli M -3 M' to MN —g M'N, NM —3 NM' oraz \eM —p AzM'.
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Teraz pokazemy jak w rachunku lambda mozna zinterpretowaé¢ pewne proste konstrukcje.
Zaczniemy od wartosci logicznych

true = \xy.x false = \xy.y
i instrukcji warunkowej
if P then () else R = PQR.
Latwo sprawdzi¢, ze if true then (@) else R —3 () oraz if false then Q) else R —3 R.

Nastepna konstrukcja to para uporzadkowana. Przyjmiemy

(M,N) = MXx.xMN;,
T = Arize.x; dlai=1,2.

Jak nalezy sie spodziewaé¢, mamy (M, Ma)m; —g M;. Zauwazmy jednak, ze nie zachodzi
réwnosé (Mmy, Mma) =g M, tj. nasza para uporzadkowana nie jest surjektywna.
Liczby naturalne reprezentujemy w rachunku lambda jako tzw. liczebniki Churcha:

cn = M. f7(z),

gdzie notacja f"(x) oznacza oczywiscie term f(f(---(z)---)), w ktérym f wystepuje n razy.
Zwykle zamiast ¢,, bedziemy pisaé n, co jest mniej precyzyjne, ale wygodne. Wiec na przyklad:

0 = Mz
1 = Mfuaz.fr
2 = MAfz.f(fr), itak dalej.

Powiemy, ze funkcja cze$ciowa f : N¥ —o— N jest definiowalna w beztypowym rachunku
lambda (\-definiowalna) jezeli istnieje term zamkniety F', speliajacy nastepujace warunki
dla dowolnych ny,...,n; € N:

o Jezeli f(n1,...,nk) =m, to Fn;...n; =g m;

e Jezeli f(ny,...,ng) jest nieokreslone, to F'n; ...ng nie ma postaci normalnej.

Moéwimy oczywiscie, ze F definiuje lub reprezentuje funkcje f w rachunku lambda. Kilka
przykladow terméw definiujacych pewne funkcje mamy ponizej.

Przyklad 2.6

e Nastepnik: succ = M\nfz.f(nfx);

e Dodawanie: add = A\mnfz.mf(nfx);

Mnozenie: mult = Amnfx.m(nf)x;

Potegowanie: exp = A\mn fx.mnfx;

Test na zero: zero = Am.m(\y.false)true;
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e Funkcja k-argumentowa stale rowna zeru: Zyx = Amg ... mg.0;

e Rzut k-argumentowy na i-ta wspélrzedna: IT: = Amy ... my.m;.

Udowodnimy teraz, ze kazda funkcja czeSciowo rekurencyjna jest definiowalna w rachunku
lambda. Zaczynamy od najlatwiejszego.

Lemat 2.7 Funkcje bazowe sq lambda-definiowalne.

Dowéd:  Przyktad 2.6. 0

Lemat 2.8 Jesli funkcja catkowita f powstaje przez sktadanie lambda-definiowalnych funkcji
catkowitych, to tez jest lambda-definiowalna.

Dowé6d:  Oczywiste. Ale tylko dlatego, ze mowa o funkcjach catkowitych. O

Lemat 2.9 Jesli funkcja catkowita f powstaje przez rekursje prosta z lambda-definiowalnych
funkcji catkowitych, to tez jest lambda-definiowalna.

Dowdéd:  To juz nie jest oczywiste. Zalézmy, ze f jest zdefiniowana réwnaniami

f(0,7) = g(7);
fin+1,7) = h(f(n,i),n,i),

i ze funkcje g i h sa definiowalne odpowiednio za pomoca terméw G i H. Zdefiniujmy pomoc-
nicze termy
Step
Init

Ap.(succ(pmy), H(pma) (pm1)x1 -« - T );
<0, GfL‘l e :L‘m>

Funkcja f jest wtedy definiowalna termem
F = X\xzq... 2.2 Step Initm,.
Ta definicja wyraza nastepujacy algorytm obliczania wartosci funkcji f: generujemy ciag par

(0,a0),(1,a1),...,(n,an),

gdzie ag = g(n1,...,m), aiy1 = h(ai,i,n1,...,ny) 1 na koniec a, = f(n,n1,...,nm). o

Whniosek 2.10 Funkcje pierwotnie rekurencyjne sq lambda-definiowalne.

Poniewaz mamy twierdzenie Kleene’ego, wiec pozostaje juz tylko pokaza¢ lambda-definiowalno$é
funkcji okreslonych przez jednorazowe zastosowanie minimum.

Twierdzenie 2.11 Funkcje lambda-definiowalne to doktadnie funkcje czesciowo rekurencyjne.
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Dowdéd:  Implikacja z lewej do prawej wynika stad, ze proces ewaluacji termu do postaci nor-
malnej moze by¢ zrealizowany za pomoca maszyny Turinga. Dowodzimy implikacji odwrot-
nej. Niech f(7) = ¢(uylg(7i,y) = 0]), gdzie g jest funkcja pierwotnie rekurencyjna. Na mocy
wniosku 2.10, zaréwno g jak ¢ sa lambda-definiowalne pewnymi termami G i L. Okredlimy
pomocniczy term

W = A\y.if zero(G¥y) then \w.Ly else AMw.w(succy)w.
Funkcja f jest definiowana termem
F = )\Z.WOW.

Rzeczywiscie, przypusémy najpierw, ze uy[f(i,y) = 0] = n, oraz ¢(n) = r. Wtedy mamy
taki ciag redukcji:

Fii -5 WOW —3 W1W —5 -+ =5 WnW —5 Ln —»gr, (1)
gdzie W oznacza wynik podstawienia i na .

Jesli minimum jest nieokreslone, to znaczy, ze wszystkie wartosci g(7i, m) sa okreslone i rézne
od zera, bo funkcja g jest calkowita. Wtedy mamy nieskoniczony ciag redukcji

Fﬁ—»gWOW—»ngW—»g---—»5WHW—»5---

Mozna pokazaé, ze zadna inna redukcja termu F'n nie prowadzi do postaci normalne;j. 0

Cwiczenia
1. Napisaé gramatyke typu zero generujaca jezyk zlozony ze wszystkich stéw ww € {0, 1,2}*, gdzie
slowo w powstaje z w przez zamiane kazdej jedynki na zero i kazdej dwojki na jedynke.

2. Udowodni¢, ze dodanie instrukcji go to do jezyka while-programéw nie rozszerza klasy funkcji
obliczalnych.

3. Napisa¢ lambda-term definiujacy funkcje |2 | dwéch zmiennych m i n.

n

4. Niech Y = Af(Az f(zx))(Az f(zx)). Pokazaé, ze YF =g F(YF) dla dowolnego termu F.

3 Funkcje pierwotnie i elementarnie rekurencyjne

Dla wszystkich n € N definiujemy funkcje a,, : N — N:

ap(z) = z+1;
ant1(z) = apti(1),
gdzie a**! oznacza (x + 1)-krotna iteracje funkcji a,11. A wiec ai(z) = 2 +2, as(x) = 22 +3,

co jeszcze wyglada do$¢ niegroznie. Ale dalej as(z) > 2%, a oszacowanie dla a4(z) wymaga
potegowania iterowanego x razy. Wszystkie funkcje a,, sa jednak pierwotnie rekurencyjne, bo
sg okreslone przez rekursje prosta,.
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Lemat 3.1 Funkcje a, majg nastepujace wtasnosci (dla wszystkich x € N):

1. z < ap(x);
2. x<at(l);
3. an(z) < ap(z +1).

Dowdéd:  Dowdd jest przez jednoczesna indukcje ze wzgledu na n. Oczywiscie (1) i (3)
zachodzi dla n = 0. Zauwazmy tez, ze (1) implikuje (2). Istotnie, jesli x < a,(x) dla
dowolnego z, to 1 < an(1) < ap(an(l)) < --- wiec af (1) jest réwne co najmniej x + 1.

Kolej na krok indukeyjny. Zaczynamy od czesci (3):
ant1(z +1) = af (1) = af (an(1)) > af (1) = apa(2).
Teraz czesé (1):

any1(z) = a®(1) = an(a(1)) > ap(z) > 2. m

Whiosek 3.2 Funkcje a, sq rosnace, oraz an(z) < am(x), gdy n < m.

Dowéd:  Zauwazmy, ze any1(x) = an(al(1)) > an(x). 0

Lemat 3.3 Nastepujgce nierownosci zachodzq dla wszystkich n,x € N:

1. a%(z) < apy2(2);
2. a1 (z) < anis().

Dowéd:  Zaczynamy od nieréwnosci am,(x + 1) < ap(ak, (1)) = am+1(z), ktéra zachodzi
dla wszystkich m. Stad a,(an(7)) < an(ans1(z)) = a2 2(1) = aps1(z + 1) < aps2(z). Dalej
mamy af;(z) < af T (af (1) = ap" (1) < (a7)* (L) < apfa(1) = ants(2). D

Twierdzenie 3.4 Dla dowolnej funkcji pierwotnie rekurencyjnej f : N¥ — N istnieje taka
liczba n, ze f(Z) < an(max®) dla wszystkich & € NF.

Dowdéd:  Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na definicje funkeji f. Oczywiscie funkcje
bazowe sa ograniczone przez funkcje nastepnika ag. Jesli funkcja f jest zlozeniem postaci
f(@) = h(q1(Z), ..., ge(Z)), to niech m bedzie dostatecznie duze na to, aby ¢;(Z) < a,,(max &)
oraz h(f) < am(max ) dla dowolnych Z, 4. Teraz f(¥) < am(am(max)) < ap,2(max ).

Jesli f jest okreslona réwnaniami rekursji prostej:

f0,9) = g(®);
fle+1,9) = h(f(z,9),z,9),

oraz m jest dostatecznie duze, to przez indukcje ze wzgledu na x udowodnimy
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f(@,9) < aiH(max §) < amys(maz{z, 7}). O

Twierdzenie 3.4 méwi, ze funkcje a,, majoryzujq klase funkcji pierwotnie rekurencyjnych. Jesli
teraz okreslimy dwuargumentows funkcje Ackermanna A(n, ) réwnaniami®
A(0,z) = x+1;
A(n+1,0) = An,1);
Am+1+1) = A(n,Aln+1,2)),

to tatwo stwierdzimy, ze A(n,x) = a,(x). A zatem mamy:
Fakt 3.5 Funkcja Ackermanna nie jest pierwotnie rekurencyjna.
Dowéd:  Funkcja a(z) = A(x,z) = az(x) nie jest ograniczona przez zadna z funkcji a,,. O

Nastepujacy fakt charakteryzuje funkcje pierwotnie rekurencyjne w nieco przewrotny sposob.
Jest jednak uzyteczny, bo w mysl twierdzenia 3.4 ,,czas pierwotnie rekurencyjny” to to samo,
co czas ograniczony przez ktoras z funkcji a,,.

Twierdzenie 3.6 Funkcja jest pierwotnie rekurencyna wtedy i tylko wtedy, gdy jest obli-
czalna w czasie pierwotnie rekurencyjnym.

Dowéd: Podamy tylko szkic dowodu, zostawiajac szczegdlty Czytelnikowi. Implikacja
z lewej do prawej wymaga konstrukcji maszyny Turinga obliczajacej dana funkcje. Stosujemy
indukcje ze wzgledu na definicje funkcji, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 3.4. Podobne
tez sa oszacowania czasu obliczenia przez odpowiednie a,,.

Jedli za$ funkcja f, obliczalna w czasie pierwotnie rekurencyjnym, zostanie przedstawiona
w postaci normalnej Kleene’ego (twierdzenie 1.9), to uzyte tam minimum bedzie ograniczone,
a zatem sama funkcja musi by¢ pierwotnie rekurencyjna. O

Funkcje elementarnie rekurencyjne

Wazna podklase funkcji pierwotnie rekurencyjnych stanowia funkcje elementarnie rekuren-
cyjne. Istnieje kilka réznych definicji, my wybierzemy najprostsza.

Definicja 3.7 Niech expy(z) = x oraz exp,, .1 () = 2% (®) Méwimy, ze funkcja f : NF — N
jest elementarnie rekurencyjna, gdy jest obliczalna w czasie exp,, dla pewnego m.

Nietrudno pokazac, ze funkcje ezp,, majoryzuja klase funkcji elementarnie rekurencyjnych,
a zatem funkcja a4 nie jest juz elementarna, podobnie jak funkcja e(n) = exp,, (1)

czyli ,stupek dwdjek wysokosci n”.

SUwaga: to nie jest rekursja prosta. Mamy tu zagniezdzona rekursje ze wzgledu na dwa parametry.
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Cwiczenia

1. Skad wiadomo, ze funkcja Ackermanna jest rekurencyjna?

2. Czy funkcja Ackermanna, rozumiana jako tréjargumentowa relacja, jest pierwotnie rekurencyjna?

3. Niech eg bedzie funkcja nastepnika i niech e, 1(z) = eZ(x). Udowodnié, ze dla kazdej funkcji
pierwotnie rekurencyjnej f istnieje takie n, ze f(¥) < e,(max ), gdy max# > 2. Wywniosko-
wad, ze funkcja e, (z) = e, (x) nie jest pierwotnie rekurencyjna.

4. W Definicji 2.1 zamieniamy petle while na petle postaci for ¢ = 1 to = do P od, przy czym
zmienna sterujaca i nie wystepuje w P. Zdefiniowa¢ semantyke takiego jezyka w strukturze

liczb naturalnych i pokazaé, ze funkcje obliczalne w tym jezyku to doktadnie funkcje pierwotnie
rekurencyjne.

5. Udowodnié¢, ze funkcja jest elementarnie rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest obliczalna
w czasie elementarnie rekurencyjnym.

4 Numeracja

Funkcje czesciowo rekurencyjne i zbiory rekurencyjnie przeliczalne mozna numerowac na rézne
sposoby. Mozna na przyklad zdefiniowaé¢ numeracje maszyn Turinga, lub przypisywaé nu-
mery k-argumentowym funkcjom czesciowo rekurencyjnym przez indukcje ze wzgledu na ich
definicje. Zaczynamy wtedy od przypisania numeréw funkcjom bazowym:

e 7; ma numer (0,0);
. Hi? ma numer (0, 1);

e succ ma numer (0,2).
Funkcje k-argumentows o numerze n bedziemy oznaczaé przez cpglk), pomijajac gérny indeks
jesli jest to nieszkodliwe. Jedli teraz funkcja k-argumentowa v jest ztozeniem postaci

W(@) = M (@), ... 0P (@),

to za numer funkcji ¢» mozemy przyjaé¢ liczbe (1, (m, (n, (¢1,..., (lm-1,4m))))). Podobnie,
funkcja o k+1 argumentach i numerze (2, (m, n)) to funkcja zdefiniowana przez rekursje prosta
z funkcji 9057’;’) i w%’““). A funkcji p,y[gp%kﬂ)(f, y) = 0] mozna przypisa¢ numer (3,n). Aby nie
zostaly zadne wolne numery przyjmujemy, ze wszystkie liczby innej postaci niz wymienione
wyzej sa numerami funkcji Zj. Niewiele to zmienia, bo i tak

kazda funkcja czesciowo rekurencyjna ma nieskonczenie wiele numerow,
numerujemy bowiem w istocie nie funkcje, ale algorytmy.

W istocie nie ma wiekszego znaczenia jaki dokladnie przyjeliSmy sposéb numeracji. Mozna
np. zamiast numeréw funkcji uzywac ich definicji in extenso i nie wplyneloby to na otrzymane
rezultaty. Uzywanie liczb naturalnych czesto jednak upraszcza sformulowanie tych rezultatow.

Zbiory rekurencyjnie przeliczalne numerujemy tak jak ich czesciowe funkcje charakterystyczne:
zbiér W, to dziedzina funkcji ¢,.
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Funkcje uniwersalne

Funkcja dwuargumentowa ®(m,n) = go%) (n) jest czeSciowo rekurencyjna. Nazywamy ja

funkcja uniwersalng dla klasy funkcji czesciowo rekurencyjnych. Dla calkowitych funkcji
obliczalnych takiej funkcji nie ma (nie da sie ich sensownie ponumerowac).

Fakt 4.1 Nie istnieje funkcja uniwersalna dla klasy funkcji rekurencyjnych, tj. nie istnieje
dwuargumentowa funkcja rekurencyjna ¥ : N2 — N o tej wlasnosci, ze kazda funkcja rekuren-
cyjna f: N — N ma dla pewnego n postaé

f(x) = V¥(n,z).

Dowdéd: W przeciwnym razie funkcja f(z) = ¥(z,z)+1 tez mialaby numer, tj. mielibysmy
f(x) = ¥(n,x), skad w szczegdlnosci ¥(n,n) +1 = f(n) = ¥(n,n). O

s-m-n-twierdzenie

Twierdzenie o tej dziwacznej nazwie jest intuicyjnie tak naturalne, ze zwykle postugujemy sie
nim nie zauwazajac tego. Rozpatrzmy na poczatek wersje dwuwymiarowa,.

Fakt 4.2 Jesli ¢ : N> —o» N jest czesciowo rekurencyjna, to istnieje taka rekurencyjna
(catkowita) funkcja s, ze

(T, 9) = Ps(2)(y)

zachodzi dla dowolnych x,y. (Inaczej mozemy napisac Ze Py = A\y.0(z,9).)

Dowéd: Dla danego = € N, liczba s(z) jest numerem definicji funkceji

£ = My.o(z, I (y)).

Taki numer mozna efektywnie obliczy¢ z danego x. Przy naszej numeracji’ mamy

s(z) = (1, (2, (p, (I(2), (0, 1))))),

gdzie p jest (ustalonym) numerem funkcji ¢, natomiast I(x) jest numerem funkcji stale
réwnej z, tj. funkcji n = Ay.succ®(Z1(y)). Aby obliczy¢ l(x), zauwazmy, ze:

e [(0) to numer funkcji Z;, czyli 1(0) = (0,0);
o [(x + 1) to numer funkcji Ay.succ(z), czyli liczba (1, (1, ((0,2),1(x)))).

Widzimy wiec, ze funkcja [ jest definiowalna przez rekursje prosta (i sktadanie). Szczegdty
pozostawiamy czytelnikowi. Uwaga: nasza definicja funkcji [ nie jest w istocie zgodna ze
schematem rekursji prostej (por. definicje poprzednika w rozdziale 1). O

Podobnie udowodnimy tez ogdlniejsza wersje powyzszego faktu.

7Jesli utozsamiaé definicje funkcji z maszynami Turinga, to s(z) jest numerem maszyny, ktéra dla danego
wejscia y dopisuje z przodu z i uruchamia maszyne obliczajaca .
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Twierdzenie 4.3 (s-m-n-twierdzenie) Dla dowolnych m,n > 1 istnieje funkcja rekuren-
cyjna s™ : N1 N, spetniajgca dla dowolnych i, T, réwnosé

A" (@) = ol ()

Jesli wiec méwimy, ze numer funkcji Ay.y", albo numer zbioru {k | k podzielne przez n} jest
efektywnie obliczalny z n, to w istocie korzystamy z s-m-n-twierdzenia. W pierwszym przy-
padku mamy bowiem funkcje rekurencyjna s spetiajaca rownosé o) (y) = y", a w drugim
mamy funkcje s o wlasnodci vy, (y) = xw(n,y), gdzie W = {(n, k) | k podzielne przez n}.

Uwaga: Nalezy pamieta¢, ze kazda funkcja czesciowo rekurencyjna ma nieskonczenie wiele
numeréw. Nasze s-m-n-twierdzenie méwi, ze istnieje algorytm pozwalajacy zawsze znalezé
jaki$ numer poszukiwanej funkcji.

Twierdzenie o rekursji

Jako rozgrzewke proponujemy czytelnikowi rozwiazanie ¢wiczenia 3. W razie ktopotéw nalezy
przeczytaé dowdd ponizszego twierdzenia. Bywa ono nazywane ,twierdzeniem o punkcie
stalym”, ale w istocie nie stwierdza istnienia punktu stalego, bo przypisanie @, = @@,
nie jest dobrze okreslonym przeksztalceniem na funkcjach. 7 warunku ¢, = ¢, nie musi
bowiem wynikac @ ¢(,) = ¢ f(m)-

Twierdzenie 4.4 (Twierdzenie o rekursji) Dia kazdej rekurencyjnej funkcji f: N — N
istnieje taka liczba n, Ze n = @f(n)-

Dowéd:  Rozpatrzmy funkcje ¥(z,y) = @f(,,(2)) (). Na mocy s-m-n-twierdzenia mamy
Y(z,Y) = Py (y), dla pewnej rekurencyjnej funkcji s. (Uwaga: s(z) # f(px(2))!) Oczywiscie
funkcja s tez ma numer, powiedzmy, ze s = ¢,,. Dla dowolnych x,y zachodzi wiec réwnosé
Coom(2)(Y) = P(pn(@))(y), W szczegdnodci vy, (m) () = ©f(pm(m))(y). A Wiec mozna przyjac
n = s(m) = pm(m) i mamy @, = @) O

Powyzszy dowdd opiera sie na takim samym pomysle jak definicja kombinatora punktu stalego
Y = M (Azf(zz))(Ax f(xx)) w rachunku lambda (éwiczenie 2.4). Podobienstwo bedzie
bardziej widaé, jesli zamiast @, (m) napiszemy n(m) i uzyjemy nieformalnej lambda-notacji.

Rozpatrzmy funkcje Az f(z(z)) i przypusémy, ze ma ona numer m, tj. m = Az f(z(x)). Pod-
stawiajac m w miejsce z dostajemy réwnosé m(m) = f(m(m)). Stad n = f(n) dlan = m(m).
Wyrazenie m(m) uderzajaco przypomina lambda-term Y f =g (Az.f(zx))(Az. f(zx)).

Oczywiscie nie kazda funkcja ma punkt staty, a blad polega na tym, ze wartos¢ m(m) moze
by¢ nieokres$lona. Zamiast réwnosci m(z) = f(z(x)) mozemy jednak wziaé stabszy warunek
m(z) = f(z(x)). Dzieki s-m-n-twierdzeniu mamy catkowitq funkcje m, ktéra spehia ten
warunek. Wtedy dla n = m(m) otrzymamy n = f(n).

Whiosek 4.5 Jesli ¢ : N> — N jest czesciowo rekurencyjna, to o, = Av.o(n,z), dla pew-
nego n. W szczegolnosci:

o Istnieje takie n, Ze pn(x) = 2™ dla dowolnego x.
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o Istnieje takie k, ze Wy, = {k}.

o Istnieje takie m, ze pp,(x) = m dla dowolnego x.

Dowéd:  Niech s bedzie taka funkcja obliczalna, ze g,y = Az.¢(n, ). Nalezy zastosowac
twierdzenie 4.4 do funkcji s. O

Ostatnia cze$¢ wniosku 4.5 to rozwiazanie ¢wiczenia 3 w jezyku programowania, gdzie pro-
gramami sa numery algorytméw. Niezaleznie od danych wejsciowych, program ¢, generuje
w wyniku wlasny numer. Rozwiazanie w Pascalu to juz tylko sprawa implementacji.

Inne zastosowania twierdzenia o rekursji moga polega¢ na dowodzeniu poprawnosci niekto-
rych definicji rekurencyjnych. Na przyklad cze$ciows obliczalnoéé funkeji Ackermanna® mozna
wykazaé stosujac twierdzenie o rekursji w nastepujacy sposéb. Niech ®(m,n,x) bedzie tréjar-
gumentowa funkcja uniwersalna (dla funkcji dwuargumentowych). Okreslimy tréjargumen-
towa operacje B(m,n,x) za pomoca zwyklej definicji warunkowej:

B(m,0,z) = xz+1;
B(m,n+1,0) = &(m,n,l);
Bmn+1,z4+1) = &(m,n,®(m,n+ 1,x)).

Niech f bedzie taka (calkowita) funkcja, ze ®(f(m),z,y) = B(m,z,y). Dwuargumentowa
wersja twierdzenia o rekursji zastosowana do funkcji f mowi, ze istnieje taka liczba m, ze
dla dowolnych n, x zachodzi ®(m,n,x) = ®(f(m),n,x) = B(m,n,z). Oznacza to, ze A(n,x)
mozna zdefiniowaé jako B(m,n,z).

Cwiczenia

1. Udowodnié, ze funkcja s

n?

o ktérej mowa w s-m-n-twierdzeniu, jest elementarnie rekurencyjna.
2. Wywnioskowaé z s-m-n-twierdzenia, ze
(a) numer zbioru W, U W,,;
(b) numer funkcji Az (@, () - m(x)),
sg efektywnie obliczalne z m i n.

3. Napisa¢ program, ktéry drukuje wlasny tekst. Nie wolno odwolywaé sie do szczegdtow imple-
mentacji (nazwy pliku, miejsca w pamieci itp.). Zadanie latwe w Lispie, trudne w Pascalu.

4. Dlaczego w dowodzie twierdzenia o rekursji funkcje s i Az. ¢, () sa na pewno rézne?
5. Niech ¢, (z) = ¥(n, z), gdzie ¥ jest taka funkcja czesciowo rekurencyjna, ze
e istnieje funkcja rekurencyjna f spemiajaca warunek ¢, = () dla wszystkich n.

Pokazaé, ze kazda funkcja czesciowo rekurencyjna v ma nieskoriczenie wiele wystapien w ciagu v, .
Wskazdwka: W przeciwnym razie zbiér {k | ¢r = ¥} bylby rekurencyjny.

8To, ze funkcja Ackermanna jest czesciowo rekurencyjna jest dla nas oczywiste, ale tylko dlatego, ze znamy
maszyny Turinga.
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5 Nierozstrzygalnos¢

Zbiér NN jest mocy continuum, a zbiér wszystkich funkeji rekurencyjnych jest zaledwie prze-
liczalny. 7Z pewno$cia wiec istnieja funkcje catkowite, ktére nie sa rekurencyjne. Mozemy
jednak podaé¢ konkretny przyktad:

) = {
Gdyby f byla rekurencyjna, to funkcja
v = {

bylaby czeéciowo rekurencyjna, zatem ) = @i dla pewnego k. Podstawiajac k£ w miejsce x
otrzymujemy sprzecznosé: ¢ (k) jest okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieokreslone.

0, jesli () jest okreslone;
1, w przeciwnym przypadku.

0, jesli g, (z) jest nieokreslone;
nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Zastosowana powyzej technika przekatniowa pozwala takze wywnioskowacé, ze nie kazda funkcje
czesciowo rekurencyjng mozna rozszerzy¢ do funkcji rekurencyjnej. Inaczej méwiac: to, ze
pewne algorytmy sa czesciowe, jest nieuniknione.

Twierdzenie 5.1 Istnieje taka funkcja czesciowo rekurencyjna ¢ : N —o—» N, Ze zZadna
funkcja catkowita f: N — N zawierajoca @ nie jest rekurencyjna.

Dowéd:  Wystarczy przyjaé¢ ¢(z) = pz(z) + 1. Jesli ¢ C f, gdzie f jest rekurencyjna, to
dla pewnego k mamy f = . Poniewaz f jest calkowita, wiec ¢ (k) jest okreslone. Stad
wynika, ze ¢(k) jest tez okreslone i mamy ¢y (k) = f(k) = p(k) = o (k) + 1. m

Metoda przekatniows latwo tez udowodnimy istnienie zbioréw nierekurencyjnych.

Twierdzenie 5.2 Zbiory K = {n | pn(n) okreslone} i S = {(m,n) | pn(m) okreslone} nie

sq rekurencyjne.’

Twierdzenie 5.2 zwykle formutujemy tak: Pytanie czy dana funkcja czesciowo rekurencyjna
jest okreslona dla danego argumentu stanowi problem nierozstrzygalny. Jest to problem stopu
dla maszyn Turinga wyrazony w jezyku funkcji czesciowo rekurencyjnych. Poniewaz zbiory K
i .5 sa oczywiscie rekurencyjnie przeliczalne, wiec ich dopelnienia nie moga by¢ rekurencyjnie
przeliczalne. A wiec problem nieokreslonosci funkcji nie jest nawet cze$ciowo rozstrzygalny.

Dowody nierozstrzygalnosci konkretnych probleméw zwykle polegaja na redukcji jednego pro-
blemu do innego. Méwimy, ze zbiér A redukuje sie (lub jest sprowadzalny) do zbioru B,
i piszemy A < B, gdy istnieje funkcja obliczalna f o takiej wlasnosci:'?

x €A wtedy i tylko wtedy, gdy  f(x) € B.

W praktyce oznacza to tyle, ze istnieje algorytm przeksztalcajacy kazda mozliwa instancje x
problemu A w instancje f(z) problemu B, w ten sposéb, ze pytanie ,Czy x € A?” mozna
sprowadzi¢ do pytania ,,Czy f(z) € B?".

9Mozemy takze napisaé K = {n |n € W,} i8S = {(m,n) | m € W, }.
PRelacje < oznacza si¢ tez przez <., (od many-one reducibility). Jesli za$ funkcja f jest réznowartodciowa,
to mozna napisa¢ A <; B.
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Fakt 5.3 Niech A < B. Jesli B jest rozstrzygalny (rekurencyjnie przeliczalny) to A tez jest
rozstrzygalny (rekurencyjnie przeliczalny). Ponadto, jesli —B jest rekurencyjnie przeliczalny,
to —A tez jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowéd:  Latwy. 0

Whniosek 5.4 Zbior A = {n | ¢, jest funkcjq calkowita} nie jest rekurencyjny. Doktadniej,
zbior — A nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowéd:  Pokazemy, ze K < A, skad na mocy faktu 5.3 otrzymamy teze. Dla x € N
rozpatrzmy funkcje 9,(y) = Z1(pz(x)). W zaleznosci od tego, czy x € K jest to funkcja stata
lub nigdzie nie okreslona. Funkcja ¥, jest cze$ciowo rekurencyjna, a jej numer jest obliczalny
z x, tj. Uz = @y, dla pewnej rekurencyjnej funkcji s. Ponadto, funkcja 9, jest catkowita
wtedy i tylko wtedy, gdy okreslone jest ¢, (z). A wiec K < A, bo

x € K wtedy i tylko wtedy, gdy s(z) € A. o

Twierdzenie Rice’a

Nastepne twierdzenie dostarcza prostego warunku wystarczajacego na nierekurencyjnosc.
Powiemy, ze zbiér A C N jest nietrywialny, gdy A # @ i A # N. Zbiér A jest zas adekwatny,
gdy z warunkow n € A i W,, = W,, wynika m € A. Inaczej mowiac, zbiér adekwatny okresla
pewng wlasnosé zbiorow rekurencyjnie przeliczalnych niezalezna od wyboru indeksu. Ponizsze
twierdzenie mozemy wiec odczytaé tak: Kazda nietrywialna wlasno$é zbiorow rekurencyjnie
przeliczalnych jest nierozstrzygalna.

Twierdzenie 5.5 (Rice’a) Zaden zbidr nietrywialny i adekwatny nie jest rekurencyjny.

Dowéd:  Niech X C N bedzie nietrywialny i adekwatny. Bez straty ogdlnosci mozemy
przyjaé, ze zbiér pusty nie ma wlasnosci X, tj. ze m ¢ X, gdy W,,, = & (w przeciwnym razie
zamiast X rozwazamy zbiér —X). Zalézmy jeszcze, ze k € X.

Pokazemy, ze K < X. W tym celu, dla dowolnego n rozpatrzmy maszyne Turinga M™, ktéra
dla dowolnego wejscia x:
e najpierw oblicza @, (n);

e a potem (jesli ¢, (n) bylo okreslone) sprawdza, czy x € Wi

Maszyna M™ akceptuje pewien zbior Wy, i wlasnie stwierdzilismy, ze

W | Wi, jeslin e K;
) 7 @, w przeciwnym przypadku.

Inaczej méwiac f(n) € X wtedy i tylko wtedy, gdy n € K, co dowodzi, ze K < X. O
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Whniosek 5.6 Nastepujgce zbiory nie sq rekurencyjne:

1. {n | W, jest skoriczony};

2. {n | Wy, jest ko-skoniczony};
3. {n| W, =2};

4. {n | W, jest rekurencyjny};
5. {n|0eW,}.

Przyklady takie, jak we wniosku 5.6 mozna tatwo mnozy¢é. Twierdzenie Rice’a nie jest jednak
az tak negatywne, jak moze sie wydawaé¢. Wlasnosci algorytméw (maszyn Turinga) nie zawsze
sa adekwatne, tj. nie sa wlasno$ciami rozpoznawanych przez nie zbioréw. Twierdzenie Rice’a
nie stosuje si¢ wiec np. do problemu: Czy dana niedeterministyczna maszyna Turinga ma dla
kazdego wejscia chociaz jedno obliczenie nieskoriczone?.

,

Cwiczenia
1. Skad wiadomo, ze funkcja f w dowodzie twierdzenia Rice’a jest rekurencyjna?
Wskazowka: 7 s-m-n-twierdzenia.
2. Sformulowaé i udowodni¢ twierdzenie Rice’a dla relacji wieloargumentowych i dla funkcji.
3. Udowodnié¢, ze nastepujace zbiory sa nierekurencyjne:
e {n | ¢,(0) jest okreslone};
e {n | ¢, jest monotoniczna};
e {n | Dom(p,) = 2};
e {n | ¢, jest réznowartosciowa}.

4. Udowodnié, ze S <,,, K. Wskazowka: Dla danych n, k niech A, , = N, gdy n € W}, oraz niech
An gk = 9, w przeciwnym przypadku. Jeli teraz A, = Wy i) to (n,k) € S zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy s(n, k) € K.

6 Stopnie nierozstrzygalnosci

Typowa metoda dowodu nierozstrzygalnoéci danego zbioru A jest redukcja postaci S <,,, 4
lub § <,,, —A. Zatem znane problemy nierozstrzygalne sa w istocie co najmniej tak trudne
jak problem stopu. Pokazemy teraz, ze istnieja jednak zbiory nierekurencyjne, ktére nie maja
tej wlasnosci, tj. nie sa zupelne w klasie zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych ze wzgledu
na m-sprowadzalno$é.

Méwimy, ze zbiér A C N jest produktywny, gdy istnieje taka czesciowo rekurencyjna funkcja 1,
ze (i) € A — W; (w szczegdlnosci (i) jest okreslone) dla dowolnego W; C A.

Przyktadem zbioru produktywnego jest —K = {n | n & W, } (przy funkcji identycznosciowej).
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Lemat 6.1

1. Kazdy zbior produktywny zawiera nieskoriczony podzbior rekurencyjnie przeliczalny.

2. Jesli —K <,, A to A jest produktywny.

Dowéd: (1) Niech A bedzie produktywny i niech ¢ bedzie odpowiednia funkcja. Poniewaz
zbiér pusty jest oczywiscie zawarty w A, wiec ¢ (i) € A, gdy 4 jest numerem zbioru pustego.
Zbiér {1p(i)} tez ma jaki§ numer j, wiec 1 (j) € A, przy czym (i) # (). I tak dalej.!!

(2) Niech f bedzie taka funkcja, ze n € —K wtedy i tylko wtedy, gdy f(n) € A, iniech W; C A.
Zbiér f~1(W;) C —K jest rekurencyjnie przeliczalny, co wiecej (na mocy s-m-n-twierdzenia)
jego numer g(i) jest obliczalny i mamy g(i) € —K — Wy;). Zatem f(g(i)) € A — W;. O

Twierdzenie 6.2 Istnieje rekurencyjnie przeliczalny ale nierekurencyjny zbior, do ktérego
problem stopu nie jest m-sprowadzalny.

Dowéd:  Problem stopu S = {(m,n) | m € W, }, jako zbidér rekurencyjnie przeliczalny, jest
obrazem pewnej funkcji rekurencyjnej f. Rozpatrzmy funkcje czesciows

J(k) = pa [r(f(z)) = kA L(f(2) > 2k]

i rekurencyjnie przeliczalny zbiér X = Rg(fo f o j). Zauwazmy, ze n € X zachodzi wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla pewnego k para (n,k) jest, w kolejnosci wyznaczonej przez f,
pierwszym elementem zbioru S spelniajacym warunek n > 2k. Poniewaz wérdd liczb od 0
do 2k wystepuje co najwyzej k elementéow zbioru X, wiec —X jest zbiorem nieskonczonym.

Zauwazmy dalej, ze w kazdym zbiorze nieskoniczonym W, sa liczby wieksze od 2k, zatem j(k)
jest okreslone i mamy X N Wy # @. A wiec —X nie ma nieskoriczonego podzbioru rekuren-
cyjnie przeliczalnego. Wyciagamy stad dwa wnioski. Po pierwsze, sam zbior —X, jako nie-
skonczony, nie jest rekurencyjnie przeliczalny, a wiec X nie jest rekurencyjny. Po drugie,
z lematu 6.1 wynika, ze —K £, — X, czyli K £,,, X. O

Jesli A <,,, B oraz B <,,, A, to méwimy, ze zbiory A i B maja ten sam m-stopien i piszemy
A =, B. 7 twierdzenia 6.2 wynika, ze struktura m-stopni jest nietrywialna: istnieja co
najmniej trzy rézne m-stopnie rekurencyjnie przeliczalne. Istotnie, kazdy zbidér rekurencyjnie
przeliczalny jest m-sprowadzalny do problemu stopu,'? mamy bowiem

xe W, wtedy i tylko wtedy, gdy ©n(x) jest okreslone.

7 drugiej strony, kazdy zbiér rekurencyjny jest m-sprowadzalny do dowolnego zbioru nietry-
wialnego. Mamy wiec najmniejszy m-stopien zbioréw rekurencyjnych, najwiekszy m-stopien
problemu stopu, wiemy tez, ze istnieja stopnie posrednie.

Opréez m-sprowadzalnosci rozwaza sie tez inne pojecia redukcji, w szczegdlnosci redukcje
w sensie Turinga: piszemy A <p B gdy istnieje maszyna Turinga rozpoznajaca zbiér A

18cidle rzecz biorac, nalezy zdefiniowaé przez indukcje dwie funkcje rekurencyjne f i g, w ten sposéb, ze

Wy = {f(0),..., f(i — 1)} dla dowolnego i, oraz 1 (g(z)) = f(1).
12 A wiec takze do K, patrz éwiczenie 4 do rozdziatu 5.
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z pomocy ,wyroczni” odpowiadajacej na pytania postaci ,,czy dane stowo nalezy do B7?”.
Méwimy wtedy tez, ze A jest T-sprowadzalny do B. Réznica miedzy <r i <,, polega m.in. na
tym, ze liczba mozliwych ,zapytan o B” jest dowolna i nie jest a priori ograniczona. Zatem
A <,, B implikuje A <p B, ale niekoniecznie na odwrét. Zauwazmy, np. ze —K <p K.

Analogicznie do m-stopni definiujemy T-stopnie, zwane czasem po prostu stopniami nierozstrzy-
galnosci, jako klasy abstrakcji relacji

A=r B wtedy 1 tylko wtedy, gdy A <7 Boraz B <p A.

Kazdy T-stopien jest suma pewnych m-stopni, a wiec problemy, ktére nie sa m-réwnowazne
moga jednak by¢ T-réwnowazne. Z twierdzenia 6.2 nie wynika wiec, ze istnieja nietrywialne
rekurencyjnie przeliczalne T-stopnie. To pytanie nazywano kiedy$ problemem Posta.

6.1 Rozwiazanie problemu Posta

Skonstruujemy teraz takie dwa zbiory rekurencyjnie przeliczalne A i B, ze A €1 B oraz
B L1 A. Aby tak bylo, musimy pokazaé, ze zadna maszyna z wyrocznia A nie rozstrzyga
zbioru B i na odwrdt.

Oznaczmy przez M, eX deterministyczna maszyne Turinga o numerze e, ktora uzywa wyroczni X .
Naszym celem jest konstrukcja zbioréw A i B jako sum ciagéw przyblizen A, i B,. Jed-
noczeénie definiujemy ciag ,,$wiadkéw” F(j), spelniajacych nastepujace réwnowaznosci:'3

F(2e) € B wtedy i tylko wtedy, gdy M2 odrzuca F(2e);
F(2e+1)€ A wtedy i tylko wtedy, gdy MZEP odrzuca F(2e+ 1).

Oczywistym problemem jest to, ze dodanie nowego elementu do zbioru A lub B moze popsué
dotychczasowe wlasnosci ,$wiadkéw”. Zatem ciag F' bedzie ,,granica” ciagéw F;, uzyskiwanych
w poszczegdlnych fazach konstrukeji (w razie potrzeby znajdujemy nowych swiadkéw).

Konstrukcja A,, By i F,, przebiega przez indukcje ze wzgledu na n i zaczyna sie od
Ay =@ = By, Fy(x) = 2%,
Krok indukcyjny dla n > 0 zalezy od pierwszej wspoirzednej liczby n interpretowanej jako
para n = (I,r).
Przypadek parzysty. Zalézmy, ze n = (2e, co$) oraz
1. F,(2e) & By;

2. maszyna MA» odrzuca wejscie F,(2e).

Obliczenie maszyny Mé“" odrzucajace F),(2e) jest skorficzone, zatem zadaje wyroczni A,, tylko
skoniczenie wiele pytan. Niech k bedzie takie, ze wszystkie odwotania do A, dotycza liczb
mniejszych od k. Definiujemy teraz A1 = Ay, Bny1 = Bp U{F,(2¢)}, oraz

Fpor(a) = 3% . Fy(x), jedli z > 2e i z jest nieparzyste;
T B (a), w przeciwnym przypadku.

Zauwazmy, ze liczba 3F - F,(z) jest wicksza od k. Ewentualne pézniejsze dodanie jej do
zbioru A, nie zmieni wiec odpowiedzi wyroczni na pytania o liczby mniejsze niz k.

13Przez ,,odrzucanie” rozumiemy w tym dowodzie zatrzymanie maszyny w stanie odrzucajacym.
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Przypadek nieparzysty. Niech teraz n = (2e + 1, co$). Jezeli zachodza warunki

1. Fo(2e+1) ¢ Ay;

2. maszyna Mfe odrzuca wejscie F,(2e + 1),

to Bpy1 = Bp, Apt1 = Ap U{F,(2e+ 1)}, oraz

P (z) = 3k . F,(z), jesli > 2e+ 11z jest parzyste;
T Ey(a), w przeciwnym przypadku,

gdzie k jest takie, ze obliczenie MP" na wejsciu F,(2e + 1) odwoluje si¢ do wyroczni B, tylko
dla argumentow mniejszych od k.

Przypadek trywialny. Jesli nie zachodzi zaden z powyzszych przypadkéw (warunki 1-2
nie sa spelione) to wszystko zostaje bez zmian: A, 11 = A,, Byy1 = Bp i Fp1 = F.

Przypadek parzysty i nieparzysty sa do siebie catkowicie dualne. W dalszym ciagu zwykle
rozwazamy tylko jeden z nich. Poniewaz ciagi zbioréw A, i B, sa wstepujace, wiec mozemy
od razu zdefiniowaé

Procedura opisana powyzej jest efektywna, wiec zbiory A i B sa rekurencyjnie przeliczalne.
Lemat 6.3 Dia dowolnego x istnieje takie ny, Ze F,(x) = F,_ (x) dla wszystkich n > ng.

Dowéd: Indukcja ze wzgledu na x. Przypus$émy, ze x jest parzyste, oraz F,11(x) # F,(x).
Wtedy ¢(n) jest nieparzyste i mniejsze od z, oraz F,(¢(n)) € Apt1 — A,. Jesli ponadto
Fri1(x) # Fy(x) dla pewnego m # n to mamy tez Fy,(£(m)) € Apmt1 — Am. Oznacza to, ze
F,(4(n)) # Fy(€(m)). W ten sposéb kazdemu n, takiemu ze F,,y1(z) # F,,(z), przypisujemy
inny element zbioru {F,,(y) | m € NAy < z}. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze ten zbiér
jest skoriczony, a wiec x wartosé F,,(z) moze sie zmieniaé¢ tylko skoriczenie wiele razy. O

Z powyzszego lematu wynika, ze dla dowolnego x warto$é F,,(x) ,ustala sie” od pewnego
miejsca, mozemy wiec zdefiniowac:
F(z) = F,(z) dla dostatecznie duzych n.

Lemat 6.4 Jezeli F,(v) = Fin(y) to x =y. W szczegolnosci F jest réznowartosciowa.

Dowéd: Mamy F,(x) = 2% - 3%% a to jednoznacznie okredla x. O

Lemat 6.5 Jesli M2 odrzuca wejscie F(2e), to F(2e) € B.

Dowéd:  Obliczenie maszyny M2 dla wejécia F(2e) uzywa wyroczni A tylko dla argumen-
téw mniejszych od pewnego k. Wezmy takie n > k, ze F'(2e) = F,,(2¢) oraz

AN{0,1,...,k} =A,n{0,1,...,k}.
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Wtedy z punktu widzenia naszego obliczenia wyrocznia A, jest réwnie dobra jak wyrocznia A,
a wiec maszyna M2 tez odrzuca wejécie F(2¢). Jesli F(2e) = Fy,(2¢) € By, to juz jest dobrze,
bo B, C B. W przeciwnym razie stosuje sie przypadek parzysty i mamy F(2¢) € B,11. 0O

Lemat 6.6 I na odwrdt: jesli F(2¢) € B to maszyna M2 odrzuca F(2e¢).

Dowéd:  Zalézmy, ze F(2e) € B i niech n bedzie takie, ze F(2¢) € B,+1 — B,. Dlan
zachodzi wtedy przypadek parzysty, a z lematu 6.4 wynika, ze £(n) = 2e. Maszyna MA»
odrzuca wiec F(2e) uzywajac wyroczni A,, dla argumentéw mniejszych od pewnego k. Aby
stwierdzi¢, ze maszyna M/ tez odrzuca F(2e), wystarczy sprawdzié, ze

ANn{0,1,....k} =A,n{0,1,...,k}.

Przypusémy, ze z € A—A,,, czyli istnieje takie m > n, ze z € Ayp1—Ap. Wtedy £(m) = 2d+1
dla pewnego d i dla m zachodzi przypadek nieparzysty. Poniewaz warto$é¢ F'(2¢) = F,(2e)
» juz sie ustalita”, wiec Fy,,(2e) = F,,(2¢e). To znaczy, ze 2e < 2d + 1, bo inaczej mielibysmy
Fri1(2e) > Fp(2e).

A zatem z = F,,(2d + 1) > F,,;1(2d + 1) = 3 - F,(2d + 1) > k, zbiory A i A,, moga sie wiec
réznié¢ tylko powyzej k. O

Twierdzenie 6.7 (A.A. Muchnik, R.M. Friedberg) Istniejq nieporéwnywalne rekuren-
cyjnie przeliczalne T-stopnie.

Dowdd:  Jesli B <7 A, to pewna maszyna MeA rozstrzyga zbiér B. 7 lematéw 6.5 1 6.6
otrzymujemy sprzeczno$¢: maszyna Mf odrzuca F'(2e) wtedy i tylko wtedy, gdy akcep-
tuje F'(2¢e). Analogicznie dowodzimy, ze A L1 B. o

Z twierdzenia 6.7 wynika, Ze istnieja nierozstrzygalne problemy decyzyjne, ktorych nierozstrzy-
galno$ci nie mozna jednak udowodni¢ metoda redukcji z problemu stopu. Autorowi niniejszego
nie jest jednak znany zaden nierozstrzygalny problem , matematyczny” (np. kombinatoryczny),
ktory nie jest zupelny w sensie Turinga.

Cwiczenia
1. Uogdlnié¢ lemat 6.1(2): Jesli B jest produktywny i B <,,, A, to A jest produktywny.
2. Funkcje i zbiory rekurencyjne wzgledem (catkowitej) funkcji g definiujemy tak, jak funkcje

rekurencyjne, ale dodajac g do funkcji bazowych. Pokazaé, ze A <r B wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiér A jest rekurencyjny wzgledem funkcji charakterystycznej cg zbioru B.

3. Warunkiem tablicowym nazwiemy skoniczony zbiér Z C N i kombinacje boolowska pytan postaci
2 € B?” gdzie z € Z. Warunek jest spetniony dla B, gdy taka kombinaacja ma warto$¢ logiczna
jeden. Zbiér A jest tablicowo sprowadzalny do zbioru B, co zapisujemy A <i; B, gdy istnieje
rekurencyjna funkcja f, ktéra kazdemu x € N przypisuje taki warunek f(z), ze dla dowolnego x,

reA wtedy i tylko wtedy, gdy warunek f(x) jest spemiony dla B.
Niech teraz K* = {n € N | n € K oraz warunek o numerze ¢, (n) nie jest spelniony dla K}.

Udowodnié, ze K* <p K ale K* £y K. (A zatem tt-stopnie sa ,drobniejsze” niz T-stopnie.)
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7 Hierarchia arytmetyczna

Problem stopu jest wprawdzie nierozstrzygalny, ale jest rekurencyjnie przeliczalny, tj. rozstrzy-
galny czesciowo. Moze jednak by¢ gorzej.

Fakt 7.1 Zbior A = {n | p, jest funkcja catkowita} i jego dopetnienie nie sq rekurencyjnie
przeliczalne.

Dowdéd:  Mamy juz wniosek 5.4, wiec wystarczy pokazaé, ze A nie jest rekurencyjnie przeli-
czalny. W przeciwnym razie A bylby obrazem pewnej rekurencyjnej funkcji g. Wtedy funkcja
H(n,x) = ®(g(n),r) = ¢4(n)(v) bylaby uniwersalna w klasie funkeji rekurencyjnych, co jest
niemozliwe (fakt 4.1). O

Wiasnosci, ktére nie sa rekurencyjne, mozna klasyfikowaé ze wzgledu na stopien skomplikowa-
nia formut wyrazajacych ich definicje w jezyku formalnej arytmetyki. Przez arytmetyke
rozumiemy tu teorie w jezyku pierwszego rzedu zawierajacym dwuargumentowe symbole
funkcyjne + i -, jednoargumentowy symbol s dla nastepnika i stata 0. Jedynym symbolem rela-
cyjnym jest znak réwnosci. Dla dowolnej liczby n € N, skrét n oznacza term s(s(---s(0)---)),
gdzie symbol s wystepuje n razy. Strukture N'= (N, +, -, s,0), w ktérej symbole arytmetyki
sg interpretowane ,, jak zwykle”, nazywamy standardowym modelem arytmetyksi.

Moéwimy, ze k-argumentowa relacja nad N jest arytmetyczna, gdy istnieje formuta ¢(Z), ktéra
ma (co najwyzej) k zmiennych wolnych #, i spelia dla dowolnego 77 € N¥ warunek

i er wtedy itylko wtedy, gdy N | ¢(7F).

Funkcja jest arytmetyczna, gdy jest arytmetyczna jako relacja. Inaczej mozna powiedzie¢, ze
funkcje (relacje) arytmetyczne, to te funkcje (relacje), ktére mozna zdefiniowaé za pomoca
formutl arytmetyki pierwszego rzedu.

Nastepujace twierdzenie jest staba wersja tzw. twierdzenia Godla o reprezentacji.
Twierdzenie 7.2 Kazda funkcja rekurencyjna jest arytmetyczna.

Dowdéd:  Nietrudno sprawdzié, ze funkcje bazowe (stala zero, rzuty, nastepnik) sa aryt-
metyczne, oraz ze funkcja otrzymana przez ztozenie funkcyj arytmetycznych musi by¢ aryt-
metyczna. Dla funkcji f zdefiniowanej przez minimum efektywne

f(@) = py (9(Z,y) = 0),
gdzie g jest definiowalna formuta ¢ (¥, y, z), mozemy napisa¢ formute
o(Z,y) = ¢(Z,y,0) AVz(z <y = (T, y,0)),

w ktérej z < y jest skrétem wyrazenia Ju(z + u = y A u # 0). Pozostaje przypadek funkcji
okreslonej przez rekursje prosta:
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Tutaj musimy sie odwota¢ pewnego tricku z teorii liczb, a mianowicie do funkcji beta Godla:
B(x,y,i) =2 mod(y(i + 1) + 1).

Najwazniejsza wiasnos$¢ funkcji beta jest znana jako ,,chinskie twierdzenie o resztach”.

Dla dowolnego skoticzonego ciagu ko, k1, ..., ky istniejq takie liczby a,b, ze 3(a,b,i) = k;
dlat=0,...,n.

Funkcja beta, jak latwo widzieé, jest arytmetyczna. Niech B(z,y,1,2) bedzie odpowiednia
formuly i niech f bedzie funkcja okreslona przez rekursje prosta, jak powyzej. Zalézmy, ze
o(Z,y) 1 (2, y, z,u) sa formutami definiujacymi odpowiednio g i h. Wtedy formuta definiujaca
funkcje f jest taka:
S0, b [Buw(B(a,b, 0,w) A o(F,w)) A Bla,b,y, 2)
AVYi(i <y — Ju,v(B(a,b,i,u) A B(a,b,s(i),v) AN(Z,i,u,v)))].

Powyzsza formula wyraza nastepujaca réwnowaznosé: f(Z,y) = z wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja takie liczby ko, k1,...,ky, ze ko = g(Z) i ky = 2, a dla dowolnego i = 0,...,y — 1
zachodzi ki+1 = h(f, 1, kz) O

Z powyzszego wynika, ze kazdy zbior rekurencyjny jest arytmetyczny. Na mocy faktu 1.10(3),
wystarczy jeden kwantyfikator egzystencjalny, aby przej$¢ od zbioréow rekurencyjnych do
rekurencyjnie przeliczalnych. A zatem mamy:

Whniosek 7.3 Wiszystkie funkcje czeSciowo rekurencyjne tez sq arytmetyczne.

Zdefiniowanie innych zbioréw arytmetycznych moze wymagaé wiekszej liczby kwantyfika-
torow. Na przyktad przynaleznosé liczby n do zbioru A z faktu 7.1 mozna wyrazi¢ tak:

Dla dowolnego wejscia x istnieje takie y, ze obliczenie @n(x) koriczy sie po y krokach.

Jak wiadomo, kazda formule pierwszego rzedu mozna réwnowaznie przedstawié¢ w preneksowej
postaci normalnej Q1x1Q2x2 ... Qnry, ¥, gdzie kazde Q; to V albo 3, a formuta 1) jest otwarta
(nie zawiera kwantyfikatoréw). Nam wystarcza, aby definiowala relacje obliczalna. Wtedy
mozliwe jest dalsze uproszczenie, mamy bowiem takie réwnowaznosci:

N VaVas p(z1, 22) « Vep(l(x),r(v));
N B Fri3xe o(x1,22) ¢ Jxp(l(z),r(x)),
a zatem istotne sa tylko te prefiksy kwantyfikatorowe, w ktérych kwantyfikatory ogdlne wyste-

puja na przemian ze szczegdtowymi. Prowadzi to do nastepujacej klasyfikacji zbioréw, ktéra,
nazywamy hierarchiq arytmetyczna lub hierarchiq Kleene’ego-Mostowskiego.

Definicja 7.4 Niech A C N. Zbiér A nalezy do klasy ¥, (ozn. tez ¥0), wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnego rekurencyjnego zbioru B C N**! i wszystkich y € N zachodzi

y €A wtedy i tylko wtedy, gdy Jz1Vaodzs...Quy. (x1,22,...,20,y) € B,

gdzie Q) powyzej to V lub 3, zaleznie od parzystosci n. Dualnie, A jest zbiorem klasy II,, (ozn.
tez I10), gdy dla pewnego rekurencyjnego B C N"*! (i odpowiedniego Q) mamy
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y € A wtedy i tylko wtedy, gdy Vzi3zoVes...Qxmy. (x1,22,...,2Tn,y) € B.
Dodatkowo definiujemy A, = ¥, NII,, (piszemy tez AY).

Nietrudno teraz zauwazy¢, ze

o Kazdy zbiér arytmetyczny nalezy do jednej z klas ¥, i II,,.

Zbiory rekurencyjne tworza klase Ag = ¥o = 1.

Klasa X1 to klasa zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

Do klasy II; naleza dopelnienia zbioréw rekurencyjnie przeliczalnych.

A zatem Ay = Ay, na mocy faktu 1.4.

Zbior A z faktu 7.1 jest elementem klasy Ils, a jego dopelnienie nalezy do 3.

Zbiory arytmetyczne mozna numerowaé¢ w podobny sposob jak numeruje sie zbiory rekuren-
cyjnie przeliczalne. W numeracji okreslonej ponizej, symbol V,, ,,, oznacza zbiér z klasy >,
o numerze m, a symbol A,, ,,, oznacza zbiér z klasy II,, o numerze m.

Vl,m = W
An,m = _Vn,m;
Varim = {z€N|3Jy(z,y) € Apm}

Odpowiednikiem problemu stopu w klasie ¥,, jest zbior S, = {(z,vy) | x € V,, 4}

Fakt 7.5 Dla dowolnego n zbidr S, jest zupelny w klasie ¥, tj. S, € X, oraz A < S, dla
dowolnego A € X,.

Dowéd:  Zauwazmy, ze (x,y) € Sp+1 wtedy i tylko wtedy, gdy ((z,z2),y) &€ S, dla pew-
nego z. Przez indukcje mozna wiec latwo pokazaé, ze S, € X, dla wszystkich n. Dalej, jesli
A =V, m, tox € A jest réwnowazne (x,m) € S,. 0

Hierarchia arytmetyczna jest ostra, w nastepujacym sensie:
Fakt 7.6 Dla kazdego n > 1 zachodza inkluzje ¥,,11, G ¥, UIl, G Apyg.

Dowdéd:  Rozpatrzmy zbiér K, = {m € N | (m,m) € S,}. Wéwczas oczywiscie K,, € 3,,.
Mamy jednak K, ¢ II,,, w przeciwnym razie mielibysSmy bowiem —K,, € ¥,, skad —K,, = V,,.,m
dla pewnego m. Wtedy m € K, byloby réwnowazne temu, ze m ¢ K,.

A zatem ¥, < II,,, co implikuje II,, & ¥, UII,,. Podobnie jest dla 3,,. Inkluzja ¥, UIl,, C A, 41
wynika natychmiast z tego, ze dostawienie dodatkowego kwantyfikatora (nie wiazacego zadnej
zmiennej) nie zmienia znaczenia formuly. Pozostaje pokazaé, ze i ta inkluzja jest ostra.

Zacznijmy od tego, ze klasy X, i II,, sa zamkniete ze wzgledu na sume zbioréw. Mamy bowiem
takie tautologie pierwszego rzedu:

Jrp(x) vV Izy(x) < Fz(e(z) V(@)

Vap(z) VVzy(z) < VaVy(e(z) vV d(y)).
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Zatem np. alternatywe dwdéch formul postaci 3x1Vxs ... p(z1,z2,...) i Jx1Vee .. (21, 22, . . .)
mozna zapisa¢ jako jedna formute Jz1VzoVys ... (¢(x1,22,...) V(x1,91,...)). Podobnie jest
z iloczynem zbioréw, a wiec klasy A, sa cialami zbioréw (algebrami Boole’a). Tymczasem
suma Y, U II, cialem zbioréw nie jest i z tego wynika nasza teza.

Aby to udowodnié, rozpatrzmy dwa zbiory X = {2k | k € K,,} oraz Y ={2k+1 | k & K,,}.
Wtedy X < K,, oraz Y < —K,,, skad X € ¥,, 1Y € II,, (zob. ¢éwiczenie 3). Z drugiej strony
zaréwno K, < X UY jaki —K, < X UY, gdyby wiec X UY nalezalo do ¥,, to mieliby$Smy
—K, € X, czyli sprzecznos¢. Podobnie, gdyby X UY € II,, to K,, € II,, i tez byloby Zle.
Zatem X UY ¢ X, UIl,, a wiec klasa X,, UIl, nie jest zamknieta ze wzgledu na sume. O

Przyklady

Fakt 7.7 Zbior A = {n | vy jest funkcja catkowita} = {n | W), = N} jest zupelny w klasie I15.

Dowéd:  Ze nasz zbidr jest w klasie Ilo, to juz wiemy. Zatézmy wiec, ze X € IlIy. Wtedy
istnieje takie Z € X1, ze x € X wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie pary postaci (z,y) sa
w zbiorze Z. Jesli teraz ¢,y = Ay. xz(7,y) to ¥ € X wtedy i tylko wtedy, gdy @y(,) jest
funkcja catkowita. Mamy wiec redukcje X do A. 0

Fakt 7.8 Zbior B = {n | W,, jest nieskoniczony} jest zupelny w klasie I15.

Dowdd:  Zbiér B jest w Iy, bo wlasno$¢ n € B mozna wypowiedzie¢ tak: Dla dowolnego x
istnieje takie y > x, Ze y € W,,. Zupelmos¢ wynika z nastepujacej redukcji A < B. Dla
danego n niech Z, = {z | {0,...,2 — 1} C W,,}. Mamy n € A wtedy i tylko wtedy, gdy Z,
jest nieskonczony, co oznacza redukcje A < B, bo numer zbioru Z,, jest obliczalny. O

Whiosek 7.9 Zbior —B = {n | W, jest skoniczony} jest zupetny w klasie ¥a.
Nastepny bedzie przyklad zupelny w klasie Y3, ale to wymaga pewnych przygotowan.
Lemat 7.10 Klasy I1,, i ¥, sq zamkniete ze wzgledu na kwantyfikatory ograniczone.

Dowéd: Klasa zbioréw rekurencyjnych jest zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ogra-
niczone, wiec dla n = 0 teza zachodzi. Dalej uzyjemy indukcji. Przypusémy, ze klasa X3, jest
zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ograniczone i rozpatrzmy wiasnosé P(z,y) postaci
Fv<yVz ¢(x,y, z,v), gdzie formulta Vz ¢(z, y, z,v) ma n+1 kwantyfikatoréw (tj. definiuje zbiér
klasy II,,+1). Wlasnoséé taka mozemy réwnowaznie wyrazi¢ formula Vudv<yVz<u ¢(z,y, z,v),
a na mocy zalozenia indukcyjnego wyrazenie Jv<yVz<u ¢(z,y, z,v) definiuje zbiér klasy %,,.

Jeszcze tatwiej jest w przypadku wlasnosci postaci Vo<yVz ¢(z, vy, z,v). Zatem pokazalismy
teze dla 11,41, a dla ¥, 41 argumentacja jest dualna. O

Symbol V*°z czytamy ,dla prawie wszystkich 2”. Zastepuje on wyrazenie IyVe(x >y — ---).
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Lemat 7.11 Niech X = {z | V®wWv. (w,v,z) € Z}, gdzie Z C N? jest rekurencyjnie przeli-
czalny. Istnieje taki rekurencyjnie przeliczalny 2biér T C N3, ze X = {x | v*°z((z,2) € T)}.

Dowdd:  Na poczatek zauwazmy, ze nastepujace formuly sa prawdziwe w N:

V¥aVy p(z,y) < VVz(p(l(2),r(2)) V Iw<r(z). ~p(l(2), w));
Vr(Vye(z,y) V Iyd(z,y)) < V¥2(e(l(2),7(2)) V Fw<r(z) 2p(l(z), w) V Fw(€(z), w)).
Uzyjemy powyzszych réwnowaznosci do przeformulowania warunku ,,\V°wVv. (w,v,z) € Z”.
Najpierw zastosujemy pierwsza rownowaznosé, zauwazajac przy tym, ze wyrazenie postaci

Jw < r(z) (l(z),w,x) ¢ Z definiuje zbidr klasy II; (lemat 7.10). Mozemy wiec zastosowaé
druga rownowaznosé i otrzymamy

x € X wtedy i tylko wtedy, gdy  V®z((z,z) € Q1 V (z,2) € Q2 V Jw(z,z,w) € Q3),
gdzie 1, Q2, Q3 sa rekurencyjne. A zatem poszukiwanym zbiorem jest:

T={(z,2) | (z,2) € Q1 V (z,2) € Q2 V Iw(z,x,w) € Q3}. m

Fakt 7.12 Zbior C = {n | W, jest ko-skoriczony} jest zupelny w klasie X3.

Dowdd:  Ko-skoniczonosé zbioru W, wyraza zdanie: Istnieje takie x, Ze kazde y > x nalezy
do W,,. Mamy wiec C' € ¥3. Dla X € X3 okreslimy teraz redukcje X < C. Niech Y € Il
bedzie takim zbiorem, ze x € X wtedy i tylko wtedy, gdy Jy (x,y) € Y.

Wiasnosé Jy (x,y) € Y jest réwnowazna stwierdzeniu YV wIdy<w.(x,y) € Y, a poniewaz
klasa Il jest zamknieta ze wzgledu na kwantyfikatory ograniczone, wiec mozemy napisaé, ze

x € X wtedy i tylko wtedy, gdy  V¥wWYv. (w,v,x) € Z,
dla pewnego rekurencyjnie przeliczalnego Z. Uzyjemy teraz lematu 7.11 i dostaniemy:
x € X wtedy itylko wtedy, gdy  V>*z((z,z) € T),
gdzie T jest pewnym zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym. Jesli T, = {z | (z,z) € T}, to
r € X wtedy i tylko wtedy, gdy T, jest ko-skonczony,

A wiec X < C, bo numer zbioru T} zalezy w sposéb obliczalny od . O

Whniosek 7.13 Zbior D = {n | W, jest rekurencyjny} jest zupetny w klasie ¥3.

Dowéd:  Sprawdzenie, ze D € X3 pozostawiamy Czytelnikowi (¢wiczenie 6). Dowdd zu-
petosci polega na redukcji C' < D. Dla dowolnego x € N rozpatrzmy zbiér

Z(x) ={(u,v) |[lveW,V(u<vAueK)}

Zbiér Z(x) jest rekurencyjnie przeliczalny, a jego numer zalezy w sposéb obliczalny od x.
Ponadto zbiér W, jest ko-skoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Z(zx) jest rekurencyjny.
Istotnie, przypusémy najpierw, ze W, jest ko-skoniczony. Wtedy nierozstrzygalny drugi czton
alternatywy w definicji Z(x) dotyczy w istocie tylko skonczenie wielu par (u,v), a kazdy
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zbidr skoriczony jest rekurencyjny. Zatem Z(x) jest rekurencyjny. Zalézmy wiec, ze —W,, jest
zbiorem nieskoniczonym. Wtedy mamy takie réwnowaznosci

ueK & Yw(u<v— (u,v) € Z(x));
ugd K & Jo(u<ovA(u,v) € Z(x)).

Jesli Z(x) jest zbiorem rekurencyjnym, to z warunku powyzej wynika rekurencyjna przeliczal-
noé¢ zbioru — K. 0

Cwiczenia

1. Udowodni¢ chinskie twierdzenie o resztach. A jak sie nie uda, to znalez¢ w ksiazkach.

N

Udowodni¢, ze zbiér zdan prawdziwych w standardowym modelu arytmetyki jest nierozstrzy-
galny. Wskazowka: Uzy¢ wniosku 7.3.

Udowodnié, ze jesli A < B € ¥, to A € ¥, oraz, ze A < B € II,, implikuje A € II,,.
Udowodnié, ze zbidr {(z,y) | W, = W, } jest zupelny w klasie II,.

Uzupehié¢ dowdd lematu 7.11.

S vk W

Udowodnié, ze zbiér D = {x | W, jest rekurencyjny} nalezy do X3. Wskazdwka: Zauwazy¢, ze
x € D wtedy i tylko wtedy, gdy InvVm(m ¢ W, < m € W,,). Nastepnie sprowadzi¢ te formule
do postaci normalnej z prefiksem typu 3v3.

7. Udowodnié, ze jesli zbidr A jest rekurencyjny wzgledem funkeji f (por. ¢wiczenie 6.2), to A jest
definiowalny formula ¢(Z, ) z nows stala funkcyjna f.

8 Zbiory analityczne

Formuly arytmetyki pierwszego rzedu, w ktorych pod kwantyfikatorami wystepuja zmienne
indywiduowe (o wartosciach liczbowych), definiuja zbiory arytmetyczne. O jezyku drugiego
rzedu mowimy wtedy, gdy kwantyfikatory wiaza zmienne przebiegajace wartodci, ktére sa
funkcjami lub relacjami. Dla naszych celéw wystarczy zalozy¢, ze w formutach moga wyste-
powa¢ zmienne funkcyjne (ktérych znaczeniem moze byé dowolna calkowita funkcja z N do N)
i kwantyfikatory Vf i 3f, wiazace takie zmienne.

Funkcja f : N — N moze na przyklad reprezentowaé nieskoniczone obliczenie maszyny Turinga,
w ten sposéb, ze f(n) jest kodem n-tej konfiguracji wystepujacej w takim obliczeniu). Nie-
trudno napisaé formule stwierdzajaca, ze tak jest: trzeba napisaé, ze f(0) to kod konfiguracji
poczatkowej, i ze dla dowolnego n, konfiguracja f(n + 1) powstaje w jednym kroku z f(n).
Dzigki temu mozemy np. zdefiniowaé taki zbiér

H = {k | maszyna M} ma nieskoniczone obliczenie,

w ktérym stan gyp wystepuje nieskoriczenie wiele razy}.

Definicja 8.1 Zbiér A C N jest analityczny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka for-
mula ¢(x) drugiego rzedu, o co najwyzej jednej zmiennej wolnej x, ze dla dowolnego n € N:

n€ A wtedy i tylko wtedy, gdy N E ¢(n).
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Jedli formuta p(z) ma posta¢ If1Vfa...Qunfn¥(f1,..., fn, ), gdzie wszystkie kwantyfikatory
funkcyjne (ogdlne i szczegélowe na przemian) wystepuja na poczatku,'* a w ¢ juz takich
kwantyfikatoréw nie ma, to méwimy, ze zbiér A jest klasy XL. Analogicznie, zbiér klasy IT}
to zbidr, ktéry mozna zdefiniowaé formula postaci Vf13fa... Qnfu¥(f1,..., fn, ).

A zatem zbiér H powyzej jest klasy 1, bo do jego zdefiniowania wystarczy jeden kwanty-
fikator funkcyjny 3.

Nazwa ,,zbior analityczny” bierze sie stad, ze rownowazna, definicje tego pojecia mozna podac,
odwolujac sie do dziedziny R liczb rzeczywistych, dokladniej do modelu (R, +,-,0,1, int),
w ktérym dodatkowy jednoargumentowy predykat int wyréznia liczby naturalne (tj. r € int
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 7 jest liczba naturalna). Zbiory analityczne to dokladnie te
zbiory, ktére mozna w tym modelu zdefiniowaé formula pierwszego rzedu postaci int(z) Ap(x).
Dowéd tego faktu, ktory mozna znalezé np. w ksiazce Rogersa, polega na reprezentowaniu
liczb rzeczywistych przez ciagi liczb naturalnych, np. przy pomocy tzw. utamkéw ciaglych
(fanicuchowych).

Fakt 8.2 Kazdy zbiér analityczny jest klasy XL lub ITL dla pewnego n. Co wiecej, dla n > 0
mozna go zdefiniowaé formulq (o jednej zmiennej wolnej ) postaci

QlleQfQ . '-annQ/yP(f17f27 .. '7f’nay7x)7

gdzie kwantyfikator Q' jest indywiduowy, a warunek P(f1, fa,..., fn,y, ) jest rekurencyjny
wzgledem funkcji f1, fa, ..., fn.

Dowad: Oczywiscie najpierw sprowadzamy formute do preneksowej postaci normalne;j.
Dwa kwantyfikatory tego samego rodzaju mozemy ,skleja¢” stosujac funkcje pary, podob-
nie jak w przypadku arytmetyki pierwszego rzedu. Przy tym kwantyfikatory indywiduowe
mozemy permutowac z funkcyjnymi stosujac ¢wiczenie 1. Wreszcie ,,konicéwke” postaci V fdzVy
mozna skréci¢ zamieniajac ja kolejno na ,koncéwke” postaci VfVgdx a potem postaci VFdzx.
Szczegdly pozostawiamy Czytelnikowi. O

Klasa ¥} = TI} to klasa zbioréw arytmetycznych. Zbiory klasy Al = ¥i N1} nazywamy
hiperarytmetycznymsi. 7 ponizszego twierdzenia wynika, ze klasa zbioréw hiperarytmetycz-
nych jest istotnie szersza niz klasa zbioréw arytmetycznych. Mozna pokazaé np. ze zbior
(numeréw) zdan prawdziwych w standardowym modelu arytmetyki (N, +, -, s,0) jest hiper-
arytmetyczny. A z twierdzenia Tarskiego (o niewyrazalnosci pojecia prawdy) wiemy, Ze nie
da sie go zdefiniowa¢ w jezyku arytmetyki.

Twierdzenie 8.3 (o hierarchii analitycznej)

Dla wszystkich n > 0 zachodzq ostre inkluzje X1, TIL ¢ XL UTIL ¢ Z}LH N H}Hl.
Dowéd twierdzenia o hierarchii opuszczamy. Pokazemy za to konkretny przyktad.

Fakt 8.4 Zbidr H okreslony na poczatku tego rozdziatu jest X}-zupetny.

1Rodzaj kwantyfikatora Q,, zalezy od parzystosci n.
5Por. éwiczenie 6.2.
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Dowdéd:  Aby naszkicowaé dowdd postuzymy sie faktem 8.2 i éwiczeniem 2 z Rozdziatu 6.
Wynika z nich, ze kazdy zbiér A € ¥1 mozna zdefiniowaé formuta postaci IfVyP(f,z,v),
gdzie warunek P(f,z,y) mozna rozpoznawaé¢ maszyna Turinga z wyrocznia dla funkcji f.

Pokazemy, ze dla kazdego takiego zbioru A zachodzi A <,, H. Dla danego m € N, aby
sprawdzié¢, czy m € A, skonstruujemy maszyne M (m) spemiajaca réwnowaznosé:

meA wtedy i tylko wtedy, gdy numer maszyny M (m) nalezy do H.

Maszyna M (m) dla kolejnych liczb y = 0,1,2,... usiluje sprawdzaé¢ warunek P(f,m,y),
szgadujac” niedeterministycznie potrzebna informacje o funkeji f (i zapisujac to co juz zgadla
dla ew. ponownego uzycia). Po kazdej fazie pracy (pozytywnym zweryfikowaniu warunku
P(f,m,y), dla kolejnej wartosci y) maszyna wchodzi w stan gy i dopiero potem rozpoczyna
nastepna faze. Szczegdty konstrukeji pomijamy. O

Cwiczenia

1. Uzupelié dowdd faktu 8.2. Wskazéwka: formule postaci Vz3f P(f,z) mozna zastapi¢ réw-
nowazng formula postaci IFVx P(A\y.F(z,y),z), z formula o prefiksie 3zVf mozna postapié
podobnie, uzywajac prawa De Morgana.

2. Niech ¢,,(z) oznacza m-ta (w pewnej numeracji) formule o jednej zmiennej wolnej z. Jezeli
S : Nx N — N jest taka funkcja, ze S(m,n) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy N = ¢,.(n), to
powiemy, ze S jest definicjq prawdy. Udowodnié, Ze nie istnieje arytmetyczna definicja prawdy.

3. Udowodnié¢, ze zbiér zdan prawdziwych w N jest hiperarytmetyczny. Wskazdwka: Istnieje taka
formuta (X)), ze N = ¢(S) wtedy i tylko wtedy, gdy S jest definicja prawdy.

4. Udowodnié, ze zbidr tautologii klasycznej logiki drugiego rzedu nie jest analityczny. Wskazowka:
Zdefiniowa¢ prawde drugiego rzedu.

9 Problemy decyzyjne

Oczywiscie sens pojecia obliczalnosci jest taki: zbiér stéw Z jest obliczalny wtedy, gdy istnieje
algorytm, ktéry dla danego stowa w zawsze poprawnie odpowiada ,,tak” lub ,,nie” na pytanie,
czy w € Z.

Takie pytania nazywamy czesto ,,problemami decyzyjnymi”. Formalnie, problem decyzyjny to
po prostu zbiér stéw nad ustalonym alfabetem.

W praktyce ,,problemami decyzyjnymi” nazywamy na przyktad takie pytania:
— ,,Czy dany graf skoriczony ma $ciezke Hamiltona?”
— ,,Czy dana formula rachunku predykatéw jest tautologia?”

gdzie dana wejsciowa, czyli instancjg problemu, nie jest stowo, ale jakis obiekt kombinato-
ryczny. Oczywiscie skoniczony graf mozna latwo przedstawié¢ za pomoca stowa (trzeba po
prostu wypisaé jego wierzchotki i krawedzie). Podobnie mozna tez postapi¢ z innymi skori-
czonymi obiektami. Ale trzeba tu zrobi¢ dwie uwagi:

Po pierwsze, nasze pojecie ,(nie)rozstrzygalnego problemu decyzyjnego” ma zastosowanie
tylko do tych obiektéw matematycznych, ktére daja sie przedstawi¢ w skonczony sposéb.
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Nie jest wiec problemem decyzyjnym zadanie:
— ,,Czy dany graf nieskonczony jest spdjny?”

O ile powyzsza obserwacja jest do$¢ oczywista, nastepna uwaga dotyczy putapki, w ktorg
wpadaja nawet do$wiadczeni badacze. Ot6z np. w zadaniu dotyczacym formut rachunku
predykatéw'® instancja problemu nie jest dowolne slowo, ale poprawnie zbudowana formuta.
Zatem nie jest to, $cisle biorac, problem decyzyjny. Ale oczywiscie mozemy latwo wybrnaé
z sytuacji zadajac nieco zmodyfikowane pytanie:

— ,,Czy dane stowo jest tautologia rachunku predykatéw?”.

Latwo, bo istnieje prosty algorytm sprawdzajacy czy dane stowo jest formula, i w istocie nie
ma znaczenia, ktore pytanie postawimy.

W praktyce nikt nie formutuje probleméw decyzyjnych w taki sposéb. Wazne tylko, zeby
pytanie:

— ,Czy dane stowo jest poprawna instancja problemu?”

(tj. formuta, reprezentacja grafu itp.) samo bylo rozstrzygalne.!” Zwykle tak jest i to w oczy-
wisty sposéb. Ale moze tak nie by¢. Na przyklad to pytanie nie stanowi poprawnego problemu
decyzyjnego:

— ,,Czy dana tautologia (klasycznego) rachunku predykatéw jest takze tautologia intuicjonis-
tyczna?”

Albo to:
— ,Dana jest maszyna M, zatrzymujaca sie dla stowa pustego. Czy M akceptuje stowo puste?”

O tym, ze mamy tu tylko pozorna ,,rozstrzygalno$é¢” swiadczy to, ze dla powyzszego problemu
nie mozna sensownie okresli¢ ztozonosci obliczeniowe;.

Fakt 9.1 Niech f bedzie dowolng funkcjg rekurencyjng. Kazdy algorytm odpowiadajgcy po-
prawnie na pytanie ,Czy maszyna M akceptuje stowo puste?” zawsze gdy M zatrzymugje sie
dla stowa pustego, wymaga wiecej niz f(n) krokéw dla pewnego wejscia rozmiaru n.

Dowdéd:  Niech L bedzie jezykiem obliczalnym, ktéry nie nalezy do klasy DTIME(Zf (2”))
i niech My, bedzie maszyna rozpoznajaca L. Dla danego stowa w, niech M,, bedzie maszyna,
ktora zawsze sie zatrzymuje i akceptuje dowolne wejscie z wtedy i tylko wtedy, gdy w € L
(jej dzialanie nie zalezy od danej wejsciowej x). Majac dane w, mozna skonstruowaé taka
maszyne w czasie rownym dlugosci stowa w plus pewna stala — wystarczy uzyé¢ maszyny M.

Przypusémy teraz, ze mamy algorytm, ktéry w czasie f(n) rozwiazuje nasz problem. Aby
stwierdzi¢, czy w € L wystarczy teraz uruchomié ten algorytm dla maszyny M,,. Lacznie
z konstrukeja samej maszyny wymaga to czasu rzedu 2n + f(2n), gdzie n to dlugosé¢ stowa w,
a wiec mniej niz 2/(2n). O

7 dotychczasowych naszych rozwazan wynika nierozstrzygalnosé szeregu waznych problemow

1Nazwa, ,problem decyzyjny” (Entscheidungsproblem) zostala po raz pierwszy uzyta wlasnie w odniesieniu
do tego zadania.

17Jedli interesuje nas nie tylko rozstrzygalnoéé ale takze zlozono$é problemu, to sprawdzenie poprawnosci
instancji powinno by¢ zadaniem o pomijalnej zlozonosci.



19 czerwca 2017, godzina 14: 47 strona 37

decyzyjnych. Pierwsza grupe stanowia wlasnosci jezykéw i funkeji obliczanych przez maszyny
Turinga (lub tez inne réwnowazne modele obliczen), zwlaszcza rézne warianty problemu stopu.
Ich nierozstrzygalnosé wynika z twierdzenia Rice’a.

e Czy dana maszyna Turinga zatrzymuje si¢ dla danego wejscia?

e Czy dana maszyna Turinga zatrzymuje sie dla stowa pustego?

e Czy dana maszyna Turinga akceptuje jezyk pusty (nieskoriczony, ko-skoniczony, rekuren-
cyjny, itd.)?

e Czy dana maszyna Turinga oblicza funkcje rosnaca?

Uwaga: problem stopu jest nierozstrzygalny takze dla pewnych ustalonych maszyn. Tj. mozna
skonstruowac¢ konkretna maszyne M dla ktérej pytanie

e Czy dane stowo jest akceptowane przez maszyne M?

jest nierozstrzygalne. Dalej mamy rézne problemy dotyczace maszyn Turinga, ktérych nie-
rozstrzygalno$é¢ nie wynika wprost z twierdzenia Rice’a, ale z odpowiedniej redukc;ji:

e Czy dana maszyna Turinga ma obliczenie, w ktérym wystepuje dany stan?

e Czy dana niedeterministyczna maszyna Turinga ma obliczenie nieskoriczone?

e Czy dana niedeterministyczna maszyna Turinga ma obliczenie nieskonczone, w ktérym

dany stan powtarza sie nieskoriczenie wiele razy?

Ten ostatni problem jest wysoce nierozstrzygalny: nie miesci sie w hierarchii arytmetycznej.
Kazdy model pojecia obliczalnosci ma oczywiscie swoja wersje problemu stopu, na przyktad
nierozstrzygalne sa problemy:

e Czy dana gramatyka typu zero generuje dane stowo?

e Czy w danej gramatyce typu zero mozna z danego stowa w otrzymaé¢ w drodze redukcji
dane stowo v? (Problem osiagalnosci dla gramatyk typu zero.)

e Czy dany while-program zatrzymuje sie dla danej wartosci wejéciowej?
Rachunek lambda tez ma swoje przyjemnosci, miedzy innymi takie:

e Dane termy M i N. Czy M —g N?
e Dane termy M i N. Czy M =g N?
e Dany term M. Czy M ma posta¢ normalna?

e Dany term M. Czy M ma wlasnos¢ silnej normalizacji?
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Uwaga: nierozstrzygalnosé trzech pierwszych probleméw wynika wprost z twierdzenia 2.11,
ale nierozstrzygalno$é¢ czwartego problemu wymaga delikatniejszej analizy konstrukcji uzytej
w dowodzie tego twierdzenia.

Dwa problemy nierozstrzygalne, o ktérych bedzie teraz mowa, sa szczegdlnie czesto uzywane
w dowodach nierozstrzygalnosci innych probleméw.

Automaty dwulicznikowe

Przez automat dwulicznikowy rozumiemy krotke A = (Q, qo, g, I), w ktorej Q jest skonczo-
nym zbiorem stanéw, go jest stanem poczatkowym, gy stanem koncowym, a I jest zbiorem
instrukcji, z ktorych kazda jest jednej z postaci

1. (¢:¢i:=c¢;+1; goto p);

2. (q:¢ :=c¢ —1; goto p);

3. (¢ :if ¢; =0 then goto p else goto r);
gdzie i = 1,2 oraz q,p,r € Q. Konfiguracja takiego automatu A to tréjka (g, m,n) zlozona ze

stanu ¢ € @ i liczb m,n € N| stanowiacych biezaca zawartosé licznikow ¢ i ca. Konfiguracja
poczatkowa ma postaé¢ Co = (qo, 0,0), a konfiguracje (qr, m,n) sa koricowe.

Znaczenie instrukcji jest oczywiste. Piszemy C; — 4 Co, gdy Co mozna otrzymaé z C; po
pewnej liczbie krokéw.

Fakt 9.2 Problem stopu dla automatéw dwulicznikowych (czy Co — 4 C, dla pewnej konfigu-
racji konicowej?) jest nierozstrzygalny.

Dowdd:  Jest to dosy¢ tatwa konsekwencja nierozstrzygalnosci problemu stopu dla while-
programow. Najpierw tatwo pokazujemy ze automat z wieloma licznikami potrafi nasladowaé
obliczenie while-programu. Potem zawartosé k licznikéw reprezentujemy za pomoca jednego,
uzywajac tricku z Rozdziatu 1:

kod(ag . ..ap) =2903% ... p*,
Polecenie zwiekszenia lub zmniejszenia wartosci a; o jeden sprowadza sie teraz do pomnozenia
lub podzielenia wartosci licznika przez p;. Mozna to latwo zrobi¢, uzywajac drugiego licznika
jako pomocniczego. O

Problem odpowiedniosci Posta

Problem odpowiedniosci Posta (PCP) jest klasycznym przykladem problemu nierozstrzygal-
nego. Formulujemy go tak:

Dany jest skoriczony zbior par stow {(x;,y;) | i =1,...,n} (system par Posta'®).

¥ Nazwa ,system Posta” uzywana tez jest w innym znaczeniu.
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Czy istnieje taki niepusty ciag 11,12, ... ,14m, 2€ zachodzi réwnosé
Lj 1 Lig oo~ Ty = YirYig -+ - Yip, ?
Poszukiwany ciag i1, 19, ..., i, nazywamy rozwigzaniem systemu par Posta. Takze stowo
Tj Ly o« Ty,

bywa wtedy nazywane rozwigzaniem.

System par Posta {(z;,y;) | i = 1,...,n} przedstawia sie czesto w taki sposéb:

Na przyklad taki system:

a2‘b2‘ab2
a%‘ba‘ b

ma rozwiazanie 1213 (bo a? - b% - a? - ab?® = a?b%a3b? = a?b - ba - a®b - b), a systemy

a®b | a ba? | ba?
a® | ba? b | a?b

nie maja rozwigzan.
Twierdzenie 9.3 Problem odpowiedniosci Posta jest nierozstrzygalny.

Dowdéd:  Redukcja z problemu osiagalnosci dla gramatyk typu zero (strona 37). Niech
G = (A, N, R, &) bedzie gramatyka typu zero i niech ¥ = AUN. Ustalmy stowa w,v € X*.
Skonstruujemy (efektywniel?) system par Posta P, ktéry bedzie mial rozwiazanie wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy G - w — v.

Alfabet naszego systemu par bedzie taki:
A=YU{a|aeX}U{x*tU{L[]1}.
Jesli u = aq ...a, to symbol u oznacza oczywiscie stowo @y ... a;.

Reguly przedstawimy tabelka, w ktorej a oznacza dowolny symbol alfabetu 3, a @ = 3 jest
dowolna produkcja gramatyki. Nalezy to rozumieé¢ tak, ze do systemu P naleza wszystkie
pary zgodne z szablonem w ktérej$ kolumnie tabeli.

[w*‘a‘
[ |a]

a
a

1975, opiszemy w istocie algorytm realizujacy te konstrukcje.
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Na przyklad jesli w = baca, v = owad, a regulami naszej gramatyki sa
ba = ow ca = ad,

to mamy taki system par Posta:

‘*‘E‘ow‘ow‘ad‘ﬂ‘ ] ‘ ] ‘

[bacax* ‘ a ‘ a ‘
a

[ |alal--

Zaltézmy teraz, ze w = wy —g w1 —g W2 —qg -+ —a Wg = v, 1 dla ustalenia uwagi
przyjmijmy, ze k jest parzyste. Wtedy nasz system par Posta mozna rozwiazaé tak:

‘ ca ‘ *owad] ‘ sxowad] ‘

|
-]
9
IS

N
S

9|

[’wo* -w1¥ W x e X Ek_ﬁ - Wg ]:[ - Wo * '@11 W x e X Ek_l . ﬂuk]

Rzeczywiscie, jesli mamy np. wg = xay —¢ By = w1, przez zastosowanie produkcji a = 3,
to stowa wg* i w1 * mozna przedstawié¢ jako konkatenacje odpowiadajacych sobie stéw z dolnej
i gornej czesci tabelki. Podobnie dla stéw wi* i wox i tak dalej.

Na dodatek, jesli mamy jakiekolwiek rozwiazanie systemu P, to takie rozwigzanie musi wy-
znaczaé¢ pewne wyprowadzenie w —»¢ v. Rozwiazanie musi sie zaczynaé¢ od pary ([wx, [),
jest to bowiem jedyna para, ktéra zaczyna sie tak samo (po to sa kreski). Jedynym sposobem
zgodnego przedluzenia stéw z tej pary jest dopisanie do dolnego [ stowa w=x. To jednak oz-
nacza, ze do stowa [w* musimy dopisa¢ stowo postaci u;* gdzie w —»g u1. Zatem mamy teraz
stowa

[w * Ty * [w*

i musimy do drugiego z nich dopisa¢ w*. Ale wtedy do pierwszego dopiszemy uso*, gdzie
u1 —»¢ ug i tak dalej. To sie moze skonczyé tylko uzyciem jednej z par zawierajacych 1, co
oznacza, ze w —» 0.

Uwaga: Warunek u; —¢ ug powyzej nie musi oznacza¢ u; — ug. Na przykiad przeksztalcenie
bacy w owada moze wygladaé nie tylko tak:

[baca * owcaxowad),
ale tez na przyktad tak:

[baca * bacaxowad * owad). O

Przyktadem zastosowania PCP jest taki fakt:
Twierdzenie 9.4 Problem pustosci dla jezykow kontekstowych jest nierozstrzygalny.

Dowéd: Dla danego systemu par Posta P, mozna latwo skonstruowa¢ maszyne Turinga,
rozpoznajaca dokladnie te stowa, ktore sa rozwiazaniami tego systemu. Maszyna ta nie
uzywa wiecej tasmy, niz zajmowato stowo wejsciowe. Modyfikujac nieco konstrukcje z dowodu
twierdzenia 2.5, mozemy z tej maszyny uzyska¢ gramatyke monotoniczna generujaca zbidr
rozwigzan systemu P. W ten sposéb zredukujemy problem odpowiedniosci Posta do pro-
blemu pustosci dla jezykéw kontekstowych. 0
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Systemy Thuego

Gramatyke typu zero, w ktorej nie rozréznia sie symboli terminalnych i nieterminalnych, oraz
nie wyréznia sie symbolu poczatkowego, nazywamy systemem pdt-thue’owskim.?0 A wiec
system pét-thue’owski to po prostu skoniczony zbiér T regul postaci ,w = v”, gdzie w,v
sa stowami nad ustalonym alfabetem. Relacja w —7 v zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
w = vwiu', v = uwor/, oraz wy = ws jest w T. Jej domkniecie przechodnio-zwrotne oz-
naczamy jak zwykle przez —r, a najmniejsza relacja réwnowaznosci zawierajaca —r bedzie
oznaczana przez 7. System Thuego®' to taki system pél-thue’owski 7', w ktérym wszystkie
reguly sa odwracalne, tj. jesli ,w = v” € T to takze ,v = w” € T.

Przez problem stow dla systemu Thuego T' rozumiemy nastepujacy problem decyzyjny: dane
stowa w i v, czy w «»p V7

Twierdzenie 9.5 (Post) Istnieja systemy Thuego o nierozstrzygalnym problemie stow.

Dowéd:  Pokazemy najpierw pewien system poétthue’owski, dla ktérego nierozstrzygalny
jest problem osiagalnosci (czasem nazywany problemem stéw): dane stowa w i v, czy w —7 v?

Niech M bedzie deterministyczna maszyna Turinga, dla ktorej nierozstrzygalny jest problem
stopu (tj. jezyk L(M)) Dla uproszczenia zalézmy, ze M ma tylko jeden stan koncowy g,
(akceptujacy).

Rozpatrzmy alfabet skladajacy sie ze stanow i symboli maszyny M, oraz dodatkowo z nawia-
séw kwadratowych (na oznaczenie poczatku i korica konfiguracji). System poétthue’owski P
sktada sie z regul:

e qa=bp, gdy 6(q,a)=(b,p,+1);

e ga=pb, gdy d(g,a)=(b,p,0);

e ¢l = bpl, gdy 0(q,B) = (b,p,+1);

e ql = pbl, gdy 4(q,B)=(b,p,0);

e cqa=pcb 1 [ga= [pb, gdy d(q,a)=(b,p,—1);
e cql = pcbl, gdy 6(¢,B)=(b,p,—1);

® 4Gy, = qa 1 qua = q, (dla wszystkich a, takze dla a = [,]).

Wéwcezas zachodzi réwnowaznosc:
[gow] —»p g,  wtedy i tylko wtedy gdy w € L(M),

bo kazdy ciag postaci [qgw] —p 1 —p T3 —p --- —p g, musi reprezentowaé obliczenie
maszyny dla stowa w, zakoriczone ,,wycieraniem” wszystkich symboli oprécz ¢, (patrz dowéd
twierdzenia 2.5). W istocie mamy jednak lepsza wlasnosé:

20ang.: semi-Thue system.
Lang.: Thue system.
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[gow] «»p q, wtedy i tylko wtedy gdy w € L(M).
Przypu$émy bowiem, ze [qow] «»p q,- Mamy ciag:
lgow] =20 ~ 21 ~ T2 ~ -+ ~ Ty = qa,

gdzie kazde ~ to albo —p albo p<—. Niech to bedzie najkritszy taki ciag. Latwo widzieé, ze
kazde x; zawiera dokladnie jedno wystapienie pewnego stanu q. Zauwazmy, ze jesli

Ti—1 P T =P Titl,

to w stowie x; wystepuje ¢,. Inaczej x; odpowiada niekonicowej konfiguracji maszyny i z po-
wodu determinizmu mamy x;—1 = x;+1. Ale wtedy nasz ciag mozna skroci¢. A wiec nasza
redukcja jest postaci:

[(]O'UJ] =T 7P Tm ~¥ Tm41 "~ "~ Tpn = (q,

przy czym x,, jest konfiguracja koricowa. Najkrotszy sposéb na otrzymanie g, z konfiguracji
konicowej to po prostu eliminacja pozostatych symboli (wytarcie kazdego symbolu wymaga co
najmniej jednego kroku). Skoro wiec nasz ciag jest najkrotszy, to faktycznie mamy redukcje
[gow] = xg —p Ty > p Tn = qq. A zatem [gow] «»p ¢, faktycznie oznacza [gow] —p 4.

Niech teraz T bedzie systemem Thuego otrzymanym przez dodanie odwréconych wersji wszyst-
kich regut. Nastepujace trzy warunki sa rownowazne:

Lgow] <7 qa [qow] «»p ¢ w e L(M).
A zatem problem stéw dla T jest nierozstrzygalny. O
Problem stéow dla systeméw Thuego jest tez nazywany problemem stow w potgrupach. O sys-
temie Thuego 7' mozna bowiem mysle¢ jak o zbiorze aksjomatéw réwnosciowych nad syg-
natura zlozona ze stowa pustego i liter alfabetu (stalych) oraz dwuargumentowej operacji
konkatenacji. Poniewaz jednak konkatenacja stow jest taczna, a € jest jej elementem neu-

tralnym, wiec faktycznie méwimy tu o zbiorze zdan T otrzymanym przez dodanie do T
aksjomatow polgrupy z jednoscig:

Vayz(z - (y-2) ~ (z-y) - 2);

V(e -z ~x), Vr(r-e=xz).
Whniosek 9.6 Zbior tautologii klasycznej logiki pierwszego rzedu jest nierozstrzygalny.

Dowéd:  Z twierdzenia 9.5 wynika nierozstrzygalnosé nastepujacego problemu:
Dany 2bior zdan Tt wyznaczony przez system Thuego T, czy TT EFw =v?

Ale zbiér T jest skoniczony; jesli wiec ¢ jest koniunkcja wszystkich zdan z T, to nasze
zadanie mozemy sformutowaé jako pytanie o prawdziwos¢ zdania ¢ — w = v. O

Analogicznie jak dla pélgrup, rozwaza sie tez problem stow w grupach. Tym razem sygnatura
zawiera dodatkowo operacje unarna ()~! i mamy dodatkowe aksjomaty:

zlx=¢ z-27l=c

Problem stéw dla grup tez jest w ogdlnosci nierozstrzygalny, pokazal to Nowikow w 1952 roku.
Ale ten dowdd jest duzo trudniejszy (problem byt znany juz 40 lat wczesniej).
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Cwiczenia

1. Udowodnié¢ nierozstrzygalno$¢ problemu stopu dla zmodyfikowanych automatéw dwuliczniko-
wych, ktérych dozwolone instrukcje sa nastepujace:

(a) (¢:¢i:=c¢;+1; goto p);

(b) (g:¢i:=0; goto p);

(c) (g:1if ¢; = c¢; then goto p else goto 1);
Wskazdwka: Pare liczb (ag, a1) mozna reprezentowaé nie tylko przez 203% ale takze przez kazda

z liczb postaci 2903%15%. Aby obnizy¢ ag o jeden, nie trzeba takiej liczby zmniejszaé, wystarczy
ja pomnozy¢ przez 5/2.

2. Po co te kreski w dowodzie twierdzenia 9.37

3. Automat kolejkowy dysponuje kolejka (stowem nad ustalonym alfabetem) na ktdérej moze wykony-
wac takie operacje:

e dodaj litere a na koncu kolejki;
e usun pierwsza litere z kolejki;

e zmien stan w zaleznosci od tego jaka litera znajduje si¢ na poczatku kolejki.

Udowodnié¢ nierozstrzygalno$¢ problemu stopu dla automatéw kolejkowych: czy dany automat
uruchomiony z pusta kolejka poczatkowq osiqgnie stan konicowy?

4. Udowodnié¢ nierozstrzygalnosé¢ problemu stopu dla automatéw z dwoma stosami, na ktérych
mozna przechowywaé litery ze skonczonego alfabetu. Automat moze wykonywaé operacje push
i pop 1 zmienia¢ stan w zaleznosci od tego, co znajduje sie na wierzchotku pierwszego stosu.

5. Udowodni¢ rozstrzygalno$¢ problemu stopu dla automatéw z jednym stosem.

6. Udowodnié¢, ze dla dowolnego systemu Thuego T relacja w 47 v zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy rownos¢ w = v mozna wyprowadzi¢ ze aksjomatow polgrupy rozszerzonych o aksjomaty
rownosciowe wyznaczone przez reguly systemu 7.

10 Ukladanie kafelkéw

Istnieje wiele wariantéw problemu ukladania kafelkéw (ang.: tiling problem). Zwykle zaktada
sie, ze dany jest skonczony zbior T kafelkow i relacje H,V C T x T zgodno$ci poziomej
i pionowej. Pokryciem zbioru A C Z X Z nazwiemy taka funkcje P: A — T, ze:

(P(z,y), P(z + 1,y)) € H, zawsze gdy (z,y) € Ai(z +1,y) € 4;
(P(x,y), P(z,y+ 1)) € V, zawsze gdy (z,y) € Ai (x,y+ 1) € A.
Pokrycie moze spehiaé jakis warunek poczatkowy, np. P(0,0) = t.

Jedli T C C4, gdzie C jest zbiorem koloréw, to mamy do czynienia z dominem. Relacje H,V
definiujemy wtedy nastepujaco:

gdzie g(t), p(t), d(t), l(t) oznaczaja cztery wspélrzedne klocka t interpretowane jako kolory
czterech bokéw kwadratu (w kolejnosci géra, prawo, dét, lewo).
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Dwa najwazniejsze przyktady problemu ukladania kafelkow sa takie:

A) Dany jest zbiér T i relacje H, V'; czy istnieje pokrycie calej plaszczyzny Z x 7.7

B) Dany jest zbiér T i relacje H, V', oraz kafelek poczatkowy to € T'; czy istnieje pokrycie P
pierwszej ¢wiartki N x N speliajace warunek poczatkowy P(0,0) =t ?

Oba powyzsze problemy sa nierozstrzygalne. Dowdd nierozstrzygalnosci problemu w wer-
sji (A) jest jednak znacznie trudniejszy niz dla wersji (B). Dlatego zajmiemy si¢ tym drugim.

Kodowanie maszyny Turinga: Aby udowodnié nierozstrzygalnosé¢ problemu (B) zreduku-
jemy problem stopu dla deterministycznych maszyn Turinga do nieistnienia pokrycia. To jest,
dla danej deterministycznej maszyny M skonstruujemy efektywnie domino 7" wraz z klockiem
poczatkowym tog € T i udowodnimy taki fakt:

Lemat 10.7 Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1) Maszyna M ma nieskoriczone obliczenie dla pustego stowa wejsciowego.

2) Istnieje takie pokrycie P zbioru N X N klockami domina T, ze P(0,0) = tg.

Zbioér koloréw domina 1 sklada sie z nastepujacych elementéw:

— symbole alfabetu maszyny M;

— kolory postaci ga, gdzie g jest stanem i a symbolem alfabetu M;

— kolory postaci ? i 7, gdzie g jest stanem M;

— jeden kolor ,neutralny” (tego koloru sa na obrazkach krawedzie bez oznaczen).

Teraz opiszemy klocki domina T'. Zaczniemy od dwoch szczegdlnych klockow:

q0B B

to t1

I
W
I
w
W

Powyzej qo to stan poczatkowy. Dla kazdego symbolu a z alfabetu maszyny mamy klocek:

a

a

Dalsze klocki reprezentuja funkcje przejscia maszyny. Jesli d(q,a) = (b, p, +1), to dla dowol-
nego c z alfabetu maszyny mamy dwa klocki:??

22Jedli tfa = tff,a,, to mamy wspdlny ,,prawy” klocek dla dwéch réznych instrukeji. Ale to nic nie szkodzi.
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he=l 7 7

qa c

Analogicznie, dla 6(g,a) = (b, p, —1):23

pc b

L _ R R _
tqa P tqa

=T

W przypadku (g, a) = (b, p,0) mamy tylko jeden klocek:

pb

tga =

qa

Dowéd lematu 10.7 naszkicujemy w trudniejszym kierunku (2) = (1). Zalézmy ze pokrycie P
spelia warunek poczatkowy P(0,0) = tog. Do klocka tg pasuje z prawej strony tylko klocek 1,
tj. musi by¢ P(1,0) = t;. Ale do klocka ¢; pasuje z prawej tez tylko ¢;, wiec P(n,0) = t; dla
wszystkich n. A zatem pierwsza ,,warstwa” naszego pokrycia wyglada tak:

qoB B B B

7 gbérnej krawedzi tej warstwy odczytamy ciag qoBBBB..., ktory stanowi zapis konfigura-
cji poczatkowej maszyny. Przypusémy teraz (indukcja), ze ciag koloréw na gérnej krawedzi
warstwy m jest postaci ai,...,an,qa,b1,...bg, B, B, ... 1 przedstawia konfiguracje otrzymana,
po m krokach obliczenia maszyny M. W szczegdlnosci, istnieje dokltadnie jedno takie n, ze
klocek P(n,m) ma na gérnej krawedzi kolor postaci ga. Wtedy klocek P(n,m + 1) musi
mie¢ ga na dolnej krawedzi, czyli musi by¢ postaci t4q, tha lub tfa. W pierwszym przy-
padku, dla wszystkich pozycji n’ # n musimy mie¢ P(n’,m + 1) = ¢, dla odpowiedniego
symbolu z. W pozostatych dwéch przypadkach z lewej lub z prawej strony klocka P(n,m+1)
stoi odpowiednio klocek tﬁl lub tha, bo zaden inny nie pasuje. A inne klocki tez musza by¢
postaci t,. W ten sposéb ,przenosimy” informacje z dolnej krawedzi warstwy m + 1 do gornej
krawedzi, zmieniajac przy tym zapisana konfiguracje.

Pokazali$my przez indukcje, ze poprawne pokrycie zbioru {0, ..., m} x N oznacza, ze maszyna
wykonuje co najmniej m + 1 krokow dla pustego slowa wejsciowego. Skoro wiec istnieje
pokrycie calej pierwszej ¢wiartki, to obliczenie musi by¢ nieskoriczone. Istotnie, funkcja prze-
jécia M nie jest okreslona dla stanu koncowego ¢,, a wiec nie ma klocka, ktory na dolnej
krawedzi miatby kolor postaci g,a.

2Bez straty ogélnosci zakladamy, ze maszyna nigdy nie wykonuje takiego kroku, gdy glowica znajduje sie
nad pierwsza klatka tasmy.



19 czerwca 2017, godzina 14:47 strona 46

Cwiczenia

1. Skonstruowaé pokrycie Z x Z takimi klockami:

b C a

C a b

2. Pokazaé, ze nie da sie pokry¢ plaszczyzny takimi klockami:

b [ a

C b a

3. Zmodyfikowaé¢ definicje domina w ten sposob, aby mozna byto kafelki obraca¢. Czy problemy
(A) i (B) sa nadal nierozstrzygalne?

4. Zmodyfikowaé definicje domina w ten sposéb, aby zamiast koloréw zgodnosé¢ klockow byla zde-
terminowana przez ksztalt krawedzi (,puzzle”). Czy problemy (A) i (B) sa nadal nierozstrzy-
galne? Czy odpowiedz zalezy od dopuszczalnosci obracania klockow?

5. Pokazaé, ze dla dowolnych T, H, V' pokrycie plaszczyzny istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
pokrycie dowolnie duzego kwadratu.

6. Pokazaé, ze dopehienia probleméw (A) i (B) sa rekurencyjnie przeliczalne.

11 Das Entscheidungsproblem

Wykorzystujac problem ukiadania kafelkéw pokazemy nierozstrzygalnosé klasycznej logiki
pierwszego rzedu, a $cislej problemu decyzyjnego ,czy dana formuta jest tautologiq?”

W tym celu dla danego zbioru kafelkéw T' z relacjami H,V i wyréznionym ty € T skonstruu-
jemy efektywnie formute @, ktéra jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje pokrycie P
zbioru N x N kafelkami z T', spelniajace warunek poczatkowy P(0,0) = to.

W ten sposob problem istnienia pokrycia sprowadzimy do problemu spetialnosci, a problem
nieistnienia pokrycia — do problemu prawdziwosci.?*

Sygnatura formuly ® jest czysto relacyjna (nie ma symboli funkcyjnych) i sklada sie z:

— jednego jednoargumentowego symbolu relacyjnego Z;
— symboli relacyjnych dwuargumentowych R i S}
— po jednym dwuargumentowym symbolu K, dla kazdego t € T'.

Sama formuta ® jest koniunkcja postaci ® = o A @1 A w2 A s A s Ao A1 Aha Adg Ay

Z4Formuta ® nie jest spetialna wtedy i tylko wtedy, gdy —® jest tautologia.
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Poczatkowe czltony koniunkcji sa takie:

po = VaR(z,x);

o1 = Vayz(R(z,y) AN R(y, 2) = R(x, 2);
0o = Yay(S(z,y) — R(z,y));

w3 = VzIy(S(z,y) AN —R(y,x));

wg = JzZ(x).

Lemat 11.8 Jesli model A spetnia koniunkcje oo A w1 Apa Aps Ay, to istnieje taki nieskon-
czony ciag (an)nen T0Znych elementow A, Ze ag € ZA oraz (ap,ant1) € SA . dla wszystkich
n € N.

Dowéd:  Formuly ¢g i @1 wyrazaja zwrotnosé i przechodniosé relacji RA. Formula ¢y
wymusza zawieranie S C RA, a formula ¢4 gwarantuje niepustosé¢ zbioru Z4. Jako ag
wybieramy dowolny element tego zbioru. Dalej postepujemy przez indukcje: jesli elementy a;,
dla i < n, sa juz okredlone, to a,,; wybieramy tak, zeby (a,,ani1) € SA — RA. Jest to
mozliwe, bo A = 3. Pozostaje jeszcze sprawdzié, ze an41 # a; dla i < n. Ale jedli i < n, to
para (ap,a;) nalezy do domkniecia przechodniego relacji SA. a wiec takze do relacji RA. O

Kolej na dwie nastepne skladowe formuty ®. Ich sens wyraza oczywisty lemat 11.9.

Yo = Vay(Z(z) A Z(y) = Ky (2,9));
Y1 = Vay\/[{Ki(z,y) | t € T};
do = N\{Vay(Ei(z,y) = —Ki(z,y) | t,s €T & t # s}

Lemat 11.9 Jesli model A spetnia koniunkcje 1o A1 A, to kazda para {(a,b) € A? nalezy
do dokladnie jednej z relacji Ki*. Przy tym jesli a € Z4, to (a,a) € Kg?.

Pozostaja nam jeszcze dwie formuly sktadowe, ktére zapewniaja zgodnos$é w pionie i w poziomie.

Oy = Vayz(S(zz) — \[{Ki(z,y) A K(z,y) | (t,s) € H});
Oy = Vayz(S(yz) = \[{Ki(x,y) A Ko(w,2) | {t,5) € V}).

Lemat 11.10 (gléwny) Formuta ® jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje pokrycie P
zbioru N x N kafelkami z T', spelniajace warunek poczatkowy P(0,0) = tg.

Dowdéd:  Latwiejsza jest implikacja («<). Jedli P jest pokryciem, to mozna zdefiniowaé
model A przyjmujac jako dziedzine zbiér N. Symbol S interpretujemy jako relacje nastepnika,
symbol R jako <, a Z jako {0}. Do tego oczywiscie KA = {(x,%) | P(x,y) = t}. Sprawdzenie,
ze A = @ jest rutynowe.

Trudniejsza implikacja (=) wymaga pokazania, ze kazdy model A formuly ® indukuje pokrycie.
Niech (an)nen bedzie ciagiem elementéw A, o ktérym mowa w lemacie 11.8. (Takich ciagéw
moze by¢ wiele, ale kazdy jest réwnie dobry.) Lemat 11.9 pozwala dla i,j € N zdefiniowaé
P(i,7) jako jedyny element ¢t € T o wlasnosci (a;, a;) € Ki*. Zauwazmy, ze P(0,0) = to.
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Tak okreslona funkcja P : N x N — T jest pokryciem, bo A = ¥y A Jy. Istotnie, weZmy
dowolne liczby 7, j € N. Poniewaz (a;, aj11) € S oraz A |= 0y Ay, wiec spelniona musi by¢
alternatywa w konkluzji formuly 9y, tj. dla pewnej pary (t,s) € H zachodzi (a;,a;) € Ki*
oraz {(a;+1,a;) € K{A. Znaczy to tyle samo co (P(i,j), P(i + 1,j)) € H. Zgodnosé w pionie
wynika w podobny sposob ze spetienia formuty 9y . O

Cwiczenia

1. Sygnatura formuly ® zalezy od liczby kafelkow w zbiorze T'. Pokazaé, ze logika pierwszego rzedu
jest nierozstrzygalna dla ustalonej sygnatury. (Wskazéwka: uzy¢ tréjargumentowego symbolu
relacyjnego.)

2. Kodujac kilka relacji za pomoca jednej pokazaé, ze logika pierwszego rzedu jest nierozstrzygalna
dla sygnatury, w ktorej wystepuje tylko jeden symbol relacyjny i to dwuargumentowy.

12 Problem wnioskowania w rachunku zdan

Przez problem wnioskowania w rachunku zdarn rozumiemy tu nastepujacy problem decyzyjny:
Czy dang formute rachunku zdan mozna wywnioskowaé z danych schematéw aksjomatéw?

Scis’lej: dla zbioru schematéw aksjomatéw zdaniowych I' i formuly ¢, pytamy, czy ¢ ma
dowdd (w sensie Hilberta) z aksjomatéw I'. Przyjmujemy, ze jedyna regula wnioskowania jest
modus ponens, a za aksjomat uwazamy kazdg formule, ktérg otrzymamy przez podstawienie
z jakiego$ schematu w I

Twierdzenie 12.11 (Linial i Post, 1949)

Problem wnioskowania w rachunku zdan jest nierozstrzygalny.

Twierdzenie 12.11 udowodnimy dla formut zbudowanych wylacznie z implikacji. W tym celu
zredukujemy problem stopu dla automatéw dwulicznikowych do problemu wnioskowania w ra-
chunku zdan. Zaczniemy od wprowadzenia trzech skrétéw:

o) =a— a, 0a)=a—a—a, ola)=(a—=a) = a.
Kodem liczby n nazwiemy dowolna formule postaci: t(ay) — -+ — t(ayn) — 6(8), czyli postaci
(a1 1) == (ap > an) = (B— 68— P).
Jedli przy tym a; = a dla wszystkich i, to taki kod oznaczymy przez \,(«).

Formula otrzymana przez podstawienie z kodu liczby n tez jest kodem liczby n, zatem
z ponizszego lematu wynika, ze kody liczb nie sa unifikowalne z formutami postaci ¢(a).

Lemat 12.12 Kody liczb nie sa postaci t(), dla Zadnego o.
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Dowdéd:  Indukcja ze wzgledu na n. Kod zera ma posta¢ § — 8 — (. Gdyby zachodzila
réwnos¢ 8 — 8 — 8 = a — «, to mielibySmy 8 = a = 8 — (3, skad wynika 8 = 5 — 3.

Kod liczby n+1 ma postaé v(ay) — 7, gdzie 7 jest kodem liczby n. Ré6wnosé t(a1) — 7 = 1(«)
implikuje ¢(a1) = a = 7, co jest sprzeczne z zalozeniem indukcyjnym o n. O

Lemat 12.13 Kody roznych liczb sq rozne.

Dowdéd:  Niech n # 0 i niech 7 bedzie kodem n. Wtedy 7 = ¢(a) — p, gdzie p jest kodem
liczby n—1. Gdyby 7 =8 — 8 — 3, to p = 8 — [, co jest niemozliwe z lematu 12.12. Zatem
kod niezerowej liczby nie moze by¢ jednoczesnie kodem zera.

Jedli liczby n,m > 0 maja takie same kody, to takze n — 1 i m — 1 maja takie same kody,
mozemy wiec postepowaé przez indukcje ze wzgledu na min(m,n). O

Kodowanie automatu: Ustalmy automat dwulicznikowy A. Bez straty ogdélnosci zatézmy,
ze automat wykonuje operacje ¢; := ¢; — 1 tylko wtedy, gdy wartosé licznika c; jest niezerowa.
Wygodnie jest przyja¢ taka konwencje, ze stany naszego automatu to liczby od 1 do F', przy
czym 1 jest stanem poczatkowym, a F' jest stanem akceptujacym.

Kodem konfiguracji C = (g, n1,n2) niech bedzie dowolna formuta postaci
N(a) = 11 = 1 — 0(§),

gdzie 71 i 7 sa odpowiednio kodami liczb n; i ng. Oczywiscie A\, («r) koduje stan.
Lemat 12.14 Kody konfiguracji nie sq Zadnej z postaci 8 — v — o(§), v — o(§) ani o(§).

Dowdéd: W pierwszym przypadku drugi licznik unifikuje sie z & — &, w drugim to samo
dotyczy pierwszego licznika, a w trzecim kodu stanu. Stosujemy lemat 12.12. O

Aksjomaty: Kazdej instrukcji automatu odpowiada jeden lub dwa schematy aksjomatow:

1. Dla instrukeji (¢ : ¢; := ¢1 + 1; goto p) przyjmujemy schemat aksjomatu:
[Ap(@)=(e(e)=B)=r—=0(8)] = [A(a)=L—=y—0 (8]

2. Dla (q: ¢; :=c; — 1; goto p) tez mamy jeden schemat aksjomatu:
Ap(a)=B=y=0(E)] = [Ag(@)=(u(e) =) =y—=a (8]

3. Ale dla testu (¢ : if ¢; = 0 then goto p else goto 7) sa dwa schematy:
(@) =8(8)=7=0(&)] = P\gl@)=6(8) =70 (E)],

Ar(@)=(ule)=P)=r=0(E)] = [Mla)=(ele)=B)=r—=a(E)].
4. Dla instrukcji dotyczacych co aksjomaty sa analogiczne.

5. Na koniec jeszcze schemat Ap(a) — 8 — v — o(&).
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Oznaczmy przez A zbiér wszystkich instancji powyzszych schematéw (tj. zbiér wszystkich
formul, ktére mozna z nich otrzymaé¢ w drodze podstawienia. Oto gléwny lemat:

Lemat 12.15 Dla dowolnej konfiguracji C = (q,n1,n2) i dowolnej formuty ¢, ktdra jest ko-
dem C, nastepujace warunki sq rownowazne:

1. Automat A akceptuje konfiguracje C (tj. C —4 Cp, gdzie Cp koricowa).

2. Formula ¢ ma dowdd z aksjomatow A.

Dowéd: (1 = 2) Indukcja ze wzgledu na dlugosé obliczenia. Zalézmy, ze automat A
akceptuje konfiguracje C = (q,n1,n2), oraz 91 i 1 sa kodami n; i ng. Mamy pokazaé, ze
formuta Ay(a) = ¢ — Y2 — (&) ma dowéd. Jedli C jest konfiguracja koncowa, to wystarczy
przywolaé ostatni aksjomat na licie powyzej.

Przypusémy, ze C — C' = (p,n1,n2+ 1) wskutek wykonania instrukeji ¢ : ¢2 := co 4+ 1; goto p.
Wtedy mamy taki aksjomat:

Pp(a) == (u(e)=ha) =0 (§)] = [Mg(a)=r=ha—a(E)].

Formuta A,(a)—11—(u(e)—=1p2)—0(§) jest kodem C’, wiec ma dowdd z zalozenia induk-
cyjnego. Zatem A;(a) — 1 — 2 — o(§) otrzymamy przez odrywanie. Dla pozostatych
instrukcji postepowanie jest podobne.

(2 =1) Indukcja ze wzgledu na dlugo$é¢ dowodu. Najkrétszy dowdd polega na przywotaniu
aksjomatu. Jedli kod konfiguracji jest instancja schematu (5), to musi to byé¢ konfiguracja
koncowa (dla g # F formuly \;(«) i Ap(¢) nie sa unifikowalne). Niemozliwe zas, aby kod byt
instancja innego schematu, wéwczas bowiem formula A\;(«) (pierwsza przestanka w kodzie)
unifikuje sie z formula o ksztalcie \,(¢/) — f — v — o(§). Poniewaz ¢ > 1, wiec pier-
wsza przestanka w Aj(a) jest & — «. Mamy wiec réwnanie o — a = \,(d), sprzeczne
z lematem 12.12.

A zatem dowdd polega na (by¢ moze kilkakrotnym) zastosowaniu reguly modus ponens do
jednego z aksjomatow. Zauwazmy jednak, ze kod konfiguracji nie moze by¢ otrzymany
przez odrywanie ze schematu postaci (5), ani przez wielokrotne odrywanie ze schematu
postaci (1-4). Wyklucza to lemat 12.14.

Zatem mamy jednorazowe zastosowanie modus ponens do aksjomatu, np. takiego:

Ap(@)=0(8)=7—=0(§)] = [Ag(@)=d(B) == (E)]-

Wtedy g # F, a pierwszy licznik w konfiguracji C jest zerem, bo tylko zero ma kod d(f).
Zatem test na zero jest poprawny i C = (¢,0,n2) —4 C' = (p,0,n2). Ponadto formuta
Ap(@) = 6(B) =y — o(€) ma krétszy dowdd 1 jest kodem konfiguracji C'. Z zalozenia induk-
cyjnego automat akceptuje C’ a wiec i C. O

Dowdéd twierdzenia 12.11: Z lematu 12.15 otrzymujemy rownowaznosé: automat akceptuje
konfiguracje poczatkowa wtedy i tylko wtedy, gdy jej kod ma dowdd z aksjomatéw A. W ten
sposéb problem stopu zredukowalismy do wnioskowania w rachunku zdan. O
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Cwiczenia
1. Co sie zmieni jedli instrukeja (q : ¢; := ¢; — 1; goto p) moze by¢ wykonana takze dla ¢; = 0
(w zaleznosci od semantyki tej instrukeji)?

2. Pokazaé, ze problem wnioskowania staje sie rozstrzygalny (w PTIME) jesli za aksjomaty uzna-
jemy tylko elementy skoriczonego zbioru formut A (a nie wszystkie ich instancje).

13 Totalno$é, mortalnosé i terminalnosé

Przez problem totalnosci dla maszyn Turinga rozumiemy pytanie:
Dana deterministyczna maszyna M. Czy M zatrzymuje sie dla dowolnego stowa?

7Z faktu 7.1 natychmiast wynika, ze problem totalnosci nie jest rekurencyjnie przeliczalny ani
nie jest dopelnieniem problemu rekurencyjnie przeliczalnego.

Moéwimy, ze deterministyczna maszyna Turinga M jest terminalna jezeli dla dowolnej kon-
figuracji C (niekoniecznie poczatkowej), obliczenie maszyny M rozpoczynajace sie od C jest
skonczone.

Twierdzenie 13.1 Problem terminalnosci dla maszyn Turinga (czy dana maszyna jest ter-
minalna?) nie jest rekurencyjnie przeliczalny ani nie jest dopetnieniem problemu rekurencyjnie
przeliczalnego.

Dowéd: Dowdd opiera sie na redukcji problemu totalnosci do problemu terminalnosci. Dla
danej maszyny M konstruujemy taka maszyne N, zeby zachodzil warunek:

M jest totalna wtedy i tylko wtedy, gdy N jest terminalna.

Oczywiscie maszyna N musi nasladowaé obliczenia maszyny M. Trudno$é¢ przy tej redukcji
polega na tym, ze konfiguracja, w ktorej uruchamiaé¢ bedziemy maszyne N, moze by¢ zupehie
dowolna, w szczegdlnosci moze nie odpowiadaé zadnej konfiguracji M osiagalnej z jakiejkol-
wiek konfiguracji poczatkowej. Dzialanie maszyny N jest nastepujace:

Maszyna N wyobraza sobie, ze jej tasma jest podzielona na trzy czesci. Pierwsza przechowuje
stowo wejsciowe, druga przeznaczona jest na binarny licznik, a trzecia stanowi obszar roboczy.
Maszyna N w obszarze roboczym symuluje zachowanie maszyny M, zwiekszajac licznik o 1
po kazdym kroku. W razie wykrycia jakiejkolwiek niezgodnoéci pomiedzy swoimi oczekiwa-
niami i rzeczywistymi danymi zapisanymi na tagmie, maszyna N natychmiast sie zatrzymuje.
Kiedy wyczerpie sie miejsce na licznik, maszyna dodaje do niego jedna klatke, kopiuje stowo
wejsciowe do obszaru roboczego i zaczyna symulacje od poczatku. W ten sposéb maszyna N
po skonczonej liczbie krokéw musi albo sie zatrzymac albo rozpoczaé¢ prawidlowa symulacje
maszyny M, zaczynajaca sie od pewnej konfiguracji poczatkowej. Szczegdty konstrukcji po-
zostawiamy jako ¢wiczenie. O

Jedli uwaznie przyjrzymy sie temu dowodowi, to zobaczymy, ze istotnie wykorzystuje on za-
tozenie o skoriczonosci konfiguracji maszyny. Obszar roboczy jest skonczony i mozna za-
wsze odszukaé jego lewy koniec (albo pierwszy blank — mozna zakladaé, ze konfiguracje
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maszyny M nigdy nie zawieraja blankéw ,wewnetrznych”). Jesli zalozy¢, ze konfiguracje
maszyny Turinga moga by¢ nieskoniczone, to méwimy, ze maszyna jest mortalna, gdy kazde
obliczenie maszyny M rozpoczynajace sie od dowolnej (takze nieskoniczonej) konfiguracji musi
zawsze by¢ skoniczone.

Podobna wiasnodcia jest ograniczono$¢ maszyny Turinga. Ma ona miejsce wtedy, gdy istnieje
taka stala k, ze liczba réznych konfiguracji przyjmowanych przez maszyne w dowolnym ciagu
kolejnych krokéw jest zawsze mniejsza lub réwna k. Zauwazmy, ze maszyna ograniczona nie
musi by¢ mortalna.

Fakt 13.2 Jesli maszyna M jest mortalna, to istnieje taka stata k, Ze maszyna M, uru-
chomiona w dowolnej (byé moze nieskoriczonej) konfiguracji, zatrzymugje sie po co najwyzej k
krokach.

Dowdéd:  Cwiczenie. Wskazdwka: uzy¢ lematu Koniga. O

Whniosek 13.3 Problem mortalnosci (czy dana maszyna jest mortalna?) jest rekurencyjnie
przeliczalny.

Whniosek 13.4 Kazda maszyna mortalna jest ograniczona.
Twierdzenie 13.5 (Philip K. Hooper) Problem mortalnosci jest nierozstrzygalny.

Pozostala czesé tego rozdziatlu to dowdd (a wilasciwie szkic dowodu) twierdzenia Hoopera.
Dowdd jest w wiekszosci po angielsku, bo taki gotowy tekst istnieje, a lepszy taki, niz zaden.

The goal is to reduce the halting problem for two-counter automata (known to be undecidable)
to the mortality problem. We start with an arbitrary two-counter automaton M.

Lemat 13.6 One can assume that
1. M may execute at most two tests for zero in a row;

2. For each n there is a k, such that if M makes k moves when started on any ID, then
the value of the second counter must exceed n at least once during these k mowves.

Dowdéd:  An ID of the form (g, ¢, ¢2) is represented by (g, 0, 2¢3°25P), where p > 0. A single
move of the automaton is simulated in an obvious way, but in addition, after completing each
step, the second counter is multiplied by 5. The construction is left to the reader. O

The next step is to construct a Turing Machine T" which simulates the behaviour of M. This
construction is quite standard, but essential for the considerations to follow, and thus we
describe it in some detail.

The machine T has one tape, infinite in both directions. The set ) of states of T in-
cludes the set Qs of states of M, called main states of T. The tape alphabet is {0,1},
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with 0 used as the blank symbol. An ID of M of the form (g,ci,c2) will be represented
as? (100+1 g, m,10°2711), and after simulation of a move of M resulting in (p,c},c}), the
machine T arrives at <1OCI1+1, qg,m—c1+c, 1()0/2“1), i.e., the position of the leftmost “1” does
not change. This allows us in a later construction to run a copy of T', using the part of tape
to the left to store additional information.

The way T simulates M is as follows. To execute an operation on a counter, T' performs the
following actions:

e moves the middle “1” by one cell to the left or to the right, if necessary;

e moves the head to the rightmost “1”; and adjusts its position (always by one cell to the
right or to the left);

e returns to the middle “1”.

To execute a test for zero, T moves its head two cells to the left or to the right and returns
to the initial position. We assume that 7" halts if it discovers any kind of inconsistency, e.g.,
when there is no “0” between the middle and the rightmost 1’s.

The machine T is obviously unbounded. The reason is that there are states ¢ of T (called
right search states), such that whenever 7" encounters “0” in state g, it moves the head right,
and remains in state q. Similarly, there are left search states with the dual property. The sets
of right search states and left search states are denoted Qg and ), respectively. The initial
state is denoted by qo.

Observe that, if T starts in an arbitrary ID, then in at most 10 steps it must enter a (left or
right) search state. This is due to (1) in Lemma 13.6.

The crucial part of Hooper’s proof is to construct another machine 7™ which will simulate T’
without actually doing any unbounded search. For this we first define a machine T, which is
a “mirror copy” of T', with all its left moves replaced by right moves, and conversely. That
is, the set of states of T is Q = {q ‘ q is a state of T'}. Whenever T in a state ¢ and reading
a symbol a, prints b and moves right, changing state to p, then T in state g, when reading a,
will print b, move left and change state to p.

The machine T¥*

One may think of 7 as a program consisting of two recursive procedures P and P, simulating
the behaviour of T and T, respectively. Each of these procedures may call itself or the
other one. (This recursion will be used as a main trick in simulating the searching process.)
An activation of P will be represented on the tape as a word of the form 170°1+110%2+11,
where z > 2 identifies the context in which the activation has been created. A further call
to P will result in locating another word 1¥0101 (representing the initial ID of T") inside one
of the segments of 0’s between the 1’s. Similarly, an activation of P will be represented by
a word of the form 10°2t1109+112,

B Przez (w, ¢, m,v) oznaczamy tu konfiguracje maszyny, ktéra znajduje siec w stanie ¢, ma glowice umiesz-
czona w pozycji m € Z, gdzie znajduje sie pierwsza litera slowa v zapisanego na tasmie po ostatniej literze
stowa w. Zakladamy, ze to, co znajduje sie na lewo od w i na prawo od v jest dla nas nieistotne.
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Let us describe the behaviour of T more precisely. The set S of states of T* includes Q U Q,
and we distinguish the following particular subsets of S:

Sy = QU Q,y, the main states;
Sr=QRrUQU{ek, ek}, the right search states;
Sp=QrUQrU{ek,e2}, the left search states.
The new states e}z,e% and elL,e% are called, respectively, right and left erase states. We

assume that all the right and left search states are identified by integers greater than 1.

Assume now that 7% is in a state ¢ € Si, numbered x, the head is positioned at the m-th cell
containing a “0”. Then T™ performs the following action:

— checks whether the nearest “1” to the right is at most x + 4 cells away;
— if so, it moves the head to the nearest “1” and enters ¢ again;

— if not, it prints “01¥0101” at the cells m,m + 1,...,m + = + 4, moves the head to the
(m + x + 2)-th cell, and changes the state to go. (This creates a new activation of P.)

Note that to perform the above, the machine uses O(z) brand new states, for each ¢ € Sg.
If ¢ € Si, then T™ behaves in a dual way, in particular, in step (3) above, it prints 10101%0
at the cells m —4 — x,..., m, and enters state g, at the (m — z — 2)-th cell.

Now let the current state be ¢ € Sg — {ek, €%}, and let the symbol encountered on (m-th cell
of) the tape be “1”. (This represents a successful search.) Then T* behaves as follows:

— checks whether the next symbol to the right is “0”;

— if s0, it executes the appropriate move of T or of T (determined by the transition function
of T or T for q and “17);

— otherwise, it erases the “1” at the m-th cell, and enters the state ei. (If “1” has been
encountered at the (m + 1)-st cell, it must be that the current activation of P has
exhausted all the available space.)

The behaviour of T* in a state ¢ € S, — {e},e?} is defined again in a dual way.

If the machine encounters “1”, when in the state ei, it simply erases it, and enters e%. When “1”
(in the m-th cell) is encountered in state 2, it should be the case that a whole activation
of P has been erased except the initial 01*. Using brand new states (no more than the largest
possible z), the machine erases the 1’s and enters the right search state identified by z at the
cell (m — x + 1). Note that the erased activation of P has been created when the tape head
was positioned at the “0” preceding “1*”. Thus, after completing one activation of P, the tape
head moved one step to the right. Of course, the behaviour of the right erase states is dual.

We assume that T* halts whenever it enters a final state of T or T, or if it discovers any
inconsistency.
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Lemat 13.7 Suppose that T* is started at (w,q, m,0"1v), and that ¢ € Sg. Then, after some
number of steps, T* will either halt or will reach (w0"™, q,m + n,1v). That is, T* is able to
perform a successful right search. Similarly for left search: if T* starts at (w10™~!, g, m,0v),
and q € Sy, then it will either halt or reach (w,q,m — n,10"1v).

Dowéd:  The proof goes by induction on n (we prove the claim in parallel for all search
states). If ¢ is numbered by x and n < 4 + z then the claim is obvious. Otherwise, a new
activation of P or P is created. The space available for this activation consists of n — x
cells, thus no search will be required on a distance longer than that. By the induction
hypothesis, we may assume that each search was successful, and that our procedure activation
is eventually erased. Thus, we arrive at (w0, q,m + 1,0" '0) in the right search case, or at
(w10™~2, g, m — 1,00v) otherwise, and we can use the induction hypothesis again. O

Clearly, the machine T™* has been constructed in an effective way from the two-counter au-
tomaton M. Thus, to complete the proof of Hooper’s theorem, it remains to show:

Lemat 13.8 M halts on the input (0,0) iff T* is mortal.

Dowéd:  The “if” part is easy: assume that M does not halt. Then, by Lemma 13.6, the
size of ID’s of T™ obtained from (10, gp, m,101), must grow infinitely, whence T must be
unbounded and therefore immortal.

Proving the “only if” part is more delicate. Assume that M halts, and let K7 be the space
needed for T* to complete a full simulation of the behaviour of M on the input (0, 0).

Oczywiscie udana symulacja automatu M musi doprowadzi¢ do zatrzymania maszyny T7*.
A taka symulacja bedzie miata miejsce zawsze, gdy maszyna T* znajdzie sie w stanie s € Sg,
majac na prawo co najmniej K+ Ky zer, gdzie K3 jest ograniczeniem na diugo$é¢ ciagu jedynek
kodujacego stan s. Wystarczy wiec pokazaé, ze maszyna, predzej czy pdzniej musi wykonaé
przeszukiwanie w prawo (lub w lewo) na odleglo$¢ co najmniej K7 + Ko. Maszyna T musi
oczywiscie po skoniczonej liczbie krokéw wejsé w stan przeszukujacy (lemat 13.6(1)) i wykonaé
przeszukiwanie na jakis, by¢ moze krétki, dystans.

We shall show that if T performs a successful search at a distance n, then after a constant
number of steps it must either halt or enter a search at a distance greater than n. Suppose we
start in (w, ¢, m,0"1v), where ¢ € Sg. After reaching “1” at the (m + n)-th cell, the machine
must enter an ID of one of the following forms (assuming it does not just halt):

1. (w0™, p,m+n,010’); here, the rightmost “1” has been moved one more step to the right,
and p is a left search state;

2. (w0™ 2 p,m +n —1,0100), with p € Sy; if the rightmost “1” has been moved one step
to the left;

3. (w0™, e}, m + n,0v); here, a “1” was found in the (m + n + 1)-st cell;
4. (w0™0*~ 1, p,m +n + x,00") with p € Sr; this happens when ¢ is €%;

5. (w0™ L €% m +n + 1,v); this happens when ¢ is ek;
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In all cases except (2), it is clear that the next left search is at a distance at least n + 1.
The same holds also for case (2), if the last two symbols in w are 0’s. Otherwise, after
completing the left search, we enter an ID either of the form (w’, s,m —1,10"~110v) or of the
form (w',s,m — 2,10"10v), where s € Sj;. The machine then simulates the behaviour of M
with the second counter set to n — 1, or n, respectively. Assuming it will not halt, then, by
Lemma 13.6(2), there is a constant K3 such that after K3 steps it must increase ¢ to at least
n+ 1, i.e, a left search at a distance n + 1 will eventually be executed.

A zatem, predzej czy po6zniej maszyna albo sie zatrzyma, albo rozpocznie przeszukiwanie
na odleglo$é co najmniej K1 + Ko. Ale to przeszukiwanie doprowadzi do pelnej symulacji
akceptujacego obliczenia automatu M i w konsekwencji do zatrzymania maszyny T*. O

Cwiczenia

1. Uzupetnié dowdd twierdzenia 13.1. W szczegdlnodci wyjasnié¢ w jaki sposéb maszyna N moze
rozpoznaé lewy koniec tasmy. (Przy naszej definicji z rozdziatu 1, maszyna moglaby sie zapetlié,
prébujac przesunaé glowice poza koniec tasmy.)

2. Udowodnié fakt 13.2 oraz wnioski 13.3 1 13.4.

3. Wywnioskowaé nierozstrzygalno$¢ problemu ograniczonosci

(a) z dowodu twierdzenia 13.5;

(b) z tresci twierdzenia 13.5.

14 Semi-unifikacja

Ordinary (first-order) unification is solving equations between first-order terms. Semi-unifica-
tion is solving inequalities. Let ¥ be a first-order signature, and let ¢, s be two terms over X.
We say that an inequality ¢ < s is true (holds in the term algebra) iff s is a substitution
instance of t, i.e., there exists a substitution R with R(¢) = s. A substitution S is a solution
of the inequality ¢t < s iff S(t) < S(s) is true.

Przykiad 14.9

1. The inequality f(z,y) < f(f(y, z), f(z,2)) is true. The identity substitution is a solution
of it. But not every substitution is a solution, take e.g., S(x) = S(y) = = and S(z) = .

2. The inequality f(f(z,v),2) < f(z, f(z,y)) is not true, but it has a solution S such that
S(z) = f(x1,y1) and S(v) = v, for all other variables v.

3. The inequality f(f(z,y),z) < f(z, f(y,2)) is not true and has no solution. Indeed, if S
were a solution then, for some substitution R, we would have R(S(f(z,y))) = S(z).
This is impossible as the rhs would properly contain its own substitution instance.

The semi-unification problem is to decide whether there exists a common solution for a finite
number of inequalities. In what follows, we assume that our signature consists of only one
function symbol, denoted “—”, which is binary (cf. Exercise 6), and written in infix notation.
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(The analogy with types is of course intentional.) Since it is known (Exercise 7) that solv-
ing two inequalities is as difficult as solving the general case, we will consider only pairs of
inequalities of the form:

A<g A, B<, B.

Here and below we use the indices 0 and 1 to identify the inequalities. We ask for the existence
of three substitutions S, Ry and R, such that we have

Ro(S(A)) = S(4), and Ri(S(B))=S(B').

It is convenient to think of the variables «, 3, ... occurring in our inequalities as of unknown
terms S(a),S(B),... in very much the same way as we think of the z in “z? + 22 < 3”
as of an unknown number (which later will turn out to be between -3 and 1). From this
point of view it is natural to introduce new unknowns, ag, 8g,... and ag,51,..., with the
intended meaning Ry(S(«)), Ro(S(B)),..., and R1(S(«)), R1(S(B)),..., respectively. If we
denote by t; a term obtained from t by replacing all variables v by v;, we can rewrite our
inequalities as the following equations:

Ay=A4A', B =58

We may now try to solve these equations by the ordinary elimination of unknowns, but we
must keep in mind the intended relation between v’s and v;’s. Thus, for instance, if we
find out that o must equal 51 — [y, we must also conclude that a7 must be a term of the
form 311 — Bo1. Clearly, this means introducing new unknowns v;;, which are thought of as
the unknown terms R;(R;(S(v))). Further steps may involve introducing arbitrarily many
unknowns of the form v, where w = i1is ...y, to represent R; (... Ri,(Ri,(S(v)))...).

Thus, solving semi-unification is very much like solving ordinary unification, with a possibly
unbounded number of unknowns. Instead of formally describing this simple algorithm, let us
consider an example. The initial instance consists of the following two inequalities:

E=N—=(—=>0<0a—=p8  (B=0)—=>(—-v)<ia—0 (*)
We write these inequalities in the form of equations:
(o =) > (=) =a—=08,  (bi—=d0)>n—>r)=a—4d,

and we eliminate the unknowns as follows:

a = g —Y = f1— 0,
B = 7 — Go;
6 = Y1 — V1.

From the last two of the above equations it follows that the variables 81 and 1 occurring in
the first line should also be eliminated:

B = Y1 — Cot;
0 = 11— v

Further, since 79 = d1, we must also have v9; = 11, and the variable é1; should be eliminated
too, as we must have d11 = y111 — v111- Note that these eliminations increase the size of
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equations defining the unknowns which already have been eliminated; we finally get:

0 = m o
= (y11 = vi1) = Co;
a = ((y11 — vi1) = Go1) = (11 — v11)

There is nothing more to eliminate at the right-hand side, and thus the above equations
describe a solution of our initial system of inequalities (which is identity on €, 7, ¢ and v).
A solution will always be found in this way, provided one exists. If no solution exists, this
process will continue forever, and the terms to be assigned to some of the initial unknowns
will grow infinitely.

The reader is invited to define precisely the algorithm to solve semi-unification, and to prove
that a solution, if exists, will always be found (Exercise 3). Otherwise, the algorithm keeps
eliminating unknowns and the size of the “solution to be” grows infinitely. In fact, a solution
in possibly infinite terms (trees) always exists for our signature, and our algorithm constructs
this solution in an infinite number of steps. (If there are constants in the signature, then it
may happen that even an infinite solution does not exist.)

In most cases, the algorithm can also detect the non-existence of a solution. This happens
when one derives an equality of the form a,, = A, with some «,, occurring as a proper
subterm of A. Such an equality, called a “loop”, is unsatisfiable, as the solution for a,, must
be at least as large as the solution for «,,. Unfortunately, this is not the only possible cause
of non-termination of our algorithm, because the semi-unification problem is undecidable. In
fact, no explicit example is known of a system of inequalities of reasonable size, which would
lead to non-termination and would not generate a loop. (One could extract such inequalities
from Hooper’s proof, but that would not be of reasonable size.)

Path equations: First, let us recall that terms in our signature are just simple types and
thus can be identified with binary trees. A position of a subterm in a term can be identified
in the ordinary way by a sequence of 0’s and 1’s representing the path leading ,,upward” from
the occurrence of our subterm to the root. Let 0 stands for “left” and 1 for “right”. Consider
an equation of the form o = A. If a variable 8 occurs in A at node II, then we may write
this information in the form of a path equation of the form § = Ila. For example, we write
B = 00la and 8 = 1la if we have « = v — ((8 — v) — B). Of course, we may also
consider systems of path equations that may have solutions or not. In order to investigate
such systems (involving our auxiliary variables of the form 1) it is convenient to allow the
following general form of a path equation

oy, = X8,.
The informal meaning of such an equation is: “the subterm of «,, at node II and the subterm

of B, at node X are the same”.

Clearly, each instance of the semi-unification problem can be transformed into a system of
path equations involving the original variables and auxiliary variables of the form ;. These
path equations are either of the form a = II3; or of the form «; = Ily. For instance, for the
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inequalities (*) we obtain the following path equations:

o = OOé; 51 = 0a;
Yo = la; 01 = loy
Y% =08; 71 =00;
Co = 15; vy = 10.

We can now derive other path equations, for instance

mi1 = 0011 (because v = 09);
0611 = O0lay  (because &1 = la);
O0lar = Oyon (because la = 7p);
0v01 = 008 (because 9 = 05);
0081 = 000« (because (1 = 0a).

Finally, by transitivity, we conclude that v111 = 000c. Note that this equation means that
the path 000 must be present in the unknown type to be substituted for «, and thus this
type must be of depth at least 3. In general, unbounded path equations of the form ~,, = Il
preclude the existence of a finite solution. This observation can be made precise: one can
design inference rules for path equations (Exercise 4) so that the following property holds:

Lemat 14.10 A set of inequalities E has a solution if and only if there is a number n such
that for every variable o occurring in E and for every derivable path equation of the form
Bw = lla, the length of 11 does not exceed n.

For the right-to-left direction in Lemma 14.10 observe that the bound n on path equations
forces the “potentially infinite solution” to be of depth at most n. In other words, our algorithm
for solving semi-unification must terminate, as no unknown can grow infinitely.

Intercell Turing Machines: We now extract a machine from our path equations. Consider
again the equation 000 = 111 of the previous example. For a better presentation, let us
write the indices in path expression in the ordinary font, i.e., write e.g., 0011 instead of 01;.
We have the following equations:

~v111 = 0511 = Olal = 0701 = 0031 = 000c.

Observe that this looks very much like a recording of a machine computation where e.g. the
sequence 0701 represents an ID with 0 to the left and 01 to the right of the head and with
the initial state denoted by ~:

7111 = 0611 = 0lal = 0701 = 0051 = 000c.

During this computation, the machine head moved three steps to the right. In general,
a derivable path equation ~,, = Ila with the length of IT equal to n would give our machine
a possibility to move its head n steps to the right, when started in an ID corresponding
to Yw. This observation is the key to the reduction of Turing Machine boundedness to semi-
unification.
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The technical construction to implement this idea must begin with an observation that the
path expressions above do not really behave like ID’s of an ordinary Turing Machine. First,
the behaviour of our machine may depend equally well on the the first symbol to the right of
the tape head and on the first symbol to the left. Thus, a more adequate model is an intercell
Turing Machine, where the tape head is always positioned between two adjacent tape cells,
rather than over a single cell, so that either one can be scanned at the next step.

Formally, an intercell Turing Machine (abbreviated ITM), over the alphabet A = {0,1}
(where 0 is identified with blank) consists of a finite set of states @), and a transition relation
TCQx{-1,+1} x Ax Ax Q. An instantaneous description (ID) of an I'TM takes the form
(w1, o, m, we), and the understanding is that:

e the current state is «;
e the tape head is positioned between the m — 1-th and m-th tape cell;

e the contents of the tape is wyws; the first symbol of we occupying the m-th tape cell.

The next move relation Fy on ID’s of an intercell machine Y is defined as follows:
<w1a,a,m,w2> l_Y <w1,ﬁ,m—1,bw2), for <oz,—1,a,b,5> €T7

<’UJ1,0(,’I7’L, (I’UJ2> I_Y <’UJ1b,B,m + 1,’[U2>, for <a,+1,a,b, B) eT.

An ITM is deterministic iff there is at most one move possible from any given ID, the direction
of the move being determined by the internal state. More formally, the set of states of
a deterministic machine splits into two disjoint subsets Q7 and Qg, so that

TCQrx{-1}xAxAxQ)U(Qr x {+1} x Ax A xQ),

and of course T must be a partial function. It is a routine exercise to show that intercell Turing
Machines can simulate ordinary Turing Machines, in particular the boundedness problem for
deterministic intercell Turing Machines is undecidable.

Symmetric machines: The next special property is far less common. Our rewriting of
path equations is entirely symmetric; it is actually a special kind of a Thue system. Thus
we are interested only in symmetric machines, i.e., intercell Turing Machines with symmetric
next move relations. It turns out that this restriction is not essential as far as the boundedness
problem is concerned.

Lemat 14.11 LetY be a deterministic intercell Turing Machine, and let Yg be an ITM whose
next mowve relation is the symmetric closure of the next move relation of Y. The machine Yg
s bounded if and only if Y is bounded.

Here is a proof hint: if Yg can move its head 2¢ — 1 cells to the left then the shortest possible
such computation must consist of two phases, one being a legal computation of Y and the
other being a reversed computation of Y; during one of these phases the tape head of Y is
moved at a distance at least /.

It follows that the boundedness problem for symmetric intercell TM’s is also undecidable.
It remains to show how to construct an instance of semi-unification so that it has a solution
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iff a given symmetric intercell Turing Machine is bounded. The essence of our reduction is to
simulate a machine move of the form e.g.,

al...e 0016

in such a way that the path equation
ap=1p

can be extracted from the constructed inequalities (actually, from the inequality numbered 0
in this case). This means that, for each tuple of the form (a,+1,0,1,3) € T, we want the
inequality number 0 to be of the form

where (... — «) and  occur at the same position. Let us make it more precise. With no
loss of generality we can assume that the part of T corresponding to right moves, i.e., the
subset TNQ x {+1} x A x A x @ (we may forget now about the other part, because of the
symmetry), is of the following form (i.e., the quintuples come in pairs):

{(at,41,0,1,65 : £ =1,...m}U
{(4%,41,0,0,8% : £ =1,...m}U
{{a’,+1,1,1,8) : £=m+1,... M}U
{(y',+1,1,0,8% : £ =m+1,... M}.

We identify the internal states of our machine with type variables. Let A = o’ — ~’. The
inequalities are:
Al 5 A2 5 A < Bt g2 g

Am+1 N Am+2 .. AM <4 ﬂm+1 N /Bm+2 .. ﬂM
A solution of these inequalities exists if and only if our machine is bounded. A formal proof

of this fact is based on the equivalence of the following conditions:

e A path equation Ilay, = ¥, is derivable;
e The instantaneous descriptions (I, o, k, w) and (X, 8, k', v), where k' = k — |II| + |X],

are reachable from each other.

We conclude with the following fact:

Twierdzenie 14.12 The semi-unification problem is undecidable.

Cwiczenia
1. Prove that unification can be seen as a special case of semi-unification.

2. Consider a system of 2n + 1 inequalities of the form
F(a®, £(a2) < Ja00), Faty) < S, flaty) < Ly,
wherei =0,...,n—1. Show that the system has a solution, but every such solution must assign
to y' a term of depth at least 2¢, and of length at least 2/F1.
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3. Design a partial algorithm for solving instances of the semi-unification problem, and prove that
it is correct, i.e., it halts producing a solution if a solution exists. Moreover, the constructed
solution S is principal in that all other solutions are of the form S’ o S, for some S’. However,
the converse is not true, i.e., S’ o S is not necessarily a solution for arbitrary S’.

4. Define a calculus of path equations (a set of rules to infer path equations) so that the deriv-
able path equations are exactly those satisfied by all solutions of the initial instance of semi-
unification, including the infinite “solution” obtained when the algorithm does not terminate.
Complete the proof of Lemma 14.10.

5. Prove that the boundedness problem for deterministic intercell Turing Machines is undecidable.
Then prove the same for symmetric machines.

6. Prove that “linear” semi-unification (each variable occurs at most once at the left-hand side of
each inequality) is decidable. In particular, semi-unification with only unary function symbols is
decidable. Hint: if the path equation Ilac = 3,, is derivable, then it can be obtained by a sequence
of rewrites of the form ITvy;, = II'd,, i.e., with the index shrinking at each step. If this rewriting
is sufficiently long, then it must consist a segment of the form I1(3,),, = - -- = I(II'B3),, (think
of IT as of a push-down store).

7. Prove that semi-unification with arbitrary number of inequalities can be reduced (in presence
of at least binary function symbols) to semi-unification with two inequalities. Hint: code in-
equation numbers with strings of 0’s and 1’s and design the two new inequalities so that e.g.
Ro(R1(Ro(Ro(S(x))))) = Rn(S(x)), where x is a variable occurring in the original instance, and
n is coded by 0010. (That is, the auxiliary variable x,, should be replaced by xgo10-)

15 Dodatek: Schematologia porownawcza

By a signature we mean a sequence o of function symbols (including constants) and relation
symbols, each symbol with a nonnegative arity. A signature may contain the distinguished
symbol = of equality. We always assume that o contains at least one function symbol.

A o-structure is an arbitrary set A, the domain of the structure, together with an appropriate
interpretation of symbols in o. That is, each function symbol f corresponds to a function f4
over A of the appropriate arity, while each relation symbol r corresponds to a relation 74
of the appropriate arity. The symbol = is always interpreted as equality.

15.1 Flow-chart programs

A (deterministic) flow-diagram (or “flow-chart program”) over o, is a finite, directed graph of
nodes labeled by instructions. The instructions may take one of the following forms:

1. Assignments: x :=¢, or x:=y, or x:= f(z1,...,Z,);
2. Tests: ¢7;
3. Initial and final instructions: start(zy,...,z;), and stop(zx).

Here, z,y, x;, for all 4, are variables, ¢ is a constant, f is a function symbol in o of arity n,
and ¢ is an open (quantifier-free) formula over ¢.26 The variables listed after start are called

26Sometimes other kinds of formulas are considered as tests, e.g. arbitrary first-order formulas.
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the input variables of the program, and the z in stop(x) is the output variable. We require
that k > 1. Other variables are called auxiliary or local.

Each node labeled by an assignment or start has one outcoming edge. There are two edges
outcoming from each test node — one for “yes” and one for “no”, while stop has no outcoming
edges at all. There is exactly one node labeled start, and this node has no incoming edges.
The number of incoming edges is arbitrary, except start is the only initial node.

It is often convenient to number the nodes of a flow-diagram and present it as a sequence of
numbered instructions of the following forms:

~—

a 1:start(zq,...,z;); goto j;

=3
~—

1:x:=c; goto j;

o
~—

1:x:=1y; goto j;

(oW
~—

i:x:= f(x1,...,2,); goto j;

1 : if p then goto j else goto k;

)
—

.

: stop(z).
A variant of the above definition may also be considered, where instructions of the form (f)
are replaced by stop(true) and stop(false).

A flow-chart is called simple if the formulas ¢ in tests are always of the form r(z1,...,z,) or
—r(z1,...,Ty,), where 7 is a relation symbol in o of arity n.

15.2 While-programs

We define a while-program as a special case of a flow-chart program, which consists of a seg-
ment of instructions preceded by a start instruction and followed by a stop. A segment of
instructions is either a single assignment, or a sequence of segments (denoted Bj; Bg), or
a conditional written if ¢ then B; else B» fi, or a while-loop while ¢ do B; od.

15.3 Operational semantics

Consider a flow-chart P with input variables z1, ...,z and auxiliary variables xpy1,...,ZTm.
Let A be a o-structure. A state (configuration, ID) of P in A is a pair (i,v), where 7 is
an instruction number and v € A™ is a valuation of the variables z1,...,z,. If i = 1, we

assume that v(z;) = v(x1), for all j > k, so that we can actually assume the initial valuation
to be defined only on the input variables (v € A¥). Every state (i,v) (except when i is
a number of a stop instruction (f)) uniquely determines its succesor state (i’,v’), which is
written (i,v) — (i’,v'):

e (1,v) — (j,v), for an instruction of the form (a).

e If the i-th instruction is an assignment of the form (b-d) then (i,v) — (j,v'), where
v" differs from v only on x:

b) v'(x) = c4;
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c) v'(z) = v(y);
d) v () =v(f(z1,...,20)).

e If the i-th instruction is a test (e) and A,v E r(z1,...,z,) then (i,v) — (j,v).
Otherwise (i,v) — (k,v).

A sequence of states (i1,v1),. .., (in, Uy is called a computation iff (ig, ve) — (ig41,ve41), for
every £ =1,...n— 1. We write (i1,v1) — (in, Un).

If z1,..., 2, are input variables of a program and xy41,...,%n, are its auxiliary variables,
then the state (1,a1,...,ax,a1,...,a1) is the initial state for the input a = (a1, ..., a;) € A*.
This initial state will also be written as (1,a). Consider the maximal computation starting
from (1,a). If this computation is finite, i.e., ends with (i,v), where 7 is a number of a stop
instruction (f), then v(zx) is called the output, and we write P4(a) = v(z). This defines
a partial function
PAiAF — A

In case stop instructions are of the form stop(¢rue) and stop(false), we have instead a partial
relation P4 : A¥ — {true, false}.

We write A,v = P| when P4(a) is defined, and A, v = P otherwise.

We say that two programs P and @ are equivalent (over a restricted class of structures) iff
the functions P# and Q4 are equal in every structure A (in the appropriate class).

15.4 Gra w kamyki

Gra w kamyki (ang. pebble game), to w istocie lamigtéwka dla jednego gracza, polegajaca na
uktadaniu m kamykéw (pionkéw, zetondéw) w wierzchotkach zorientowanego grafu G = (V, E),
gdzie E C V x V. Celem gry jest osiagniecie wskazanego wierzchotka koncowego f. W dowol-
nym wierzchotku v mozna postawic¢ pionek wtedy, gdy pokryte pionkami sa wszystkie poprzed-
niki v, tj. wierzchotki z ktérych wychodza krawedzie prowadzace do v. Pionek postawiony
w wierzchotku v moze by¢ nowy lub zdjety z innego wierzcholtka, np. z jednego z poprzed-
nikéw v. Sciélej: konfiguracja gry to dowolny zbiér S C V, o co najwyzej m elementach,
a przejscie z konfiguracji S do S’ jest dozwolone, gdy S’ C SU{v} oraz {w | (w,v) € E} C S
i réznica S — S’ ma co najwyzej jeden element. Gra jest wygrana, jesli od konfiguracji puste;
potrafimy przejs¢ do konfiguracji z wierzchotkiem f.

Ztozono$é kamyczkowa grafu G (z wyréznionym wierzchotkiem f) to najmniejsza liczba m,
przy ktorej gra jest wygrana.

Uwaga: Ziozonosé kamyczkowa nie zmieni sig, jesli dopuécimy mozliwosé usuwania pionkéw
z grafu, tj. przejscie od konfiguracji S do S’ C S.

Lemat 15.13 Jesli graf Gy jest podgrafem grafu Go i ma ten sam wierzchotek koncowy, to
ztozonosé kamyczkowa G jest co najwyzej taka, jak ztozomosé kamyczkowa Go.

Dowéd:  Niech Gy = (Vi,E1) i Go = (Vo, Es) przy czym f € Vi C Vo i By C Eo. Jedli
w grafie Gy z m zetonami mozna przejs¢ w jednym kroku od konfiguracji S do konfiguracji S’,
to w grafie G; mozna przej$s¢ od SN V; do S’ NV; w co najwyzej jednym kroku. O
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Niech teraz T,, = {w € {0,1}* | |w| < n} oznacza pelne drzewo binarne wysokosci n, w ktérym
krawedzie prowadza od synéw do ojcéw, tj. E = {(wa,w) | lw| <nAa € {0,1}}. Jedynym
wierzchotkiem koricowym jest korzen drzewa (stowo puste ¢).

Lemat 15.14 Zlozonosé kamyczkowa grafu T, jest rowna n + 1.

Dowdd: Pokazemy czesé trudniejsza: nie da sie dojéé do korzenia uzywajac tylko n kamieni.
Przypuéémy, ze sie da i niech @ = S51,59,...,5, > € bedzie takim ciagiem konfiguracji.
Dowodzimy przez indukcje, ze dla dowolnego m = 1,...,n + 1, ktérys ze zbioréw S; zawiera
m-elementowy ,,przekréj” drzewa T, tj. taki podzbior {wi,...,wy}, ze kazdy lisé T, ma
doktadnie jeden prefiks postaci w;. Dla m = n+1 oznacza to, ze potrzebujemy n+ 1 pionkéw.

Nietrudno pokazaé, ze wtedy |w;| < m — 1 dla wszystkich i (elementy m-elementowego
przekroju sa nie dalej niz m — 1 krokéw od korzenia).

Dla m = 1 takim przekrojem jest {e}. W kroku indukcyjnym niech ¢ bedzie najmniejsza liczba
o tej wlasnosci, ze 5; zawiera m-elementowy przekrdj. Konfiguracja S; powstaje z S;_1 przez
dodanie jakiego$ wierzchotka v. Ten wierzchotek musi naleze¢ do m-elementowego przekroju,
bo takiego przekroju nie bylo w S;_1. Wtedy jednak v0,v1 € S;_1 i mamy m + 1-elementowy
przekrdj w S;_i. O

15.5 Ograniczenia sily obliczeniowej

Jezyk flow-diagramow ma dwa ograniczenia. Pierwsze dotyczy ,,pamieci algebraicznej” — skori-
czona liczba zmiennych umozliwia przechowywanie w pamieci tylko skonczonej liczby elemen-
téw modelu. Drugie ograniczenie dotyczy ,,sterowania” — mamy tylko skoriczenie wiele stanéw.
Okazuje sie, ze oba te ograniczenia sa istotne. Jako pierwszy przykiad rozpatrzmy funkcje
zadana przez taka definicje rekurencyjna;:

F(x) =if P(z) then x else g(F(g(x,c)), F(g(c,x))), )

w jezyku gdzie P jest jednoargumentowym symbolem relacyjnym, g jest dwuargumentowym
symbolem funkcyjnym, a c¢ jest stala. Niech teraz A, bedzie algebra termow dla tego jezyka,
w ktorej relacja P zachodzi dla terméw stalych z co najmniej n wystapieniami symbolu g.
Jesli uzyjemy skrétow [(t) = g(t, c), r(t) = g(c, t) 1 przepiszemy nasza definicje w ten sposéb:

F(x) =if P(x) then x else g(F(I(x)), F(r(x))),

to zauwazymy, ze F(c) jest termem, ktéry mozna przedstawié¢ jako pele drzewo binarne
wysokosci n (o wierzcholtkach etykietowanych przez g) w ktérego liSciach zaczepione jest 2"
roznych terméw zbudowanych z operacji [ i r. Wazne, ze wszystkie te termy sa rézne, z czego
wynika od razu, ze ztozono$é¢ kamyczkowa otrzymanego grafu jest co najmniej n + 1. A wiec
nie mozna obliczy¢ wartosci F'(c) uzywajac n lub mniej zmiennych. Wynika stad natychmiast:

Twierdzenie 15.15 Nie istnieje flow-diagram, ktory w dowolnej strukturze oblicza funkcje F
zadang definicjg (x).
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Drugi przyktad dotyczy sygnatury, w ktérej sa dwa jednoargumentowe symbole funkcyjne fig
i jeden jednoargumentowy symbol relacyjny R. Mamy taka rekurencyjna definicje relacji:

S(x) =if R(x) then true else if S(f(x)) then S(g(z)) else false. (**)

To jest oczywiscie relacja czesciowa, prawdziwa wszedzie tam, gdzie okreslona, ale nie zawsze
okreslona. Program obliczajacy taka relacje powinien sie zatrzymywac¢ dla wartosci wejscio-
wych speliajacych te relacje, osiagajac instrukcje konicowa postaci stop(true) i zapetlaé sie
w przeciwnym razie. Ale takiego programu nie ma.

Twierdzenie 15.16 Nie istnieje flow-diagram, ktéry w dowolnej strukturze oblicza relacje S
zadang definicjq (x%).

Dowéd:  Przypus$émy, ze taki program P istnieje, i ze ma k zmiennych oraz r instrukcji.
Konfiguracje P sa wiec postaci (i,a1,...,ax). Rozpatrzmy strukture 7}, o dziedzinie {0, 1}*,
w ktoérej relacja RT" jest spelniona dla wszystkich sléw o dlugosci réwnej n i tylko takich.
Oczywiscie P powinien sie zatrzymywaé dla wejécia €, bo korzen drzewa spelnia relacje S.

Dla a,b € T, przyjmijmy, ze a ~ b gdy a i b generuja w T,, izomorficzne podstruktury.
W praktyce oznacza to, ze wysokosci wierzchotkéw dlugosci stéw) a i b sa albo réwne albo
obie wigksze od n. Relacja ~ ma wiec n + 2 klasy abstrakcji. Rozszerzymy ja na konfiguracje
programu przyjmujac, ze (i,ai,...,ax) ~ (7,b1,...,bx), gdy i = j oraz ay ~ by,...,a ~ bg.
To rozszerzenie ma 7 - (n + 2)* klas abstrakcji.

Najwazniejsza obserwacja jest taka: jesli konfiguracje C'1 i C sa w relacji ~, oraz program
przechodzi z Cy do C] i z Cy do CY, to takze C] ~ C}. Dowdd tego jest tatwy, bo jedyny
dostepny test jest jednoargumentowy.

7 powyzszego wynika, ze jesli w jakim$ obliczeniu wystapia dwie ~-réwnowazne konfigura-
cje, to takie obliczenie musi sie zapetli¢. Zadne obliczenie skorficzone nie moze skladaé sie
z wiecej niz 7 - (n + 2)F krokéw, takze to, ktére uruchomimy dla wejécia e. Liczba wszystkich
clementéw struktury, ktére wystepuja w tym obliczeniu jest wiec co najwyzej kr - (n + 2).
To oszacowanie zachodzi dla wszystkich T,. Ale dla dostatecznie duzego n oznacza to, ze
wéréd elementéw wysokosci n (jest ich 2™) sa takie, ktérych nasz program nie ,joglada” akcep-
tujac €. Przypus$émy, ze w, jest takim elementem. A zatem obliczenie P na wejsciu ¢ w T),
jest dokladnie takie samo jak w strukturze U,, rézniacej sie od T}, tylko tym, ze w, & RY».
Poniewaz relacja S nie zachodzi w wierzchotku drzewa U,,, wiec nasz program sie ,,pomyli”. O

15.6 Obliczenia z réwnoscia

Zbadamy zachowanie flow-diagraméw na pelych skonczonych drzewach binarnych tj. struk-
turach postaci T, = (Tn, f,9,=), gdzie T,, = {w € {0,1}* | |w| < n}, oraz f(w) = Ow,
g(w) = 1lw, dla |w| < ni f(w) = g(w) = w, dla |w| = n. Zalézmy, ze mamy flow-diagram P
o k zmiennych i r instrukcjach. Konfiguracje P to krotki postaci (i,a1,...,ax), gdzie i < r
oraz aj € Ty, dla j = 1,..., k. Termy w tej sygnaturze mozemy utozsamiac ze stowami, piszac
np 001z zamiast f(f(g(x))).

It is convenient to consider formal computations of programs that may or may not corre-
spond to some real computations. Krotke postaci (i,t1,...,t), gdzie t1,...,t; sa termami
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o zmiennych x1,...,xk, nazwiemy formalng konfiguracjq. W naszym przypadku, termy t,
sa zawsze postaci wx;. Przez formalne obliczenie rozumiemy ciag takich krotek postaci
Cy = (ig,w{le, .. ,wﬁmjk), w ktérym Cy = (ig, x1, ..., k), a przejscia od Cy do Cyqq odby-
waja sie zgodnie z instrukcja o numerze iy. Jesli ma ona np. postaé xy := f(z1); goto ¢/,
to wtedy ippq = 4, w = 0w, a pozostale wspélrzedne Cyyy sa takie same jak Cp. Jedli
instrukcja o numerze iy jest testem postaci if z, = z, then goto ¢’ else goto i’, to termy
w Cyy1 sa takie same jak Cy, a numer ip, 1 jest albo réwny 4’ albo i”. Przy tym obie wartosci
sa dozwolone, niezaleznie od terméw wystepujacych w Cy (tu sie zaden test nie wykonuje).
Dla uproszczenia, formalnym obliczeniem bedziemy tez nazywali po prostu odpowiedni ciag
instrukcji ig,41,... Kazde ,prawdziwe” obliczenie wyznacza swoje obliczenie formalne, ale
niekoniecznie na odwrot.

Jesli teraz Cp = (i, w{le, . ,wixjk> w formalnym obliczeniu «, to napiszemy v, (¢,7) = j;.
Sens: wartos¢ zmiennej x; jest w /-tym kroku obliczenia ,,potomkiem” poczatkowej wartosci x ;.

Przypu$émy teraz, ze v, (¢,7) = j i nasze formalne obliczenie jest wyznaczone przez rzeczy-
wiste obliczenie programu P. Jesli poczatkows wartoscig zmiennej x; jest element a, a kon-
cowa wartoscig zmiennej x; jest b, to méwimy, ze b jest osiggalne w £ krokach z a.

Powiemy, Ze zmienne x; i x; sa sklejone w m-tym kroku formalnego obliczenia o = i, i1, ...,
gdy dla pewnych p, ¢:

e instrukcja i,,—1 jest postaci if x, = z, then goto i, else goto /;

e ponadto ve(m — 1,p) =i oraz vo(m —1,q) = j.

Uwaga: Jesli obliczenie dla wejécia aq, ..., a; wyznacza ciag etykiet o i zmienne z; i z; sg
sklejone w m-tym kroku «, to a; = wa; lub a; = wa; dla pewnego w, zaleznego tylko od o
i od dlugosdci stéw a; i a;.

Niech (o (i,7) = m, gdy x; i ; sa sklejone w m-tym kroku o i m jest najmniejsza liczba o tej
wilasnosci. Jesli takiego m nie ma, to niech (,(7,j) = 0.

Lemat 15.17 Niech ciagi aq,...,ax i by, ..., by beda takie, Ze |a;| = |b;| dla i = 1,... k,
i niech o 1 B bedqg formalnymi obliczeniami tej samej dtugosci, zaczynajacymsi sie od tej samej
etykiety 1 wyznaczonymi przez rzeczywiste obliczenia z wartoSciami poczgtkowymsi a1, . .., ag
i bi,... by Jesli (i, ) = Cp(i,j) dla wszystkich i, j, to o = B.

Dowéd:  Niech a = ig,...0m—1,%m oraz B = iy, ...0, 1,i,. Dowdd jest przez indukcje
ze wzgledu na m. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze ciagi do,...4m—1 1 9(,...7, 1 Sa
identyczne, w szczegdlnosel ip,—1 = i, ;. Istotny przypadek jest wtedy, gdy instrukcja i,,—1
jest postaci if x, = x4 then goto i, else goto £. Poniewaz oba obliczenia przebiegaly dotad tak
samo, wiec sg takie i, j, ze va(m —1,p) =i =vg(m —1,p) i va(m —1,q) =j =vg(m —1,q).
Ponadto 0 < (3(%, j) = (a(4,j) < m, tj. zmienne z; i ; sa sklejone teraz lub byly juz sklejone
wezesnie] — 1 to w ten sam sposéb w obu obliczeniach (patrz uwaga powyzej). Tak czy owak,
wynik testu x, = x4 jest zdeterminowany przez to sklejenie, czyli i}, = ip,. O

Niech B C T,, ma co najwyzej k elementéw. Przez V (B, m) oznaczymy zbiér wszystkich
wartosci osiggalnych w co najwyzej m krokach obliczenia programu P z elementéw zbioru B.
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Lemat 15.18 Istnieje taki wielomian p(n,m), ze dla kazdego n zbior V (B, m) ma nie wiecej
niz p(n,m) elementow.

Dowdéd: Z lematu 15.17 wynika, ze liczba mozliwych obliczen wyznaczajacych rézne
obliczenia formalne dlugosci m szacuje sie przez liczbe mozliwych rozktadow wysokosci danych
wejséciowych (n 4 1)* pomnozona przez liczbe mozliwych funkcji ¢, czyli przez (m + 1)k2.
Wezmy teraz dwa obliczenia dlugoéci m o tym samym obliczeniu formalnym, rozpoczyna-
jace sie od konfiguracji, gdzie wartosci zmiennych nalezace do B sa takie same. (Takich
rozmieszczen wartoci z B jest co najwyzej stala liczba (k +1)*.) W tych dwéch obliczeniach
wystepuja te same elementy osiagalne z B i jest ich najwyzej k(m +1). A wiec lacznie mamy
co najwyzej (n 4 1)% - (m + 1)* . (k+ 1)% - k(m + 1) elementéw osiagalnych w m krokach. O

Przez G;(n) oznaczymy maksymalna dlugosé takiego obliczenia programu P w T, w ktérym
pewne ¢ elementéw by, ..., b; wystepuje we wszystkich konfiguracjach i zadna konfiguracja sie
nie powtarza.

Lemat 15.19 Dla kazdego m =0, ...,k istnieje taki wielomian py,(n), ze Gp(n) < pm(n).

Dowéd:  Indukcja. Zaczynamy od Gi(n) < r-k! (to stala), skonczymy na Go(n). W kroku
indukcyjnym chcemy oszacowaé G, (n) znajac Gu,41(n). Niech wiec B = {b1,...,bn} wy-
stepuje we wszystkich konfiguracjach dlugiego obliczenia i niech a ¢ B wystepuje w jednej
z tych konfiguracji. Element a musial sie pojawié¢ nie wczesniej niz Gy,41(n) krokéw temu
przez podstawienie z wartosci b, przy czym |b| = |a| — 1. Jesli b ¢ B, to powtarzamy to samo
rozumowanie dla b i w konicu widzimy, ze a zostalo otrzymane w ciagu co najwyzej |a|-Gp41(n)
krokéw z jakiego$ elementu B. Ale takich a jest co najwyzej p(n,n-Gp+1(n)), wiec tylko tyle
réznych wartosci moze wystapi¢ (oprécz B) w obliczeniu. Poniewaz B ma m < k elementéw,
wiec liczba réznych konfiguracji tego obliczenia nie przekracza r - (k4 p(n,n - Gi1(n)))*. o

Nastepujace twierdzenie wynika natychmiast z tego, ze Go(n) jest wielomianowo ograniczone.

Twierdzenie 15.20 (J. Tiuryn) Dia dowolnego flow-diagramu P jest taki wielomian w(n),
ze kazde skoriczone obliczenie programu P w strukturze T, ma co najwyzej w(n) krokéw.

Whniosek 15.21 Nie istnieje flow-diagram z réwnosciq zatrzymujacy sie doktadnie dla tych
danych, ktore generujq skoriczone struktury.

Dowdéd: W obliczeniu dlugosci Go(n) w 7, (na wejsciu €) moze wystapi¢ co najwyzej
k- Go(n) elementéow. Tego jest oczywiscie za malo, aby obejrze¢ wszystkie liscie 7,. Zatem
kazdy program P pomija pewien lis¢ d i nie potrafi odréznié¢ 7, od struktury o dziedzinie
T, U{wd | w € {0,1}*}, w ktorej f(wd) = Owd oraz g(wd) = Owd, dla kazdego w. O

15.7 Recursive schemes
The language of recursive schemes, except of variables and symbols from the signature o,

includes defined function symbols of arbitrary arity. Terms of the extended language are
defined as usual with the additional conditions:
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—1If t1,...,t, are terms, and F is an n-ary defined symbol, then F(¢1,...,t,) is a term;
— If t1,t5 are terms, and @ is an atomic?” formula, then if © then t; else t9 is a term.
A function definition is an expression of the form
F(x1,...,my) =1,
where F is an n-ary defined function symbol, and t is a term, with all free variables among
T1,...,ZTn. A recursive scheme P is a collection of definitions:
Fi(z, ... xpn,) = t1;
Fo(x1, ...y Tpy) = to;

‘Fk’(xlv s 7$nk) = tk,’?

where the F;’s are distinct defined function symbols of arities n;, and no defined function
symbol other than the F;’s may occur in the ¢1,...,tx. The symbol F; is the main defined
symbol of P, and we say that P is ni-ary.

If a program P uses defined function symbols Fi, ..., Fk, each of them could be chosen as
the main symbol. We use the notation P; to denote the program with main symbol F;. Then
of course P; is P.

This syntax can be extended to allow defined relation symbols in a natural way.

Operational semantics

The operational semantics is defined with respect to a given o-structure A. We extend the
language of terms by adding special constants to denote all elements of A. We identify
elements of A with these constants. A function definition F(z1,...,z,) =t is understood as
a rewrite rule for closed terms:

f(Al,...,An) = t[Al/xl,...,An/xn].

For a given recursive scheme P, we consider the reduction system consisting of such rules for
all definitions in P, and in addition the following rules:

e f(ai,...,ar) = a, where f is a k-ary function symbol in the signature, aq,...,a; are
in A, and f4ay,...,a;) = a;

e if p then t; else to = t1, if A = ¢ (the formula ¢ must be an atomic formula of the
form r(ay,...,ay), where ai,...,a, € A);

o if ¢ then ¢ else to = t1, if A = —o.

We write t —p t' (or just ¢ — t' if a closed term ¢ can be rewritten into ¢’ by a single
application of one of the above rules. The notation ¢t —% ¢’ (¢ —1 ¢') means that ¢’ was

2TThe formula ¢ may contain defined function symbols.
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obtained from ¢ by a leftmost reduction step (the subterm replaced in this step is the leftmost
possible redex in t). As usual, the symbol —» (with superscripts and subscripts) denotes
many-step reduction.

A k-ary recursive scheme P with main symbol F defines a partial function P4 given by

PA(al, ...,ax) = a, if and only if F(aq,...,ax) —»%, a.

Denotational semantics

We extend the structure A by adding a new element | and a flat ordering on A} = AU{L}
with the least element L. Every n-ary signature function f4 is identified with the strict
operation f4 : A — A satisfying fA(@) = L, whenever at least one component of @ is L.

An environment is a function E that assigns a monotone function E(F) over A, to each
defined function symbol F. Given an environment E, we define the meaning ﬂt]]E € A, for
every closed term t:

e [a]” = a, for a € A;

[f(tr, . ta)]” =AD", - [ta] )
[F(t1,....t)]F = E(F)([t]%, ..., [ta]®);

[ ]
o [if r(t1,...,t,) then s; else sp]” = L, when [t;]¥ = L, for some ;
o [if r(t1,...,t,) then s; else 52]]E = [[51]]E, if <[[t1]]E, el [[tn]]E> e rd:

[if 7(t1,...,t,) then s; else s5]% = [s2] 7, if ([t:]%, ..., [ta]F) € A" — r4.

Let P be a recursive program with function definitions F;(x1, ..., zy,) = t;, wherei = 1,... k.
The program P defines a continuous transformation VW on vectors of monotone functions:

WA 5 Al x - x [ATF 5 A = [AT = A x - x [ATF = ALl

Let the vector of functions L1,..., L, be the least fixpoint of this transformation, and let L
be the environment given by L(F;) = L;. The equivalence of operational and denotational
semantics is expressed by:

Pi(a1, ..., an,) —* a if and only if [Pi(a1, ..., an,)]" = a.

The above makes sense for a = L if “¢ —L 17 is understood as “the leftmost reduction
starting from ¢ is infinite”.

15.8 Flow-charts with procedures

Our procedures are actually call-by-value “functions” with local variables and no side-effects.
A flow-chart with procedures over o is a tuple (P, ..., P,) of flow-charts, each over a signature
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extended with the function symbols Py, ..., P, of appropriate arities. For simplicity, we allow
the new symbols to be used only in assignment instructions of the form:

i:x:= Py(x1,...,70); gOtoO J.

A state of such a program is a sequence of activations, each of the form (m, j,v) where
m=1,...,n,and j,v are as usual. We require that in a state of the form ... (m, i, v){r, £, w) ...
it is always the case that the i-th instruction in P,, is a call to P; as above. An initial
(final) state consists of a single initial (final) activation of Pj, but we may have to consider
computations starting from arbitrary states (for uniformity).

Consider a state g of the form

(ma, g1, v1)(ma, J2,v2) - - (Mp—1, Jh—1, Vk—1) (Mg Jhs Vk) -

We define the successor state ¢’ depending on the instruction j. If it is neither a call instruc-
tion nor a stop, the state ¢’ is determined by an appropriate modification of the top activation
(M, Jx, vk). If it is a call of the form:

jk L= Pm(xlv s ,l’@); gOtO ja
then
¢ =q-(m, Lvg_1(z1), .., vk—1(z0), vp-1(21), - - -, vp—1 (1)),
where the number of repetitions of vi_1(z1) at the end equals the number of auxilary variables
of Py,. Finally, suppose that jj refers to stop(x), and the instruction ji_; in P, _, is
jk:—l Y= Pmk(l‘l, s 71'(); gOtO j
Then ¢ is
(ma, g1, v1)(ma, ja2, v2) - -+ (M1, J, vi—1[vk () /Y])-

A computation is a sequence of states such that each consecutive two states are in this relation.
Let ¢ = (m1,j1,v1)(ma, jo,v2) - - (Mg_1, jk—1, Vk—1){mk, jk, k). We say that a computation
starting from ¢ returns a as the output, if it ends with a state of the form (m1, 7, v), where j
is a number of a stop(z) instruction and v(z) = a.

Twierdzenie 15.22 Dla kaidego schematu rekurencyjnego istnieje flow-diagram z procedu-
rams, ktory w kazdej strukturze definiuje te sama funkcje. I na odwrdt.

15.9 Stosy i nie tylko

A flow-diagram with a stack (or a push-down store) is defined as a flow-diagram which may
involve two additional instruction types:

e i: push(x); goto j;

® i :x := pop; goto j;
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for an arbitrary variable x.

Operational semantics for flowcharts with stacks is defined as for flowcharts but modified as
follows: A state (in a structure A) is now of the form (i,v,s), where i and v are as before
and s (the stack) is a sequence (possibly empty) of elements of A. (The convention is that
the stack grows from left to right.) In the initial state we have s = e.

The effect of executing “push(z); goto j” on (i, v, s) is (j, v, s-v(x)), and the effect of executing
“j . x = pop; goto j” on (i,v,s-a) is (j,v[a/x],s). Executing a pop on empty stack results
in an infinite loop, i.e., we assume (i,v,e) — (i,v,¢€).

Twierdzenie 15.23 Flow-diagramy ze stosem obliczajg w dowolnej strukturze te same funkcje
co flow-diagramy z procedurami.

Dowéd:  Porzadny dowdd tego twierdzenia jest dos¢ skomplikowany, my zrobimy tylko
pobiezny szkic obu translacji. Zalozymy od razu, ze mamy do czynienia ze strukturami
wyposazonymi w dostatecznie wiele réznych stalych, aby mozna byto ich uzywaé jako nazw
procedur, zmiennych i etykiet instrukeji.?®

Czesé 1: Przypusémy, ze P = (Py,...,P,) jest programem z procedurami. (Bez straty
ogo6lnosci mozna zaktadaé, ze procedura P; (program gléwny) nigdy nie jest wywolywana
rekurencyjnie.) Skonstruujemy réwnowazny flow-diagram ze stosem S. Bedzie on mial prawie
wszystkie te instrukcje co procedury Py, ..., P, i jeszcze troche. Oczywiscie wotania procedur
i instrukcje stop trzeba zastapi¢ operacjami na stosie.
Ponizej (m, 1) jest etykieta i-tej instrukeji procedury P,,. Wolanie procedury postaci

(m,i):  xp:= Pyz,...,xi); gotoj

zastepujemy ciagiem instrukcji

push(x1); push(za); ... ; push(zy); push(m); push(p); push(j);
Z1I=Tiyy ee. s Zp =T Zral =215 ... Zs = 21; go to (4,1),
gdzie x1,...,xp 1 21,...,2s to wszystkie zmienne odpowiednio w P, i Py, przy tym z1,..., 2,

sa wejsciowe. Instrukcje push(m); push(p); push(j) nalezy rozumieé jako polecenia odlozenia
na stos elementéw struktury uzywanych do identyfikacji procedury, zmiennej i instrukeji.
W ten sposob zapisujemy na stosie biezaca aktywacje i przechodzimy do nowej procedury.

W razie natrafienia na instrukcje stop programu giéwnego koniczy si¢ tez obliczenie programu
ze stosem. Instrukcja postaci (m,7) : stop(z;), dla m # 1, jest zastapiona przez:

V=55 = POp; P i= pop; M i= pop; Yk 1= POP; Yk—1 = POP; ...} Y1 :=pop; Yp:=71; g0 to (n,q).
Powyzsze ,instrukcje” sa skrétowym i nieformalnym zapisem nastepujacych operacji. Naj-
pierw zapamietujemy warto$¢ wynikowa, uzywajac pomocniczej zmiennej v. Potem odczy-
tujemy ze stosu numer p zmiennej, na ktora nalezy te warto$é¢ podstawié, oraz identyfikacje
instrukeji (n,q) do ktérej nalezy wrécié. Nastepnie odtwarzamy ze stosu wartosci zmien-
nych y1,...,yr procedury P,, poprawiamy warto$¢ zmiennej y, i powracamy do wykonywa-

28W istocie mozna sobie poradzié bez tego. Najpierw trzeba zauwazyé, ze wystarczy mieé¢ dwie rozréznialne
wartosci, potem skonstruowaé podprogram zwany lokatorem, ktory potrafi takie dwie wartoéci znalez¢, lub sam
wykonaé¢ zadang symulacje. Bo jesli wszystkie wartoéci zmiennych zachowuja sie tak samo, to ta symulacja
musi by¢ trywialna.
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nia P, w miejscu, w ktérym wywolano zakoriczona wtadnie procedure. Oczywiscie nie mozemy
bezposrednio postuzy¢ sie np. numerem p jako parametrem instrukcji y, := v, nie wiemy tez
a priori, gdzie podstawia¢ wartosci pobrane ze stosu itd. Dlatego powyzszy ,,ciag” jest w istocie
skomplikowanym ukladem instrukcji warunkowych, wybierajacym jedna z wielu mozliwosci.

Czes¢ 2: Teraz niech S bedzie programem ze stosem o zmiennych xy, ..., x;. Dla uproszcze-
nia zalézmy (bez straty ogdlnosci), ze w S jest dokladnie jedna instrukcja pop postaci

19: X1 := pop; go to ig+ 1,
i ze wszystkie instrukcje push maja postaé
j: push(xzz2); go to j+ 1.

Takze bez straty ogélnosci mozna zakltadaé, ze program S zawsze zatrzymuje sie z pustym
stosem (¢éwiczenie). Najpierw pokazemy jak symulowaé taki program S za pomoca funkcji
,2wielowymiarowych”, wywolywanych tak:

(x1,...,2) == P(x1,...,2).
Instrukcje push jak wyzej zastepujemy wolaniem
Jji (x1,...,x) == Push;(x1,...,2); go to ig+ 1,
a instrukcje pop zamieniamy na
stop(top, xa, ..., xx).
Cialo kazdej procedury Push; zaczyna sie tak:
start(zy,...,xx); top := x9; go to j + 1,
i zawiera poza tym wszystkie instrukcje programu S.

Nasza symulacja oparta jest na takim prostym pomysle: kazde odlozenie kolejnej wartosci
na stos odpowiada otwarciu nowej aktywacji procedury, ktéra nadaje te wartos¢ pomocniczej
zmiennej top. Zdjecie wartosci ze stosu jest symulowane zakoriczeniem biezacej aktywacji.

Pozostaje pytanie jak zamieni¢ wielowymiarowe funkcje na zwykte: mozna to zrobi¢ wielokrot-
nie wywotujac te sama procedure, traktujac coraz to inna zmienng jako wynikowa. Nic zlego
sie nie stanie, bo nie ma efektéw ubocznych. O

15.10 Rozpoznawanie skonczonosci

Pokazemy, ze istnieje program rekurencyjny z réwnoscia (a wiec i program ze stosem), zatrzy-
mujacy sie dokladnie na tych danych wejsciowych, ktére generuja skonczone podstruktury.

W tym celu, dla dowolnej struktury A i wektora v = (ag,...,a5_1) € AF zdefiniujemy
ciag by elementéw A (a w istocie podstruktury generowanej w A przez ao,...,ax—1). Bez
straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze wszystkie operacje struktury A maja te sama liczbe
argumentow p. Powiedzmy, ze te operacje sa ponumerowane: fi,..., fn.

Jako bf przyjmujemy element ag. Jesli by, ..., by, sa juz okreslone, to mamy dwa przypadki:

e Istnieje takie j, ze a; € {bg, ..., by, }. Wtedy jako by, | bierzemy takie a; & {bg,...,b},},
ze j jest najmniejsze mozliwe.
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e Nie ma takiego j, tj. wszystkie generatory sa juz w zbiorze {by,...,bs,}. Wtedy defi-

niujemy by, jako f.(b7,. .., bfp), gdzie (i1,...,ip,r) jest najwczesniejszym leksyko-
graficznie ciagiem o tej wlasnosci, ze f,(b7,. .., bfp) Z{by,..., b0}
Oto wilasnosci ciagu b, Jesli podstruktura generowana w A przez ao, . . ., ax—1 jest skoficzona,

to ciag bY, jest skonczony i jego wartosciami sa wszystkie elementy tej podstruktury. Jesli
podstruktura jest nieskorniczona, to ciag by, jest nieskoriczony. W obu przypadkach ciag ten
jest réznowartosciowy (bez powtérzen).

Na rysunku 1 mamy rekurencyjng procedure NEXT, ktora w dowolnej strukturze A, dla
danych ag, ..., a1, b}, oblicza by, , ;. Stad natychmiast wynika nasze twierdzenie: wystarczy
iterowa¢ NEXT tak dlugo, az nie da sie uzyskaé¢ nowego elementu (wynik jest réwny ostatniej
z wartosci wejsciowych).

Twierdzenie 15.24 Dla dowolnego k istnieje k-argumentowy program z procedurami P, za-
trzymuggcy sie w dowolnej strukturze A dla danych ag,...,ax_1 wtedy i tylko wtedy, gdy
podstruktura generowana w A przez ag, ..., a_1 jest skoriczona.

15.11 Obliczenia w strukturze liczb naturalnych

W ogélnosci rekursja (stos) istotnie zwieksza sile obliczeniowa jezyka flow-diagraméw. Jednak
w strukturze liczb naturalnych N' = (N, s,0,=), gdzie s oznacza funkcje nastepnika jest
inaczej.

Twierdzenie 15.25 Kazdy program ze stosem jest réwnowazny w strukturze N pewnemu
flow-diagramouwi.

Dowéd: Operacje na stosie symulujemy uzywajac dodatkowej zmiennej s, korzystajac
z funkcji pary ( , ) i operacji odwrotnych ¢,r. Operacje push(z) zastepuje s := (s,z),
a zamiast = := pop wykonujemy z := r(s); s:= £(s). o
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NEXT: input X{,...,

no

yes yes yes
no
output x, output x3 output x;
l j} ();
u
1:°5X vi i=fplug. )
up 1=xq vg 1= My lug, i up)
up *q Vp ="fhlug, , up)
wo=xg I
vy=w y=w {w:=NEXT(x1,...,xk,w)j
yes ! yes «J
output vq
w = X1

yes yes
output v,

N yes

0= — ~ yes

Lp Y —-){ Up~—X1l—s, e o U=y output y
no no

up :=NEXT (xq,..., Xy, up) Up = NEXT (xq, ..., x,uq)

4 > o

Obrazek 1: Program NEXT



