
Egzamin z teorii oblicze«, 8 czerwca 2011

1. Automat z kolejk¡ nad alfabetem Σ to krotka 〈Q, q0, qa, δ〉, gdzie q0, qa ∈ Q oraz

δ : Q− {qa} × Σ→ Q× (Σ⊕ { ] }).
(Znak ⊕ oznacza sum¦ rozª¡czn¡.) Kon�guracja automatu to para 〈q, w〉 ∈ Q × Σ∗,
a relacja przej±cia → jest taka:

• Je±li δ(q, a) = (p, b), dla b 6= ], to 〈q, aw〉 → 〈p, awb〉.
• Je±li δ(q, a) = (p, ]), to 〈q, aw〉 → 〈p, w〉.

Automat zatrzymuje si¦ na sªowie v je»eli 〈q0, v〉 � 〈qa, w〉, dla pewnego w. Dlaczego

problem �czy dany automat zatrzymuje si¦ na danym sªowie� jest nierozstrzygalny?

2. Czy j¦zyk �ow-diagramów z kolejk¡ nad sko«czonym alfabetem, zde�niowan¡ analogicz-

nie jak w zadaniu 1, jest uniwersalnym j¦zykiem programowania?

3. Obja±ni¢ bª¡d w nast¦puj¡cym rozumowaniu:

Udowodnimy, »e dowolny zbiór A ⊆ N jest rekurencyjny. W tym celu zauwa»my, »e je±li

Ad = {n ∈ N | n ∈ A ∧ n ≤ d}, to A =
⋃

d∈NAd. Ponadto, ka»dy ze zbiorów Ad jest

sko«czony, a zatem rekurencyjny. Aby wi¦c sprawdzi¢, czy n ∈ A, wystarczy wzi¡¢ d ≥ n
i zapyta¢, czy n ∈ Ad.

4. Funkcja Ackermanna okre±lona równaniami A(0, x) = x + 1, A(n + 1, 0) = A(n, 1),
A(n+ 1, x+ 1) = A(n,A(n+ 1, x)) nie jest pierwotnie rekurencyjna. Pokaza¢, »e trójar-
gumentowa relacja A(n, x) = y jest pierwotnie rekurencyjna.1

Rozwi¡zania:

Zadanie 1: Bo za pomoc¡ kolejki mo»na symulowa¢ maszyn¦ Turinga. Kon�guracj¦ maszyny

umie±cimy w kolejce w postaci sªowa wqv. W ka»dej kolejnej fazie pracy automat przegl¡da

zawarto±¢ kolejki, odkªadaj¡c przeczytane litery na koniec. Robi to z opó¹nieniem jednego

kroku, pami¦taj¡c ostatnio przeczytany symbol. Po natra�eniu na stan maszyny Turinga

automat dokonuje odpowiedniej korekty zawarto±ci kolejki. Po ka»dej takiej fazie stan ko-

lejki przedstawia nastepn¡ kon�guracj¦ maszyny. W ten sposób redukujemy problem stopu

dla maszyn Turinga do problemu stopu dla automatów z kolejk¡: dana maszyna o stanie

pocz¡tkowym s0 zatrzymuje si¦ na sªowie w wtedy i tylko wtedy, gdy skonstruowany przez

nas automat zatrzymuje si¦ na sªowie s0w.

Zadanie 2: Nie, bo �ow-diagram z kolejk¡ nad sko«czonym alfabetem nie b¦dzie w stanie

obliczy¢ warto±ci termu o zªo»ono±ci kamyczkowej wi¦kszej ni» liczba zmiennych programu.

Zadanie 3: Dla ka»dego ze zbiorów Ad istnieje algorytm rozstrzygaj¡cy, ale by¢ mo»e dla

ka»dego inny. Aby opisana procedura mogªa rozstrzyga¢ czy n ∈ A musieliby±my umie¢

efektywnie wskazywa¢ taki algorytm2 w zale»no±ci od d.

Zadanie 4: Kªopot z funkcj¡ Ackermanna jest taki, »e nie umiemy z góry oszacowa¢ jakie

wywoªania rekurencyjne b¦d¡ potrzebne dla obliczenia A(n, x). Ale je±li mamy tylko sprawdzi¢

1Wskazówka: funkcja A jest monotoniczna ze wzgl¦du na oba argumenty: A(n, x) < A(n+1, x), A(n, x+1).
2czyli (jak zauwa»yª pan Marcin Ko±cielnicki) w istocie numer zbioru Ad.



czy A(n, x) = y dla danego y, to jest inaczej. Obliczenie A(n, x) odwoªuje si¦ bowiem

wyª¡cznie do warto±ci A(m, z) ≤ y, dla m ≤ n i z ≤ y. A wi¦c sprawdzenia czy A(n, x) = y
mo»na dokona¢ za pomoc¡ tablicy rozmiaru n×y. Tablica jest pocz¡tkowo pusta; w kolejnych

krokach wpisujemy do niej te warto±ci A(m, z), które wynikaj¡ bezpo±rednio z równa« de�niu-

j¡cych A przez odwoªanie do ju» wypeªnionych pól tablicy. Post¦pujemy tak, a» znajdziemy

warto±¢ A(n, x), któr¡ przyrównamy do y. Tablica jest mody�kowana co najwy»ej ny razy

i zawiera liczby nie wi¦ksze od y, wi¦c nasz algorytm wymaga tylko rekursji prostej (p¦tli for).


