
Egzamin z teorii oblicze«, 24 czerwca 2017

1. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce problemy s¡ nierozstrzygalne:

Dana deterministyczna maszyna Turinga M . Czy istnieje takie sªowo w ∈ L(M), »e:

(a) Liczba zer w sªowie w jest podzielna przez 13?

(b) Akceptuj¡c sªowo w maszyna M u»ywa wszystkich swoich stanów?

2. Liczba n jest pozornym punktem staªym funkcji f , gdy ϕn = ϕf(n). Udowodni¢, »e ka»da

funkcja rekurencyjna ma co najmniej dwa pozorne punkty staªe. A wi¦cej?

Wskazówka: Niech n b¦dzie pozornym punktem staªym funkcji f . Jakie pozorne punkty
staªe ma funkcja g = λi. if i = n then m else f(i), je±li odpowiednio wybierzemy m?

3. Flow-diagramy z (unarnymi) tablicami mog¡, oprócz zwykªych instrukcji, u»ywa¢ pod-

stawie« postaci F (x) := t oraz y := F (x), gdzie F jest dodatkowym symbolem funk-

cyjnym (nazw¡ zmiennej tablicowej). Mamy wi¦c dodatkow¡ pami¦¢ zorganizowan¡

w tablic¦. Pokaza¢, »e klasa �ow-diagramów z tablicami:

(a) jest � semi-uniwersalna�, tj. dla dowolnej sygnatury istnieje program P z jedn¡

zmienn¡ wej±ciow¡, który zatrzymuje si¦ wtedy i tylko wtedy, gdy dana wej±ciowa

generuje sko«czon¡ podalgebr¦;1

(b) ale nie jest uniwersalna, bo ma rozstrzygalny problem stopu na sko«czonych inter-

pretacjach.

(c) I nie b¦dzie nawet semi-uniwersalna, je±li zamiast tablic funkcyjnych b¦dzie mo»na

u»ywa¢ tylko tablic relacyjnych o warto±ciach zerojedynkowych.2

1Mo»na zaªo»y¢, »e sygnatura skªada si¦ tylko z jednego symbolu funkcyjnego f , który ma dwa argumenty.
2Przyjmijmy za oczywiste to, »e program P , o którym mowa w de�nicji (3a), musi zawsze oblicza¢ wszystkie

elementy takiej sko«czonej podalgebry, bo inaczej mógªby si¦ �pomyli¢� i zatrzyma¢ kiedy nie trzeba.



Rozwi¡zania:

Zadanie 1a: Wªasno±¢ �istnieje takie w ∈ L(M), »e liczba zer w sªowie w jest podzielna przez 13 �
jest nietrywialna i adekwatna (jest to wªasno±¢ j¦zyka, a nie maszyny). Dlatego nierozstrzygalno±¢
tego problemu wynika wprost z twierdzenia Rice'a.

Zadanie 1b: Zredukujemy do tego pytania problem �czy deterministyczna maszyna N akceptuje sªowo

puste�, konstruuj¡c maszyn¦ MN . Ta maszyna ma jeden dodatkowy symbol pomocniczy # i jeden
dodatkowy stan f , który jest jej jedynym stanem akceptuj¡cym. Pozostaªe symbole i stany s¡ takie
same jak symbole i stany maszyny N . (Bez straty ogólno±ci mo»na zaªo»y¢, »e N ma tylko jeden
stan akceptuj¡cy.) Maszyna MN dziaªa pocz¡tkowo tak samo jak N . Po wej±ciu w stan akceptuj¡cy
maszyny N , zamiast si¦ zatrzyma¢, maszyna MN wpisuje na ta±mie # i kolejno przebiega wszystkie
swoje stany w pewnej ustalonej kolejno±ci (nie przesuwaj¡c gªowicy i nic nie pisz¡c). Ostatnim z tych
stanów jest nowy stan akceptuj¡cy f .

Zadanie 2: Na mocy twierdzenia o rekursji ka»da funkcja rekurencyjna ma co najmniej jeden po-
zorny punkt staªy. Niech wi¦c n b¦dzie pozornym punktem staªym funkcji f i niech m b¦dzie takie,
»e ϕn 6= ϕm. Funkcja g ze wskazówki jest rekurencyjna i te» ma pozorny punkt staªy k. Nie mo»e by¢
tak, »e k = n, bo wtedy byªoby ϕn = ϕg(n) = ϕm. Zatem k 6= n i mamy ϕk = ϕg(k) = ϕf(k), czyli k
jest drugim pozornym punktem staªym funkcji f . W istocie jest ich niesko«czenie wiele, gdyby bowiem
zbiór A pozornych punktów staªych f byª sko«czony, to mogliby±my zastosowa¢ to samo rozumowanie
do funkcji g = λi. if i ∈ A then m else f(i), wybieraj¡c takie m, »e ϕm 6= ϕa, dla a ∈ A.

Zadanie 3a: Maj¡c jednowymiarow¡ tablic¦ F mo»emy konstruowa¢ ró»nowarto±ciowy ci¡g an ele-
mentów podalgebry generowanej przez warto±¢ wej±ciow¡ a0 i zapisywa¢ go w tablicy w ten sposób,
»e F (an) = an+1. W ka»dej fazie pracy dodajemy do tablicy jeden nowy element, a je±li takiego nie
znajdziemy, to zatrzymujemy si¦. Na pocz¡tku takiej fazy mamy okre±lone warto±ci F (ai) = ai+1

dla i = 0, . . . , n − 1 i mamy zmienne first i last o warto±ciach odpowiednio a0 i an. Zaczynaj¡c
od x, y := first , obliczamy warto±ci f(x, y) dla x i y pomi¦dzy first i last (na przykªad w porz¡dku
leksykogra�cznym) i sprawdzamy (w wewn¦trznej p¦tli) czy wyst¦puj¡ w tablicy. Po wykryciu nowej
warto±ci wpisujemy j¡ jako F (last), po czym wykonujemy last := F (last) i zaczynamy kolejn¡ faz¦.

Zadanie 3b: Znaczeniem tablicy w interpretacji A jest funkcja z A do A. Je±li interpretacja jest
sko«czona, to takich funkcji jest sko«czenie wiele. Zatem program z tablicami mo»e przyj¡¢ tylko
ograniczon¡ liczb¦ ró»nych kon�guracji. Dªugo±¢ obliczenia sko«czonego nie mo»e by¢ wi¦ksza ni» to
ograniczenie, wi¦c mo»na w sko«czonym czasie rozstrzygn¡¢, czy takie istnieje.

Zadanie 3c: Maj¡c sko«czon¡ liczb¦ n zmiennych, program z tablicami mo»e oblicza¢ tylko warto±ci
termów o zªo»ono±ci rejestrowej (kamyczkowej) co najwy»ej n. Tablice binarne nic tu nie pomog¡. Dla-
tego nie da si¦ przegl¡da¢ wszystkich elementów podstruktury generowanej przez warto±¢ wej±ciow¡.


