Egzamin z teorii obliczen, 24 czerwca 2017

1. Udowodnié, ze nastepujace problemy sa nierozstrzygalne:

Dana deterministyczna maszyna Turinga M. Czy istnieje takie stowo w € L(M), ze:

(a) Liczba zer w stowie w jest podzielna przez 137

(b) Akceptujge stowo w maszyna M uwzywa wszystkich swoich standw?

2. Liczba n jest pozornym punktem statym funkcji f, gdy vn = @f(n). Udowodni¢, ze kazda
funkcja rekurencyjna ma co najmniej dwa pozorne punkty state. A wiecej?

Wskazowka: Niech n bedzie pozornym punktem stalym funkcji f. Jakie pozorne punkty
state ma funkcja g = \i.if i = n then m else f(i), jesli odpowiednio wybierzemy m?

3. Flow-diagramy z (unarnymi) tablicami moga, oprocz zwyktych instrukeji, uzywaé¢ pod-
stawieni postaci F(z) := t oraz y := F(z), gdzie F jest dodatkowym symbolem funk-
cyjnym (nazwa zmiennej tablicowej). Mamy wiec dodatkowa pamieé¢ zorganizowana
w tablice. Pokazad, ze klasa flow-diagramoéw z tablicami:

(a) jest ,semi-uniwersalna”, tj. dla dowolnej sygnatury istnieje program P z jedna
zmienng wejsciowa, ktéry zatrzymuje sie wtedy i tylko wtedy, gdy dana wejsciowa
generuje skoriczona podalgebre;!

(b) ale nie jest uniwersalna, bo ma rozstrzygalny problem stopu na skonczonych inter-
pretacjach.

(c) I nie bedzie nawet semi-uniwersalna, jesli zamiast tablic funkcyjnych bedzie mozna
uzywaé tylko tablic relacyjnych o wartosciach zerojedynkowych.?

Mozna zalozy¢, ze sygnatura sklada sie tylko z jednego symbolu funkcyjnego f, ktéry ma dwa argumenty.
2Przyjmijmy za oczywiste to, ze program P, o ktérym mowa w definicji (3a), musi zawsze oblicza¢ wszystkie
elementy takiej skoiczonej podalgebry, bo inaczej moglby sie ,pomyli¢” i zatrzymaé kiedy nie trzeba.



Rozwigzania:

Zadanie la: Wtlasnosé ,istnieje takie w € L(M), Ze liczba zer w stowie w jest podzielna przez 187
jest nietrywialna i adekwatna (jest to wlasnos¢ jezyka, a nie maszyny). Dlatego nierozstrzygalnosé
tego problemu wynika wprost z twierdzenia Rice’a.

Zadanie 1b: Zredukujemy do tego pytania problem ,,czy deterministyczna maszyna N akceptuje stowo
puste”; konstruujac maszyne Mpy. Ta maszyna ma jeden dodatkowy symbol pomocniczy # i jeden
dodatkowy stan f, ktory jest jej jedynym stanem akceptujacym. Pozostale symbole i stany sa takie
same jak symbole i stany maszyny N. (Bez straty ogélnosci mozna zalozy¢, ze N ma tylko jeden
stan akceptujacy.) Maszyna My dziala poczatkowo tak samo jak N. Po wejsciu w stan akceptujacy
maszyny N, zamiast sie zatrzymaé, maszyna My wpisuje na tasmie # i kolejno przebiega wszystkie
swoje stany w pewnej ustalonej kolejnosci (nie przesuwajac glowicy i nic nie piszac). Ostatnim z tych
stanéw jest nowy stan akceptujacy f.

Zadanie 2: Na mocy twierdzenia o rekursji kazda funkcja rekurencyjna ma co najmniej jeden po-
zorny punkt staly. Niech wiec n bedzie pozornym punktem stalym funkcji f i niech m bedzie takie,
7€ pn # pm- Funkcja g ze wskazowki jest rekurencyjna i tez ma pozorny punkt staty k. Nie moze by¢
tak, ze k = n, bo wtedy byloby ¢, = @4n) = pm. Zatem k # n i mamy pr = Q) = Prr), czyli k
jest drugim pozornym punktem statym funkcji f. W istocie jest ich nieskonczenie wiele, gdyby bowiem
zbioér A pozornych punktéw stalych f byt skoriczony, to mogliby$my zastosowaé to samo rozumowanie
do funkcji g = M\i. if i € A then m else f(i), wybierajac takie m, ze ¢, # ¢4, dla a € A.

Zadanie 3a: Majac jednowymiarowg tablice F' mozemy konstruowaé réznowartosciowy ciag a,, ele-
mentéw podalgebry generowanej przez warto$¢ wejSciowa ag i zapisywaé go w tablicy w ten sposoéb,
ze F(ay,) = ant1. W kazdej fazie pracy dodajemy do tablicy jeden nowy element, a jesli takiego nie
znajdziemy, to zatrzymujemy sie. Na poczatku takiej fazy mamy okreslone wartosci F'(a;) = a;41
dlai = 0,...,n — 1 i mamy zmienne first i last o warto$ciach odpowiednio ag i a,. Zaczynajac
od z,y := first, obliczamy wartoéci f(z,y) dla x i y pomiedzy first i last (na przyktad w porzadku
leksykograficznym) i sprawdzamy (w wewnetrznej petli) czy wystepuja w tablicy. Po wykryciu nowej
wartosci wpisujemy ja jako F'(last), po czym wykonujemy last := F'(last) i zaczynamy kolejna faze.

Zadanie 3b: Znaczeniem tablicy w interpretacji A jest funkcja z A do A. Jesli interpretacja jest
skoriczona, to takich funkcji jest skonczenie wiele. Zatem program z tablicami moze przyjac¢ tylko
ograniczong liczbe réznych konfiguracji. Dhugo$é obliczenia skoriczonego nie moze byé wieksza niz to
ograniczenie, wiec mozna w skoriczonym czasie rozstrzygnaé, czy takie istnieje.

Zadanie 3c: Majac skonczong liczbe n zmiennych, program z tablicami moze obliczaé¢ tylko wartoSci
termow o ztozonosci rejestrowej (kamyczkowej) co najwyzej n. Tablice binarne nic tu nie pomoga. Dla-
tego nie da sie przeglada¢ wszystkich elementéw podstruktury generowanej przez wartosé¢ wejsciowa.



