
Egzamin z teorii oblicze«, 5 lutego 2013

1. Dwugªowicowy (niedeterministyczny) automat sko«czony ma sko«czony zbiór stanów

i dwie gªowice czytaj¡ce sªowo wej±ciowe. W zale»no±ci od aktualnego stanu i dwóch

obecnie ogl¡danych liter, ka»da z gªowic przesuwa si¦ w prawo lub pozostaje w miejscu.

Formalnie, dwugªowicowy automat sko«czony nad alfabetem Σ de�niujemy jako czwórk¦

postaci 〈Q, q0, qa, δ〉, gdzie q0, qa ∈ Q oraz

δ ⊆ (Q× Σ2)× (Q× {0, 1}2).

Obliczenie takiego automatu dla sªowa wej±ciowego w = a1 . . . an, to ci¡g kon�guracji

postaci 〈q, i, j〉, gdzie q ∈ Q oraz 1 ≤ i, j ≤ n. Zmiana kon�guracji 〈q, i, j〉 na 〈p, i′, j′〉
jest mo»liwa wtedy, gdy 〈〈q, ai, aj〉, 〈p, ε1, ε2〉〉 ∈ δ, oraz i′ = i + ε1 i j′ = j + ε2 (je±li

np. i = n oraz ε1 = 1, to krok jest niemo»liwy). Automat akceptuje sªowo w, gdy
istnieje obliczenie rozpoczynaj¡ce si¦ w kon�guracji 〈q0, 1, 1〉 i ko«cz¡ce si¦ w 〈qa, n, n〉.
Uzasadni¢ (pomijaj¡c szczegóªy) nierozstrzygalno±¢ problemu niepusto±ci:

Czy dany dwugªowicowy automat sko«czony akceptuje co najmniej jedno sªowo?

2. Mówimy, »e zbiór A ⊆ N jest monotonicznie przeliczalny , gdy A jest zbiorem warto±ci

pewnej niemalej¡cej funkcji rekurencyjnej f : N→ N. Udowodni¢, »e niepusty zbiór jest

monotonicznie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest rekurencyjny.

3. Czy ka»dy niesko«czony zbiór

(a) klasy Σ0
1

(b) klasy Π0
1

ma niesko«czony podzbiór rekurencyjny?

4. Czy istnieje maszyna Turinga M , która dla dowolnego sªowa wej±ciowego w wypisuje na

wyj±ciu sªowo w powtórzone dokªadnie tyle razy, ile maszyna M ma stanów?



Rozwi¡zania:

Zadanie 1 : Dla dowolnej instancji P = {(xi, yi) | i = 1, . . . , n} problemu odpowiednio±ci Posta skon-
struujemy automat dwugªowicowy, który akceptuje j¦zyk rozwi¡za« dla P , tj. j¦zyk wszystkich sªów
postaci w = xi1xi2 . . . xim

= yi1yi2 . . . yim
. Automat uruchomiony w stanie q0 niedeterministycznie

przechodzi do jednego ze stanów qi ∈ {q1, . . . , qn}. Nast¦pnie (z pomoc¡ pewnej liczby stanów pomoc-
niczych) automat czyta pierwsz¡ gªowic¡ sªowo xi, a drug¡ gªowic¡ sªowo yi, po czym przechodzi do
stanu akceptuj¡cego qa. (Je±li jakis symbol na ta±mie nie zgadza si¦ z oczekiwaniami, to automat prze-
chodzi do stanu q⊥, w którym nie mo»e wykona¢ »adnego kroku.) Kolejne fazy pracy s¡ analogiczne.
Taki automat akceptuje co najmniej jedno sªowo wtedy i tylko wtedy, gdy P ma rozwi¡zanie, ponadto
otrzymali±my go efektywnie z P . W ten sposób zredukowali±my PCP do problemu niepusto±ci.

Zadanie 2: Zaªó»my, »e A jest niepustym zbiorem rekurencyjnym; niech f(0) = minA, oraz

f(n+ 1) =
{
n+ 1, je±li n+ 1 ∈ A;
f(n), w przeciwnym przypadku.

Funkcja f jest rekurencyjna i niemalej¡ca, oraz A = Rg(f).

Niech teraz A b¦dzie monotonicznie przeliczalny i niech f b¦dzie odpowiedni¡ funkcj¡. Zbiory sko«-
czone s¡ rekurencyjne, wi¦c bez straty ogólno±ci mo»na zaªo»y¢, »e A jest niesko«czony. Aby stwierdzi¢,
czy dana liczba a nale»y do A obliczamy kolejne warto±ci f(n) dla n = 0, 1, 2, . . . , a» uzyskamy f(n) = a
lub f(n) > a. Ta procedura si¦ zako«czy, bo A jest niesko«czony i ma element wi¦kszy b¡d¹ równy a.

Zadanie 3a: Tak. Niech A b¦dzie rekurencyjnie przeliczalny i niesko«czony. Jest taka rekurencyjna
funkcja f , »e A = Rg(f) = {f(n) | n ∈ N}. Niech B = {f(m) | ∀i (i < m → f(i) < f(m))). Zbiór B
jest monotonicznie przeliczalny i niesko«czony; oczywi±cie B ⊆ A.

Zadanie 3b: Nie, na przykªad zbiór −X z dowodu twierdzenia 6.2 w skrypcie.

Zadanie 4: To zadanie jest �udramatyzowan¡� wersj¡ pierwszej cz¦±ci wniosku 4.5 ze skryptu.
Niech Mm oznacza maszyn¦ Turinga (nad ustalonym alfabetem) o numerze m i niech q(m) b¦dzie
liczb¡ stanów maszyny Mm. Funkcja q jest obliczalna, podobnie jak funkcja λmw.wq(m). Niech
teraz f(m) b¦dzie numerem maszyny, obliczaj¡cej funkcj¦ λw.wq(m). Funkcja f te» jest obliczalna,
wi¦c z twierdzenia o rekursji istnieje taka liczba n, »e maszyna Mn oblicza to samo, co Mf(n). A wi¦c
maszyna Mn robi to co trzeba.


