Egzamin z teorii obliczen, 5 lutego 2013

1. Dwuglowicowy (niedeterministyczny) automat skoriczony ma skoriczony zbior stanéow
i dwie glowice czytajace slowo wejsciowe. W zaleznodci od aktualnego stanu i dwdch
obecnie ogladanych liter, kazda z glowic przesuwa sie w prawo lub pozostaje w miejscu.
Formalnie, dwugtowicowy automat skoriczony nad alfabetem ¥ definiujemy jako czworke

postaci (Q, o, 4a, 5), gdzie qo, ga € Q oraz
5 C(Qx T2 x (Q x {0,1}?).

Obliczenie takiego automatu dla stowa wejsciowego w = ay...an, to ciag konfiguracji
postaci (q,1i,7), gdzie ¢ € Q oraz 1 < i,j < n. Zmiana konfiguracji (q,1,j) na (p,#, ;")
jest mozliwa wtedy, gdy ((q,as, a;), (p,€1,€2)) € 0, oraz ¢/ = i+¢e1 17 = j+ o (jesli
np. i = n oraz €1 = 1, to krok jest niemozliwy). Automat akceptuje stowo w, gdy
istnieje obliczenie rozpoczynajace sie w konfiguracji (qo, 1,1) i koniczace sie w (g4, n, n).
Uzasadni¢ (pomijajac szczegoty) nierozstrzygalnosé problemu niepustoscei:

Czy dany dwugtowicowy automat skoriczony akceptuje co najmniej jedno stowo?
2. Mowimy, ze zbior A C N jest monotonicznie przeliczalny, gdy A jest zbiorem wartosci

pewnej niemalejacej funkcji rekurencyjnej f : N — N. Udowodnié, ze niepusty zbidr jest
monotonicznie przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest rekurencyjny.

3. Czy kazdy nieskoriczony zbiér
(a) klasy X9
(b) klasy I19
ma nieskoniczony podzbiér rekurencyjny?

4. Cgzy istnieje maszyna Turinga M, ktéra dla dowolnego stowa wejsciowego w wypisuje na
wyjéciu stowo w powtdrzone doktadnie tyle razy, ile maszyna M ma stanéw?



Rozwigzania:

Zadanie 1 : Dla dowolnej instancji P = {(x;,y;) | i = 1,...,n} problemu odpowiedniosci Posta skon-
struujemy automat dwuglowicowy, ktory akceptuje jezyk rozwiazan dla P, tj. jezyk wszystkich stow
postaci w = X, ®iy ... Ti,, = Yi,Yi, - - - Yi,,- Automat uruchomiony w stanie ¢y niedeterministycznie
przechodzi do jednego ze stanéw ¢; € {qu, ..., ¢, }. Nastepnie (z pomoca pewnej liczby stanéw pomoc-
niczych) automat czyta pierwsza glowica stowo x;, a druga glowica stowo y;, po czym przechodzi do
stanu akceptujacego ¢,. (Jesli jakis symbol na tasmie nie zgadza sie z oczekiwaniami, to automat prze-
chodzi do stanu ¢, , w ktérym nie moze wykona¢ zadnego kroku.) Kolejne fazy pracy sa analogiczne.
Taki automat akceptuje co najmniej jedno stowo wtedy i tylko wtedy, gdy P ma rozwiazanie, ponadto
otrzymalismy go efektywnie z P. W ten sposéb zredukowaliSmy PCP do problemu niepustosci.

Zadanie 2: Zalozmy, ze A jest niepustym zbiorem rekurencyjnym; niech f(0) = min A, oraz

[ n+1, jeslin+1e A4
fln+1) = { f(n), w przeciwnym przypadku.

Funkcja f jest rekurencyjna i niemalejaca, oraz A = Rg(f).

Niech teraz A bedzie monotonicznie przeliczalny i niech f bedzie odpowiednig funkcjg. Zbiory skon-
czone s rekurencyjne, wiec bez straty ogélnosci mozna zatozyé, ze A jest nieskoniczony. Aby stwierdzic,
czy dana liczba a nalezy do A obliczamy kolejne wartosci f(n) dlan =0,1,2,..., az uzyskamy f(n) = a
lub f(n) > a. Ta procedura sie zakoriczy, bo A jest nieskoriczony i ma element wiekszy badz rowny a.

Zadanie 3a: Tak. Niech A bedzie rekurencyjnie przeliczalny i nieskoriczony. Jest taka rekurencyjna
funkcja f, ze A =Rg(f) ={f(n) | n € N}. Niech B = {f(m) | Vi(i <m — f(i) < f(m))). Zbior B
jest monotonicznie przeliczalny i nieskonczony; oczywiscie B C A.

Zadanie 3b: Nie, na przyklad zbiér — X z dowodu twierdzenia 6.2 w skrypcie.

Zadanie 4: To zadanie jest ,udramatyzowana’ wersja pierwszej czesci wniosku 4.5 ze skryptu.
Niech M, oznacza maszyne Turinga (nad ustalonym alfabetem) o numerze m i niech g(m) bedzie
liczba stanéw maszyny M,,. Funkcja g jest obliczalna, podobnie jak funkcja Amw.w?™). Niech
teraz f(m) bedzie numerem maszyny, obliczajacej funkcje Aw. wi(™) | Funkcja f tez jest obliczalna,
wiec 7 twierdzenia o rekursji istnieje taka liczba n, ze maszyna M, oblicza to samo, co My,). A wiec
maszyna M, robi to co trzeba.



