Egzamin ze zlozonosci obliczeniowej (bioinformatyka)
30 stycznia 2025

1. Dla kazdego z ponizszych jezykéw prosze ustalié, czy jest on regularny, czy jest bezkon-
tekstowy oraz czy jest deterministycznym jezykiem bezkontekstowym.!

(a) {w € {a,c,t,g}" | #(a,w) # #(t, w) V #(c,w) # #(g,w)};
(b) {w € {a,b}* | Vi(3i < |w| — ws; = a)};
(c) {a™b""3 | n e N} N {w | #(a,w) = 2mod 3};

2. Dla kazdego z ponizszych probleméw prosze okresli¢, czy jest on rozstrzygalny, czesciowo
obliczalny i czy nalezy do klasy NLOGSPACE. Czy to mozliwe, ze ktory$ z nich jest P-
zupelny?

(a) Czy dana maszyna Turinga akceptuje stowo 30.01.20257
(b) Czy dany niedeterministyczny automat skonczony akceptuje stowo 30.01.20257

3. Ktore z tych inkluzji sa prawdziwe? Ktore mozna zastapié¢ znakiem C, a ktore znakiem =7
(a) NTIME(n® + 2n) C NTIME(n?);
(b) DTIME(n?y/n) C DTIME(n?);
(c) NspacE(nlogn) C DSPACE(n?);
(d) NTIME(n) C DTIME(2"V™).

4. Prosze udowodnié, ze jesli DSPACE(n) C NP, to NEXPTIME = EXPSPACE.

Przykladowe rozwigzania

la: To jest jezyk bezkontekstowy, bo mozna go przedstawi¢ w postaci sumy dopelnienn dwoch jezykow
deterministycznych:?

_{w € {aacat»g}* | #(avw) = #(tvw)} U _{w € {a,c,t,g}* | #(Caw) = #(gaw)}

Nie jest to jezyk deterministyczny (w szczegdlnosci nie jest to jezyk regularny), bo jego dopelnienie D =
{w € {a,c,t,g}* | #(a,w) = #(t, w)A#(c, w) = #(g,w)} nie jest jezykiem bezkontekstowym. Istotnie,
przypusémy przeciwnie i niech N bedzie stala otrzymana dla jezyka D z lematu o pompowaniu.
Rozpatrzmy stowo a™cNtVgN. Jedli rozbijemy je, zgodnie z lematem o pompowaniu, na 5 czesci
aNe NtV gN = zyzuv, gdzie |yzu| < N oraz yu # ¢, to fragment yzu sklada sie tylko z liter @ i ¢ albo
tylko z liter ¢ i t albo tylko z liter t i g. W pierwszym przypadku w stowie zy?zu’v za malo bedzie

liter ¢ lub liter g, w drugim liter a lub g, w trzecim liter a lub c.

1b: To jest jezyk regularny ((aUb)(aUb)a)*(eUaUb)(eUalUb), w szczegolnoscei jest to deterministyczny
jezyk bezkontekstowy.

'Symbol |w| oznacza dtugosé stowa w, symbol #(a,w) oznacza liczbe wystapien litery a w stowie w,
a symbol w; (gdzie ¢ > 0) oznacza i-tg litere stowa w.

2Poczatkowo w tym miejscu byla umieszczona przez pomylke gramatyka bezkontekstowa generujaca... zu-
pelnie inny jezyk. Mozna ja oczywiscie przerobié, ale wtedy robi sie dosé¢ skomplikowana, a niniejsze rozwiazanie
jest duzo prostsze.



1c: To nie jest jezyk regularny, bo nie spelnia lematu o pompowaniu. Istotnie, przypusémy, ze N jest
stala z lematu. Jesli stowo a®VNT2p3N+5 rozbijemy na trzy czesci a®VNT2p3NHS = xyz, gdzie |xy| < N
oraz y # ¢, to y sklada sie z samych liter a i stowo zy?z ma za malo liter b.

Ale jest to deterministyczny jezyk bezkontekstowy. Automat ze stosem odklada na stos gwiazdki gdy
czyta litery a a potem zdejmuje je, czytajac litery b. Jednoczesnie uzywa standéw wewnetrznych do
kontrolowania reszty jaka liczba dotychczas przeczytanych liter a daje przy dzieleniu przez trzy. Kiedy
stos sie oprozni automat sprawdza trzy ostatnie litery b i akceptuje pod warunkiem, ze wspomniana
reszta jest rowna 2.

2a: Ten problem jest nierozstrzygalny, bo redukuje si¢ do niego problem stopu. Dla danej determin-
istycznej maszyny M i stowa w mozna bowiem skonstruowaé¢ maszyne Nz, ktora dla dowolnego
wejscia v uruchamia maszyne M na wejsciu w 1 jesli to obliczenie sie zakoriczy, to akceptuje. A zatem:

- Jesli M zatrzymuje si¢ na wejsciu w, to Nas,,, akceptuje wszystkie stowa (w tym stowo 30.01.2025).
- W przeciwnym razie maszyna Nz, nie akceptuje niczego.

Gdyby problem akceptacji dzisiejszej daty byl rozstrzygalny, to moglibySmy tez rozstrzygaé¢ prob-
lem stopu, a to niemozliwe. Oczywiscie ten problem nie jest P-zupelny, bo problemy z klasy P sa
rozstrzygalne.

2b: Ten problem jest rozstrzygalny: wystarczy sprawdzi¢, czy w grafie automatu jest droga o krawe-
dziach etykietowanych kolejnymi literami naszego stowa. To mozna zrobi¢ w pamieci logarytmicznej
nawet deterministycznie, bo dlugo$¢ stowa jest stala i mozna systematycznie przegladaé wszystkie
drogi tej dtugosci. Nie wiemy, czy ten problem jest P-zupelny, ale to by oznaczato réwnosé klasy P
i klasy LOGSPACE.

3a: Te klasy sa rowne, bo funkcja n® + 2n jest O(n?).

2 2
L i‘;f}g ) = 21\(}%" dazy do zera dlan — cc.

3c: Tu jest ostra inkluzja z lewej do prawej, bo klasa NSPACE(n log n) zawiera si¢ w DSPACE((n logn)?)
(nlogn)?
n3

3b: Tu jest ostra inkluzja, ale w przeciwna strone, bo iloraz

(tw. Savitcha), a iloraz = @ dazy do zera.

3d: Tu mamy: NTIME(n) C DTiME(2(™) C DTIME(27'°¢") ¢ DTIME(2"V™). Ostatnia inkluzja
nlogn nlogn
jest ostra, bo iloraz % mozna zapisac jako 27legntlogntloglogn—nyvn 5 wykiadnik tego

wyrazenia ma granice —oo.

4: Zalozmy, ze DSPACE(n) C NP i niech L € EXPSPACE, tj. L € DSPACE(Q”IC) dla pewnego k.
w|k

Niech L' = {w$2‘ "=l | w e L}. Do jezyka L’ naleza stowa postaci w$...$ o dlugosci olwl®, gdzie

w € L. Rozpoznawanie takich stéw odbywa sie w pamieci 2|“"k, jezyk L’ jest wiec w klasie DSPACE(n).

Skoro z zalozenia DSPACE(n) C NP, to istnieje niedeterministyczna maszyna rozpoznajaca L' w czasie

wielomianowym n". Mozna ja przerobi¢ na maszyne rozpoznajaca L w wykladniczym czasie (Q"k)m.
Zatem L € NEXPTIME.



