Zlozono$¢ obliczeniowa
Wyktady dla III roku bioinformatyki

Pawet Urzyczyn
urzy@mimuw.edu.pl

27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57

1 Jezyki regularne

Definicja 1.1 Stowo nad alfabetem A to dowolny skoticzony ciag elementéow zbioru A. Zwykle
stowo w o dlugosci n utozsamia si¢ z funkcja w : n — A, gdzie n = {0,...,n — 1}. Piszemy
wtedy n = |w|. Na przyktad stowo baba to funkcja w : 4 — {a, b}, spelniajaca warunki

w(i) = b, jesli ¢ jest parzyste;
| a, jeslii jest nieparzyste

Zbior wszystkich stow n-literowych nad A (stow o dtugosci n) pokrywa sie wiec ze zbiorem A"
wszystkich funkcji z n do A. Zbior wszystkich stéw nad A oznaczamy przez A*. Szczegbdlnym
stowem jest jedyne stowo o dtugosci 0. Jest to stowo puste, czyli funkcja pusta. Oznaczamy
je przez €. Zbior stow niepustych oznaczamy przez AT.

Fakt 1.2 Jesli alfabet A jest przeliczalny, to zbidr wszystkich stow A* tez jest przeliczalny.

Zazwyczaj przyjmuje sie, ze alfabet jest skonczony.

Konkatenacjg (ztozeniem) stow w : n — A iv: m — A nazywamy slowo w - v powstalte przez
dopisanie stowa v na koricu stowa w. Inaczej, w-v:n+m — A, idla i <n+m mamy:

L w(d), jesli @ < m;
(w-v)(i) = { v(i —n), w przeciwnym przypadku.

Operacja konkatenacji jest laczna, na przyktad:
ein - (und - zwanzig) = (ein - und) - zwanzig = einundzwanzig

Stowo puste jest elementem neutralnym konkatenacji, tj. ¢ -w = w - & = w dla dowolnego
stowa w. A zatem algebra (A*, - e) jest polgrupa z jednoscia. W istocie jest to polgrupa
wolna generowana przez A.

Fakt 1.3 Jesli C oznacza zawieranie funkcji, to dla dowolnych stow w,v € A*,

wCv & Jue A (v=w-u).
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Dowod:  Cwiczenie. O

A zatem w C v oznacza dokladnie tyle, ze stowo w jest przedrostkiem (prefiksem) stowa v.
Definicja 1.4 Jezyk nad alfabetem A to dowolny zbioér stéow nad A (dowolny podzbior A*).

Naturalne operacje na jezykach to dziatania mnogosciowe: suma, iloczyn i réznica, a takze
sktadanie (konkatenacja) jezykow:

Ll'LQZ{w‘U‘MELl/\UGLQ}.

Zamiast L - L mozna napisa¢ L2. Ogolniej, przyjmujemy ze L° = {e} oraz L' = L - L".
Jezyk
L*={L" | n e N}

nazywamy iteracjg jezyka L.

Definicja 1.5 Klasa jezykow regularnych (nad A) to najmniejsza rodzina jezykow R, spel-
niajaca warunki:

e JETR,

o {c} eR;

e {a} € R, dla wszystkich a € A;

o [ Lo e R, dla wszystkich L1, Ly € R;

e L1 ULy €R, dla wszystkich Ly, Lo € R;

o [* € R, dla wszystkich L € R.

Inaczej méwiac, klasa R zawiera najprostsze mozliwe jezyki i jest

zamknieta ze wzgledu na operacje sumy, sktadania i iteracji. Jezyki regularne sa zwykle
reprezentowane za pomoca wyrazern regularnych, ktore definiujemy tak:

e . jest wyrazeniem regularnym;

e &” jest wyrazeniem regularnym;

jesli a € A, to ,,a’ jest wyrazeniem regularnym;

jesli a i B sa wyrazeniami regularnymi, to a« U 81 « - 8 sa wyrazeniami regularnymi.

jesli «r jest wyrazeniem regularnym, to o jest wyrazeniem regularnym.

Wyrazeniu regularnemu « odpowiada jezyk regularny L, okreslony tak: Ly = @, L. = {¢},

L, ={a}, Laug = La U Lg, Lo.g = Lo - Lg, Lo+ = L},. Jedli przyjmiemy kilka konwencji

notacyjnych, to bedziemy mogli w ogdle nie odrézniaé jezyka od definiujacego go wyrazenia:
e Jesli w € A*, to zamiast {w} piszemy po prostu w;

e Jesli a € A, to litere a utozsamiamy ze stowem jednoliterowym.

Na przyktad aL oznacza jezyk {aw | w € L}. Oczywiscie litera a, stowo jednoliterowe a
ijezyk a, to trzy rozne rzeczy, ale zwykle z kontekstu wynika, ktoéra z nich mamy na mysli.



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 3

Automaty skoriczone

Niedeterministyczny automat skoriczony definiujemy jako krotke: M = (Q, A, ¢, qo, F), gdzie:

o A jest skoniczonym alfabetem;

e () jest skoriczonym zbiorem standuw;

® o € @ jest stanem poczgtkowym;

o ' C (Q jest zbiorem stanéw koricowych;

e ) C(Q x A)x Q jest relacjq przejscia.

Automat jest deterministyczny, gdy d jest funkcja:
i:(Qx A —Q.

Automat mozna przedstawiaé jako graf, ktoérego wierzchotki to stany. Stany ¢ i p sa potaczone
krawedzia o etykiecie a, gdy trojka (g, a,p) jest w relacji §. Na obrazku 1 mamy przyktad au-
tomatu o zbiorze stanow {0, 1,2, 3}, nad alfabetem {a, b}, o relacji przejscia ztozonej z trojek:
(0,b,0), (0,a,1), (0,a,3), (1,a,1), (1,b,1), (1,b,2), (2,a,3), (3,b,3). Stanem poczatkowym
naszego automatu jest 0, a stanem konicowym 3.

b a,b
G

a b
G
b

Rysunek 1: Taki sobie automat

Dzialanie automatu nalezy sobie wyobrazaé tak: W stanie ¢ automat czyta z wejscia litere a
i przechodzi do nowego stanu p, spelniajacego warunek (q,a,p) € . Zapisujemy to tak:

MFq—p,
albo tak:
q =MD,
albo po prostu tak:
a
qQ—p.

Relacje — uogolniamy nastepujaco: jezeli w = ajas...an, to MFq i p  oznacza, ze
istnieje ciag przejsé:
an—1

ay az an
q=80—>81 ——> " —> Sp—1 — Sp = DP.



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 4

Taki ciag nazywamy obliczeniem automatu.!

Automat M akceptuje stowo w, wtedy i tylko wtedy, gdy qo s q, dla pewnego ¢ € F. Na
przyklad automat na rysunku 1 akceptuje stowa baba i abba, ale nie akceptuje stowa aabb ani
stowa baab. Obliczenie akceptujace stowo baba wyglada tak:

0-20-%1-2y0 %3

Uwaga: w og6lnosci moze by¢ wiele obliczen realizujacych relacje g . q, ale jesli automat
jest deterministyczny, to co najwyzej jedno. Jezyk akceptowany przez M to jezyk:

L(M) ={w € A" | M akceptuje w}.

Automaty skoriczone akceptuja jezyki regularne

Zalozmy, ze mamy automat M = (Q, A, d,qo, F'), i ze Q = {qo,...,qn}. Chcemy wyznaczy¢
jezyk L(M). W tym celu wygodnie jest rozwaza¢ n odmian automatu M, rézniacych sie
stanami poczatkowymi. Niech M; = (@, A,d,¢;, F) i niech L; = L(M;), dlai = 1,...,n.
Oczywiscie L(M) = L.

Dalej niech A;; = {a € A | ¢ = ¢;}. Nietrudno zauwazy¢, ze nasze jezyki spelniaja
réwnania:

L;, = Ai()L() U AilLl U---u Aann gdy qi g F;
L= ApLoUAnL1U---UA,L,Ue gdy ¢q; € F.

Lemat 1.6 Jesli A, B C A* oraz e & A, to istnieje doktadnie jeden jezyk L C A* spetniajgcy
warunek:
L=ALUB,

a mianowicie L = A*B. Inaczej mowige, réownanie L = AL U B ma wtedy doktadnie jedno
rozwigzanie L = A*B.

Dowod:  Sprawdzenie, ze L = A*B jest rozwiagzaniem réwnania jest tatwe:
ALUB = A(A*B)UB = AA*BUB = (AA*Ue)B = A*B = L.

Niech wiec L bedzie dowolnym jezykiem spetniajacym L = ALU B. Przez indukcje pokazemy,
ze dla dowolnego k zachodzi A*B C L. Stad za$ wynika A*B C L.

Dla k = 0 mamy A'B = B C ALU B = L. Zatézmy wicc, ze A*B C L. Wtedy
AMIB = A(A*B) C ALC ALUB = L.

Aby pokazaé, ze L C A*B, przypusémy, ze w € L. Przez indukcje ze wzgledu na diugosé w
pokazemy, ze w € A*B. Zalézmy wiec, ze kazde stowo v z jezyka L, ktorego dhugosé jest
mniejsza od |w|, nalezy takze do A*B. Skoro w € L = ALU B, to albo w € AL albo w € B.
Jesli w € B, to w € A*B, i dobrze. Niech wiec w € AL, czyli w = uv dla pewnych v € A
iv € L. Na dodatek |v] < |w| (bo u € A oznacza, ze u # ¢€). Z zalozenia indukcyjnego
v€E A*B, astad w =uv € AA*B C A*B i tez jest dobrze. O

!Czasem obliczeniami nazywa sie tylko te ciagi, ktore zaczynaja sie w qo.
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Uwaga: Jedlie € A, to jezyk L = A*B jest najmniejszym rozwigzaniem rownania L = ALUB
(czyli najmniejszym punktem stalym operatora L — AL U B).

Wnhiosek 1.7 Niech ¢ € A;j, dlai,j = 0,...,n. Wtedy istnieje doktadnie jedno rozwigzanie
Lo, ..., L, uktadu rownan

Lo= ApLoUApL1U---UAy,L,UBy
Li= AjogLgUA/ L1 U---UA,L,U B,

Ln = AnOLO ) AnlLl u-.--u AnnLn U Bna

i wszystkie te jezyki sq reqularne, jesli A;; 1 B; sq regularne.

Dowéd:  Przypadek n = 0 wynika z poprzedniego lematu. Dla n > 0 postepujemy przez
indukcje. W tym celu nalezy zauwazyé¢, ze nasz uktad réwnan ma te same rozwigzania co
uktad zlozony z réwnania

Lo = ASO(AOILI U---UAg, L, U B(])
1 rownan
L, = (A11 U A10A80A01)L1 U---u (Aln U AlgAavon)Ln U (Bl U AlOAaoBO)

L, = (AH U AnOAS()AOl)Ll J---u (Aln U An0A60A0n>Ln U (Bl U AnOASQBO)
Istotnie, przypu$émy, ze jezyki Lg,...,L; stanowia rozwiazanie ,starego” ukladu. Wtedy
réwnosé

Lo = ABO(A01L1 U---UAy,L,U B(])
wynika z Lematu 1.6, bo ¢ &€ Agy. Wstawiajac to do pozostalych réwnan otrzymujemy nowy

uktad.? Podobnie latwo mozna sprawdzi¢, ze kazde rozwigzanie nowego uktadu jest tez roz-
wigzaniem starego uktadu.

Pozostaje zauwazy¢, ze wspotczynniki przy L; w nowym uktadzie rownan nadal nie zawieraja
stowa pustego i zastosowaé zaltozenie indukcyjne, bo réwnari jest o jedno mnie;j. 0

Twierdzenie 1.8 Dla dowolnego automatu skoriczonego M, jezyk L(M) jest reqularny.

Dowod:  Jak juz zauwazylismy, jezyk L(M) jest pierwsza wspolrzedna rozwiazania pewnego
uktadu rownar o wspotezynnikach A;; = {a € A | ¢; N ¢j}. Oczywiscie € ¢ A;j, zatem teza
wynika z Wniosku 1.7. O

Przykltad 1.9 Dla automatu z obrazka mamy uktad rownaii:
Lo= bLoUalLiUalLs
L, = (a U b)Ll UbLo
L2 = aL3
Ly= bL3Ue

Po rozwiazaniu metoda eliminacji niewiadomych, dostaniemy Lo = b*a((a U b)*ba U £)b*.

2W istocie przeksztalcamy uklad réwnan stosujac dobrze znang metode eliminacji niewiadomych.



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 6

Twierdzenie 1.10 Dla dowolnego jezyka regularnego L istnieje automat skoniczony M, ktory
go akceptuje.

Dowéd:  Przypomnijmy, ze jezyk jest regularny, wtedy i tylko wtedy, gdy:

e jest rowny @ lub ¢, lub jednoliterowy;
e jest konkatenacja dwoch jezykéw regularnych;
e jest sumag dwoch jezykow regularnych;
e jest iteracja jezyka regularnego.
Jesli L jest pusty lub L = g, to wystarczy automat jednostanowy, gdzie F' jest w pierwszym

przypadku puste, w drugim nie. Dla jezyka zlozonego z jednej litery a potrzeba dwodch stanow
i przejscia {(qo, a, q), gdzie F' = {q}.

Zalozmy, ze L = Ly - Lo, gdzie Ly = L(M;) i Ly = L(Ms). Niech M; = (Q1, A, 51,4}, F1)
oraz Ma = (Q2, A, 82, ¢3, F»). Wtedy L = L(M), dla pewnego automatu

M - <Q1 UQ27A767Q(%7F>7
gdzie relacja przejécia jest taka:

§=081U6U{{faq) | feFiN{G aq) cd}.

Nasz automat jest wiec suma automatow M i My, w ktorej wszystkie krawedzie wychodzace
ze stanu poczatkowego Mo zdublowano krawedziami wychodzacymi ze stanéw koricowych M.
Automat M nasladuje wiec najpierw automat M a po osiagnieciu stanu koncowego moze
przej$¢ do symulacji automatu Ms. Chcemy, zeby M akceptowal stowa postaci uwv, dla
ktorych istnieja przejicia g} - f € Fi w automacie M, oraz przejicia g2 s '€ Fy
w automacie Ms. Dlatego definiujemy F = Fy gdy ¢2 & Fb, ale musimy przyja¢ F = Fy U Fy
gdy qg € Iy, tj. gdy M2 akceptuje stowo puste.

Niech teraz L = L; U Lo, i znowu L; = L(Mj) i Ly = L(Ma2), dla pewnych automatow
M =(Q1, A, 51,q(1),F1> oraz Mg = (@2, A, (52,q§,F2). Wtedy L = L(M), gdzie

M =(Q1UQ2U{q}, A, d,q0, F).
Relacja przejscia jest taka:
5:51U62U{<QO7Q7Q> ‘ <Qé’a7q> 651}U{<q0,a,q> | <qg7a7Q> 652}7

a zbiorem stanéw koncowych jest
FiUFy, gdy g5 & F1 i g5 & F;
Fy U F,U{q}, w przeciwnym przypadku.

Ten automat na poczatku wybiera, czy chce symulowaé¢ zachowanie My, czy Mo, a potem
robi, co postanowil.
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Pozostaje przypadek, gdy L = Li. Niech Ly = L(My), gdzie My = (Q1, A, 51,4, F1).
Jezyk L jest akceptowany przez automat M = (Q1, A, 6§, qo, F), gdzie F = F1 U{qo}, z relacja
przejscia

d=0U {<f7a7q> | fEFA <Qé?a7Q> € 51}

Te konstrukcje nalezy sobie wyobrazaé jako ,,doklejenie” standéw koricowych automatu do jego
stanu poczatkowego. O

2 Wilasnosci jezykéw regularnych

Na rysunku 2 mamy automat niedeterministyczny, ktéry akceptuje na przykitad stowo bbaab.
Obliczenie akceptujace jest takie: L s B R%S S S R-D T

b

\?d
(J——0

Rysunek 2: Jeszcze jeden automat

W tym obliczeniu mamy petle: automat dwukrotnie wchodzi w stan S. Jesli ja usuniemy, to

otrzymamy obliczenie L BLIN RN LN T, akceptujace stowo bab. Ale mozemy tez petle
powtarzaé: wtedy otrzymamy obliczenia akceptujace stowa bbabaab, bbababaab, itd. Ponizsze
twierdzenie jest uogdlnieniem tej obserwacji.

Twierdzenie 2.1 (Lemat o pompowaniu)
Dla dowolnego jezyka regularnego L istnieje stata n € N o nastepujgcej wtasnosci:

Jezeli w € L oraz |w| > n, to stowo w mozna przedstawié w postaci w = wvz, gdzie

° vFeg;
o |uv| <mn;

e Vi € N(uv'z € L) (w szczegdlnosci uz € L).

Statg n mozna efektywnie wyznaczyé, np. na podstawie automatu akceptujgcego L.



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 8

Dowéd:  Niech M = (Q, A, 0, qo, F') bedzie automatem akceptujacym L. Definiujemy n
jako liczbe elementow zbioru Q. Wezmy takie w = ajag---am € L, 2e m = |w| > n i roz-
patrzmy obliczenie akceptujace w. Jest to taki ciag standw:

Am—1

a a a
go = S0 —= 51 —2% - Sm—1 —= Sm € F.

Poniewaz stanéw sg, s1,...,Sn jest m + 1 > n, wiec dwa z nich musza by¢ takie same, t;j.
s; = sj dla pewnych i < j. Co wigcej, mozna wybra¢ liczby i, j tak, ze 7,j < n. Rozbicie
stowa w na trzy czedci okredlamy tak:

o u=ag- - a;

® V=041 a5

ez :aj+1---am.
Oczywiscie v # €, bo i # j, oraz |uv| < n, bo j < n. Trzeci warunek wynika stad, ze ciag

a a a; aj+1 aj+2 a
q0230—1>81—2>“'—1>81J—>8j+1j—>“'—m>8m,

a takze kazdy z ciagoéw

al as a; ;41 ;42 aj Qi1 Ai+2 a; aj+1
qO=80—>81—>~--—>8i—>8i+1—>---—>8j—>$i+1—>-~-—>8j—>
Qi+l Qi+l a; aj+1 am,
e = 841 — —)Sj —)Sj_|_1~-- — Sm,
jest poprawnym obliczeniem akceptujacym automatu M. O

Przyktad 2.2 Symbol w” oznacza stowo w napisane od koiica, tj. dla dowolnego i < |w|
mamy w?(i) = w(jw| —i —1). Jezyk L = {ww® | w € A*} nie jest regularny, bo dla
dostatecznie duzego N, stowo 0V110V nie daje sie przedstawi¢ w postaci 0N110Y = vz,
spelniajacej wymagania lematu o pompowaniu. Prefiks uv sktadalby sie wtedy z samych zer
(bo jest krotki) i przyjmujac, ze |v| = k, mieliby$my np. 0V 2110V € L.

oNt#k110N € L, dlai = —1,0,1,2,. ..

Determinizacja

Twierdzenie 2.3 Kazdy jezyk reqularny jest akceptowany przez automat deterministyczny.

Dowéd:  Niech M = (Q, A, 9, qo, F') bedzie dowolnym automatem skoriczonym. Konstruu-
jemy deterministyczny automat M’ = (Q’, A, ¢, q, F'), akceptujacy ten sam jezyk. Zbiorem
stanow M’ jest zbior potegowy P(Q). Stan poczatkowy to singleton ¢ = {qo}. Zbiorem
stanow koricowych jest rodzina tych podzbiorow @, ktére maja niepuste przeciecia z F':

F'={ZCQ|ZnF # o}
Wreszcie funkcja przejscia jest okreslona tak:

§(Z,a)={qeQ|IpeZp—q}
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Powyzsza konstrukcja jest oparta na takim pomysle: warunek M’ - {qo} 7z oznacza, ze

zbior Z sktada sie ze wszystkich stanéw osiagalnych z gy za pomocg relacji = M- Doktadniej:
(%) M’I—q{)—w»Zw, gdzie Zw:{q€Q|Ml—q0ﬂ»q}.

Warunku (%) tatwo mozna dowiesé przez indukcje ze wzgledu na |w|, korzystajac z réownosci
Zwa = 6 (Zy,a). A zatem:

LM = {we A | M+ g, — Z, dla pewnego Z € F'}
{we A* | Z, € F'}

{we A" | Z,NF # &}

{we A" | M q 1»q, dla pewnego q € F'}

= L(M). O

Przyklad 2.4 Konstrukcja z dowodu twierdzenia 2.3 zwicksza wyktadniczo liczbe stanéow
automatu. Nie da sie tego poprawi¢. Rozpatrzmy jezyk Lp = {0,1}*1{0,1}*~1, zlozony
z tych stow, w ktorych symbol 1 znajduje sie na k-tym miejscu od konca. Jezyk Li mozna
rozpoznawaé automatem niedeterministycznym o k+ 1 stanach, ale automat deterministyczny
dla tego jezyka musi mie¢ co najmniej 2F stanow.

Istotnie, przypu$émy, ze automat M akceptuje jezyk L i niech w i v beda dwoma réznymi
stowami dtugosci k (powiedzmy, ze w(i) = 1 ale v(i) = 0). Wtedy w0" € Ly, ale v0" ¢ L. Po
przeczytaniu stowa v automat musi znalezé sie w innym stanie niz po przeczytaniu stowa w,
inaczej stowo v0* tez zostaloby zaakceptowane. Skoro kazde stowo dlugosci k prowadzi do
innego stanu, liczba stanéw automatu musi byé co najmniej taka jak liczba takich stow. O
Whiosek 2.5 Nastepujgce warunki sq rownowazne:

o L jest jezykiem regularnym.

o L jest akceptowany przez pewien automat skoriczomny.

o [ jest akceptowany przez pewien deterministyczny automat skorczony.
Przez —L oznaczamy jezyk A* — L (dopelnienie do A*).
Whniosek 2.6 Jesli jezyk L jest reqularny, to —L tez jest reqularny

Dowod:  Jesli deterministyczny automat M = (Q, A, §, qo, F') akceptuje jezyk L, to wystar-
czy zamieni¢ F na Q — F' i otrzymamy automat akceptujacy jezyk —L. O

Klasa jezykéw regularnych jest tez zamknieta ze wzgledu na rézne inne dziatania, np.:

Fakt 2.7

1. Jesli jezyki Ly © Lo sq reqularne, to L1 N Lo jest reqularny.

2. Jesli L jest regularny, to L™ = {w! | w € L} tez jest reqularny.
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Dowéd: (1) Niech My = (Q1, A, 61, ¢}, F1) oraz Ma = (Q2, A, 62, ¢3, F») beda automatami
akceptujacymi odpowiednio Ly i Ls. Automat

M = (Q1 x Q2, A, 6, {45, 45), F1 x Fy),
akceptujacy iloczyn, ma relacje przejécia okreslona tak:
6 ={{{q1,92), a, (g3, q4)) | {q1,a,q3) € 01 N\ (g2, a,qa) € 02}

Automat M realizuje réwnolegle symulacje obu automatéw My i Mo.

(2) Indukcja ze wzgledu na dlugos¢ wyrazenia regularnego definiujacego L. 0

Ilorazy

Zdefiniujemy teraz pojecie lewo- i prawostronnego ilorazu jezykow.
Li\Ly= {xe€A*|Jye Lao(y-x € L)} (iloraz lewostronny)
Li/Ly= {x e A*|Jye La(x-ye L)} (iloraz prawostronny)
W szczegbdlnoscei:
I\w={z € A* | wx € L};
Ljw={x e A* | 2w € L}.

Lemat 2.8

o L\e=1L;
o (L\w)\v=L\wv oraz (L/w)/v=L/vw;
o I\R={L\w | w € R};

o Warunkie € L\w i w € L sq rownowazne.

Dowod:  Latwy. O

Twierdzenie 2.9 Jezyk jest regularny wtedy @ tylko wtedy, gdy ma tylko skoriczenie wiele
réznych ilorazow lewostronnych.

Dowéd: (=) Niech L = L(M) dla pewnego deterministycznego M = (Q, A, d, qo, F).
Przyjmujac @ = {qo,...,q,} mozemy, jak juz robiliémy to wczesniej, rozwaza¢ automaty

M; =(Q, A, 6,q;, F) ijezyki Ly = L(M;),dlai=1,...,n.

Jesli teraz qo —» qi, to L; = {veAA* | wv € L} = L\w, bo maszyna jest deterministyczna.
Zatem dla dowolnego stowa w, iloraz L\w jest jednym z jezykow L;. Poniewaz dla dowolnego S,
zachodzi L\S = |J{L\w | w € S}, a takich sum jest tylko skonczenie wiele, wiec L ma tylko
skoniczenie wiele ilorazow.

(<=) Definiujemy deterministyczny automat M = (Q, A, ¢, qo, F'), gdzie:
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Q@ jest zbiorem wszystkich ilorazéw jezyka L.

0(L';a)=L'\a,dla L' € Qiac A}

e q=0L.

F={L' eQ|eel}.

Latwo widzie¢, ze dla dowolnego stowa w zachodzi M L = L\w. Zatem w € L(M) wtedy
i tylko wtedy, gdy € € L\w, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy w € L. O

Wtasnosci ilorazéw lewostronnych i prawostronnych sa analogiczne z powodu symetrii. Dla-
tego powyzsze twierdzenie zachodzi tez dla ilorazéw prawostronnych. Wystarczy w tym celu
zauwazy¢, ze: Ljw = (LF\wf)® oraz L\w = (LT /wf)E.

Przyktad 2.10 Jezyk L = {0"1" | n € N} nie jest regularny, bo kazdy iloraz L\0"™ jest inny.

3 Jezyki bezkontekstowe

Gramatykq bezkontekstowg nad alfabetem A nazywamy twor postaci
G = <A7NaP7£0>a

gdzie N jest skoriczonym alfabetem, & € N jest symbolem poczqtkowym, a produkcje (czyli
requly) ze skoriczonego zbioru P maja ksztalt

E=wv, gdzie £ € N oraz v e (AUN) .
Gramatyki czasem zapisuje sie w stylu notacji Backusa-Naura, np.
o i=akoa [ béb [a | b | e
przedstawia gramatyke z jednym nieterminatem &y i produkcjach

50 = afOCL; 50 = b60b7 50 = a, 50 = b7 60 = €. (*)

Pomocnicze symbole £ € N nazywamy niekoricowymsi (lub nieterminalnymi), w odroznieniu
od koricowych czyli terminalnych symboli alfabetu A. Piszemy G + w — u, albo w —g u
gdy w P jest taka reguta & = v, ze w = wiws, u = wivwy. Gdy wiadomo o jaka gramatyke
chodzi, mozna pisaé¢ po prostu w — u. Relacja — g jest domknieciem przechodnio-zwrotnym
relacji —¢, tj. w —g u (zapisywane tez jako G + w — u) zachodzi, gdy istnieje ciag:

wW=wWy —G W1 —@G - " —7G Wk—1 —G W = U,

nazywany wyprowadzeniem (wywodem, redukcjg) w gramatyce G.
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Przyktad 3.1 Gramatyka o produkcjach
o = &a&p | &péas o = e | @ & = aga | b; aun=alb,
generuje miedzy innymi stowo ababbbba. Przyktadowe wyprowadzenie moze byé takie:

o — &y — abpaly — aalaaly, — acaaal, — acaaaaéya — acacaaba —
acacaaba — abacoaba — ababoaaba — ababbabor — ababbbbar — ababbbba.

Jezyk generowany przez gramatyke G, to jezyk
L(G)={we A" | GF & — w}.

Jezyki generowane przez gramatyki bezkontekstowe sa nazywane jezykami bezkontekstowyms.

Nietrudno zauwazy¢, ze gramatyka (*) generuje jezyk wszystkich palindroméw. A ta gra-
matyka opisuje maty kawateczek jezyka polskiego:

(zdanie) ::= (grupa podmiotu)(grupa orzeczenia);

(grupa podmiotu) ::= (przydawka)(grupa podmiotu) | (podmiot);

(grupa orzeczenia) ::= (dopelnienie) (orzeczenie);

(orzeczenie) ::= (czasownik);

(podmiot) ::= (rzeczownik);

(przydawka) ::= (przymiotnik);

(dopetnienie) ::= (przystowek);

(rzeczownik) ::= pies | kot;

(czasownik) ::= szczeka | $pi;

(przymiotnik) ::= czarny | maty;

(przystowek) ::= glosno | smacznie.
» Jezyk generowany przez gramatyke bezkontekstowa mozna uwazaé¢ za najmniejszy punkt staly
pewnego operatora® (doktadniej: jedna ze wspolrzednych najmniejszego punktu stalego pewnego wie-
lowymiarowego operatora na jezykach). Zilustrujemy to na przykladzie. Niech G ma produkcje:

& x=nf| a, nu=¢c | anb

Niech L = L(G) i niech R bedzie jezykiem generowanym przez zmieniona gramatyke G, w ktorej jako
poczatkowy wybrano symbol 1. Latwo zauwazyé, ze jezyki L i R musza spetniaé¢ réwnania:*

L=RLUa oraz R=eUaRb.

Nie jest to jednak jedyne rozwigzanie tego ukladu. Inne rozwigzanie tworzg na przyklad jezyki L' = A*
i R' = R. Dokladniej, rozwigzaniami naszego ukladu sg wszystkie punkty state operatora

®: P(A*) x P(A*) = P(A*) x P(A")
okreslonego wzorem ®((X,Y)) = (Y X Ua,eUaY).
Fakt 3.2 Niech Lo = Ry = @ i niech (Lnt1, Rus1) = ®({Ln, Rn)), tj. (Ln, Rn) = ®"((2, 2)).

1. Jesli Ly, = U, ey Ln @ R = U, en Ba,s to para (Lo, Ry,) jest najmniejszym punktem statym ®.
2. Dla dowolnego w € L istnieje takie k, ze w € Lg;
3. Dla dowolnego w € R istnieje takie k, ze w € Ry,.

3Tekst oznaczony P - - - € mozna opuscié przy pierwszym czytaniu.
W istocie mamy tutaj R = {a™b™ | n € N} oraz L = R*a.
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Dowéd:  Zbiér P(A*) x P(A*) z uporzadkowaniem ,po wspoirzednych” zadanym przez inkluzje jest
kratg zupelna, a przeksztalcenie ® jest ciagle. Zatem czesé pierwsza wynika z twierdzenia Tarskiego
o punkcie stalym. Czesci druga i trzecia mozna pokazaé¢ przez indukcje ze wzgledu na dlugosé
wyprowadzenia. O

Z powyzszego faktu wynika, ze (L, R,) = (L, R), czyli, ze para (L, R) jest najmniejszym punktem
stalym operatora . <

Jezyki regularne sg bezkontekstowe

Fakt 3.3 Kazdy jezyk regularny jest bezkontekstowy.

Dowéd: Niech L = L(M) dla pewnego automatu skoniczonego M = (Q, A, 6, qo, F'), gdzie
Q={q0,---,qn} Wtedy L = L(G), gdzie gramatyka G = (A, @, P, qo) ma produkcje

a
P={¢=aqj | Mtq —qj}U{qgi=¢|q € F}.
Istotnie, kazdemu wyprowadzeniu w G odpowiada pewne obliczenie automatu i na odwrét. O

Gramatyka G jest prawostronna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie produkcje sa postaci
»& = wn’ lub ,§ = w”, gdzie w € A* oraz n € ¥.. Gramatyka uzyta w dowodzie Faktu 3.3
jest prawostronna.

Fakt 3.4 Jezeli gramatyka G jest prawostronna, to jezyk L(G) jest regularny,

Dowéd:  Roéwnania wyznaczone przez produkcje

&o=wibny | oo | WEEn | WEt1 | oo | wm
gramatyki prawostronnej maja postac

Li=wiLinU...UwgLy, Uwppq U...Uwy,

a najmniejsze rozwiazanie uktadu takich réwnan tworza pewne jezyki regularne. O

Standaryzacja i drzewa

Istote bezkontekstowosci wyraza nastepujacy lemat:

Lemat 3.5 Jezeli wv —¢g u w pewnej gramatyce bezkontekstowej G, to u = ujus dla pewnych
stow uy 1 ug, takich zZe w —»g uy 1V »g Us.

Dowéd:  Indukcja ze wzgledu na dtugo$é wyprowadzenia. O

Lemat 3.5 nalezy rozumie¢ tak: kroki redukcji sa wykonywane w roéznych czesciach stowa
niezaleznie od siebie. Ale oznacza to, ze mozna je wykonywa¢ w dowolnej kolejnosci, np. od
lewej. USdcislimy teraz te obserwacje.
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Moéwimy, ze wyprowadzenie
W=wy —> W —> -+ —> Wp_1 — Wk = U,
w gramatyce G jest standardowe, co zapisujemy jako w —Lu, jezeli dla kazdegoi = 0, ..., k—1:
w; = w&0; — Ui v; = Wiy, oraz u; < w41 dla wszystkich j > 4.

Inaczej, nigdy nie wykonuje sie redukcji najpierw po prawej, potem po lewej.> Wyprowadzenie
standardowe &, —% w € A* nazywamy tez lewostronnym.

Lemat 3.6 Jesli G - w — v, to istnieje wyprowadzenie standardowe G F w —»*

samej dtugosci.

v 1 to tej

» Dowdd:  Postepujemy przez indukcje ze wzgledu na dlugosé wyprowadzenia. Wyprowadze-
nie, ktére ma nie wiecej niz jeden krok, jest oczywiscie standardowe. Przypusémy wiec, ze kazde
wyprowadzenie ztozone z n lub mniej krok6w mozna zastapi¢ wyprowadzeniem standardowym o tej
samej dlugosci. Niech teraz wyprowadzenie w — v — uw ma n + 1 krokéw. Pierwsze n krokow
mozna zastapi¢ wyprowadzeniem standardowym w —»% v. Jedli wyprowadzenie w —»% v — u nie jest
standardowe, to musi by¢ tak:

e Ostatni krok wyprowadzenia w —»” v jest postaci v/ = vi€vanvs — v1€vayvs = v;

e Redukcja v — u jest postaci v = v1€vayvs — V1TVYV3 = U.

Zauwazmy, ze stowo v3 jest sufiksem wszystkich stéow wystepujacych w wyprowadzeniu w —% v, bo
redukcja nn — vy, jako ostatnia, musiata zajs¢ najbardziej na prawo. Mamy wiec w = w’vs i standardowe
wyprowadzenie w’ —»% vifvan — vi€vay.

Rozpatrzmy teraz redukcje w’ —L vi€von — vizven. Ta redukcja jest diugosci n, wiec istnieje tez

L

standardowe wyprowadzenie w’ —* vizven. Poniewaz 7 jest ostatnim symbolem stowa vy zvon, wige

L

wyprowadzenie w’' —~ vizven — vizvey tez jest standardowe. To samo dotyczy wyprowadzenia

L

w = w'vg =" v1TVaNU3 — v1TVyv3 = u. Oczywiscie dlugosé tego wyprowadzenia jest rowna n. O <«

Przez drzewo wywodu stowa w w gramatyce G (por. rysunek 3) rozumiemy kazde skoriczone
drzewo etykietowane symbolami z (A UN)* w taki sposob:

e Korzen ma etykiete &.

e Etykiety lisci sa symbolami terminalnymi i czytane od lewej do prawej (w porzadku
leksykograficznym $ciezek) daja stowo w.

e Jesli wierzchotek o etykiecie nieterminalnej £ ma k corek o etykietach ay,...,ar (czy-
tanych od lewej do prawej), to ,& = aj...ax” jest produkcja gramatyki G.

Drzewo wywodu dla w istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy w € L(G). Kazde wyprowadzenie
&y — w wyznacza pewne drzewo wywodu. Odwrotnie, jesli istnieje drzewo wywodu stowa w, to
istnieje tez wyprowadzenie tego stowa w gramatyce. Jedno drzewo moze odpowiadaé¢ réoznym
wyprowadzeniom, ale tylko jednemu wyprowadzeniu lewostronnemu. (Ale dla jednego stowa
moze istnie¢ wiecej niz jedno drzewo wywodu.)

SWyprowadzenie z przykladu 3.1 nie jest standardowe.
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Rysunek 3: Drzewo wywodu dla wyprowadzenia z przyktadu 3.1

Lemat 3.7 Jesli prawa strona kazdej produkcji gramatyki G ma dlugosé co najwyzej p, to
drzewo wywodu dla stowa w o dlugosci |w| > p™ ma wysoko$é wiekszq niz m.

Dowéd:  Drzewo o stopniu rozgalezienia nie przekraczajacym p i wysokosci nie przekracza-
jacej m ma co najwyzej p"* lisci. O

Twierdzenie 3.8 (Lemat o pompowaniu)
Dla dowolnego jezyka bezkontekstowego L istnieje stata n € N o nastepujgcej wtasnosci:

Jezeli w € L oraz lw| > n, to w mozna przedstawié w postaci w = uvzxy, gdzie

o vr F¢€;
o |vzz| < mny;

o w'zz'y € L dla dowolnego i € N, w szczegdlnosci uzy € L.

Statg n mozna efektywnie wyznaczyé na podstawie gramatyki generujgcej L.

Dowoéd:  Niech L = L(G) i niech p bedzie takie, ze || < p dla dowolnej produkcji £ = =
gramatyki G. Na dodatek, niech |[N| = m. Wybieramy stalag n = p"™ + 1. Przypusémy teraz,
ze w € L oraz |w| > n. Wezmy drzewo wywodu slowa w o najmniejszej mozliwej liczbie
wierzchotkow. Wysokosé tego drzewa (Lemat 3.7) musi by¢ wieksza niz m, czyli niz liczba
nieterminaléw. Zatem na pewnej Sciezce w drzewie powtarza si¢ nieterminalna etykieta, i to
wsrdd ostatnich m + 1 wierzchotkow tej Sciezki.

Niech 7 bedzie takim powtarzajacym sie nieterminatem. Zaltézmy, ze n wystepuje jako etykieta
pewnego wierzchotka a i jego potomka b. Zalézmy przy tym, ze liczba wszystkich potomkéw
wierzchotka a jest najmniejsza mozliwa, tj. ponizej a nie ma juz takich powtérzen. Oznacza
to, ze wysoko$¢ poddrzewa zaczepionego w a jest nie wicksza od m.

Dla pewnych stéow v, z,x mamy teraz n — vnx — vzzx, bo réwniez n — z. Nasze drzewo
odpowiada wigc takiemu wyprowadzeniu:

&0 — uny — wYNITY — UVZTY,
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N

w ktorym dwa wyrdznione wystapienia 7 dotycza wierzchotkéw a i b. Mozna to wyprowadzenie
modyfikowaé, usuwajac lub powielajac fragment drzewa odpowiadajacy redukcji n — vnz.
Otrzymujemy w ten sposdéb wyprowadzenia:

§o — uny — uzy,
&o — uny — uunxry —» uv277:c2y — e uvim:iy —» uvizxiy.

Nieréwnosé¢ |vzz| < n zachodzi dlatego, ze wyprowadzenie n — vzz odpowiada drzewu
o wysokosci co najwyzej m. Ponadto vx # e, bo inaczej uzy = w i drzewo wyprowadzenia
&0 — uny — uzy jest mniejsze. O

Przykltad 3.9 W drzewie na rysunku 3 mamy dwa wystapienia nieterminata &,, jedno nad
drugim. Stowo ababbbba mozna podzieli¢ na pie¢ czesci € -a-bab-b-bba w ten sposob, ze kazde
ze stow € - a’ - bab - b' - bba nalezy do jezyka z przyktadu 3.1.

Przyktad 3.10 Jezyk {a*b*c* | k € N} nie jest bezkontekstowy. Istotnie, przypusémy, ze n
jest stalg z lematu o pompowaniu, i ze uvzay jest zadanym rozbiciem stowa a™b"c”. Srodkowa
czesSé vzx jest dhugosci co najwyzej n i jest za krotka na to, aby wystepowaly w niej zar6wno
litery a jak i c. Zatem w slowie uv?za?y zabraknie albo liter a albo c.

Whiosek 3.11 Klasa jezykow bezkontekstowych nie jest zamknieta ze wzgledu na tloczyn.

Dowéd:  Jezyk z przyktadu 3.10 jest iloczynem jezykoéw bezkontekstowych:
{a*bFck | k € N} = {a™b"c* | n, k € N} N {a"V*c* | n, k € N}. m
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4 Automaty ze stosem

Przez (niedeterministyczny) automat ze stosem rozumiemy krotke:
M=(Q, A, X, q,00, F),
w ktorej:
o A jest skonczonym alfabetem (wej$ciowym);

e Y jest skoriczonym alfabetem stosu;

Q jest skoriczonym zbiorem standw;,

qo € Q jest stanem poczgtkowym;
® gg € X jest poczgtkowym symbolem stosu,
o ' C (Q jest zbiorem stanéw korcowych;

e ) C QXX x(AU{e}) x Q x X* jest relacjq przejscia.

Bedziemy czasem uzywaé skrotu A. na oznaczenie AU{e} (podobnie ¥.). Pare postaci (g, V),
gdzie q jest stanem i V € ¥*, nazywamy konfiguracjg automatu. (Interpretacja: automat jest
w stanie ¢, a zawartoScig stosu jest stowo V', przy czym wierzchotek stosu jest z lewej strony.)

Sens instrukeji (g, 0,a,p,U) € § jest taki: ze stanu ¢ mozna przej$¢ do stanu p, czytajac
z wejscia litere a i zastepujac litere o na wierzchotku stosu stowem U.
Automat ze stosem mozna przedstawi¢ w postaci grafu stanéw. Krawedzie tego grafu musza

by¢ oznaczone nie tylko literami alfabetu A, ale takze operacjami, ktore nalezy wykonaé na

stosie przy zmianie stanu. Jesli wiec (¢q,0,a,p,U) € 0, to stany p i ¢ potaczymy krawedzia

c:=U
oznaczong tak: g ——— p
a

Dziatanie automatu opisujemy za pomoca relacji M F C; = Ca, pomiedzy konfiguracjami:

e Jesli (q,0,a,p,U) € 6§, to M I {q,0V) 2 (p,UV), dla dowolnego V. (Uwaga: a moze
by¢ roéwne €);

wiw2

o Jesli M Cp -2 Coi M Coy —2 C3, to M FC =5 €.

Pomijamy , M F” jesli wiadomo o jaki automat chodzi. Jezyk akceptowany przez automat ze
stosem definiujemy tak:

LM)={weA| MF (q,00) B (q,U), dla pewnego g € F' i pewnego U}.

Przez obliczenie rozumiemy oczywiscie odpowiedni ciag konfiguracji.
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Przyklad 4.1 Dla zaakceptowania jezyka {a"b" | n € N} potrzeba automatu o czterech
stanach qo, g4, qp, f 1 alfabecie stosowym {og, A}. Relacja przejscia sktada sie¢ z piatek:

d <q070-0a57 f7 6) hd <Q0,0'0,CL,qa,AO'0>;
L4 <qa7A7a7qaaAA>; L4 <QG7A7b7 qbu£>;
® (g, A, b, qp, €); ® (@, 00,¢, [, €).
A:=AA A:=¢
a a

W tym przyktadzie kazde akceptujace obliczenie koriczy sie z pustym stosem, tj. w konfigura-
cji (f,¢e), a symbol poczatkowy stosu jest z niego usuwany dopiero na samym koncu. Zmiany
stosu polegaja zawsze albo na dolozeniu jednej litery (operacja push) albo na usunieciu jednej
litery (operacja pop). Mozna zakladaé, ze zawsze tak jest (patrz lemat 4.8).

Automaty deterministyczne

Automat ze stosem M = (Q, A, ¥, 3, qo, 00, F) jest deterministyczny, jesli spetnia takie warunki:

e Relacja przejscia jest funkcja czesciowa, d : (Q X ¥ x A.) — (Q x X¥);

e Dla dowolnej pary ¢ € Q, o € X, jezeli wartos¢ d(q,o,¢) jest okreslona, to nie jest
okreslona zadna z wartosci d(q, 0, a), gdzie a € A.

A zatem automat deterministyczny moze (przy ustalonym wejsciu) w kazdej konfiguracji
wykonaé co najwyzej jeden ruch. Dla danej konfiguracji C takiego automatu, i danego stowa
wejsciowego, obliczenie rozpoczynajace sie od C moze wiec byé tworzone tylko na jeden sposéb.

Jezyki akceptowane przez deterministyczne automaty ze stosem nazywamy deterministycznyms
jezykami bezkontekstowymi. Okazuje sie, ze klasa deterministycznych jezykow bezkontek-
stowych jest zamknieta ze wzgledu na dopelienie. (Jesli L jest deterministycznym jezykiem
bezkontekstowym, to —L tez.)

To jest nieco mniej oczywiste niz dla automatow skonczonych (wniosek 2.6), bo determinis-
tyczny automat ze stosem moze sie ,zapetli¢” (wchodzac w nieskoniczony ciag epsilon-krokow)
lub ,zablokowa¢” w konfiguracji nie pozwalajgcej na zaden ruch. Ale tatwo mozna kazdy de-
terministyczny automat przerobié¢ na réwnowazny automat, ktéremu te zachowania nie groza
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(lemat 4.2). Wtedy znowu wystarczy zamienié¢ stany akceptujace na nieakceptujace i odwrot-
nie. Wiecej szczegotow drobnym drukiem:

>

Lemat 4.2 Jesli L jest deterministycznym jezykiem bezkontekstowym, to L = L(M’) dla pewnego
deterministycznego automatu ze stosem M = (Q, A, %, 6, qo, 00, F), ktory ma takie wlasnosci:

1) Jesli 6(q,00,a) = (p, W), to W = W'ay, gdzie W € (¥ — {oo})*, jesli za$ 6(q,0,a) = (p, W),
gdzie 0 # o9, to W € (X —{00})*. (Symbol oy nie jest nigdy usuwany ze stosu ani nie jest tam
doktadany.)

2) Dla dowolnej pary q € Q, o € X, albo okreslona jest wartosé §(q,o,¢), albo wszystkie wartosci
0(q,0,a), dla a € A. (Automat M w kazdej konfiguracji moze wykonac doktadnie jeden ruch.)

3) Dla dowolnego stowa w istnieje obliczenie postaci (qo,oq) s (¢, X), tj. automat zawsze czyta
cate stowo wejsciowe.

Dowéd:  Zalézmy, ze L = L(M'), gdzie M' = (Q', A, X/, 0',q)), 0f, F'). Przerabiamy automat M’
na automat M. Dodajemy nowy stan poczatkowy qo # ¢( 1 wybieramy nowy poczatkowy symbol
stosu o # o). Definiujemy 6(qo, 00,¢) = (¢4, 0400). W ten sposéb uzyskamy warunek (1).

Teraz dodajemy nowy stan r i we wszystkich przypadkach gdy zaréwno ¢'(q, o, ) jest nieokreslone jak

tez nieokreslone jest 6’(g, 0,a) dla pewnego a € A, definiujemy

6(q,0,a) = (r,0).
Dla dowolnych a i o definiujemy tez §(r,o,a) = (r,0). W ten sposéb uzyskamy (2). Stan r nie bedzie
stanem akceptujacym, wiec jezyk akceptowany sie nie zmieni.

Dodajemy teraz nowy stan f i przyjmujemy F = F’ U {f}. Definiujemy 6(f,0,a) = (r,0), dla
wszystkich a € A.

Powiemy, ze para (g, o) jest martwq konﬁgumch, gdy istnieje nieskoriczone obliczenie automatu M’:

(q,0) = (po, Vo) — (p1, V1) — (p2, V2) -~

Jesli teraz ktorys ze stanow p; jest konicowy, to poprawiamy funkcje &' tak: d(q,o0,¢) = (f,0). Jesli
zaden nie jest koricowy, to definiujemy (g, 0,¢) = (r,0). Robimy tak dla kazdej martwej konfiguracji.
Ich liczba jest oczywiscie skoriczona. W pozostatych przypadkach definiujemy ¢ tak samo jak 4.

Musimy pokazaé, ze nasz nowy automat spelia warunek (3). Jesli automat M’ ma obliczenie, ktore
czyta cale stowo w, to oczywiscie M tez ma takie obliczenie. W przeciwnym razie mamy pewne
wlasciwe podstowo w’ slowa w i obliczenie automatu M’ postaci

<Q0,0'0> <pO7WO> <p1,W1> <p27W2> _»

7 ciagu stow W,; wybieramy najkrotsze mozliwe stowo, powiedzmy Wy. Przypusémy, ze Wy =7- W
(stowo Wy, jest niepuste, bo zachodzi warunek (1)). Wtedy para (pg,7) jest martwa konfiguracja.
Rzeczywiscie: dla m > k, stowa W, sa postaci W,,, = W/ W, istnieje wiec nieskoriczone obliczenie

(Pk> T) = <pk+1aW1é+1> = <pk+2aW1:>+2> S
W automacie M mamy teraz §(py, T, 8) (r,7) lub 5(pk, T,E) = (f, 7). A zatem
M (g0, 00) = (pr. 7 W) —> (p, 7 W) = (r,7- W),
gdzie p to albo r albo f. Tak czy owak, obliczenie koniczy sie w stanie r, bo stowo w” jest niepuste. O

<
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Fakt 4.3 Klasa deterministycznych jezykow bezkontekstowych jest zamknieta ze wzgledu na
dopetnienie.

» Dowod: Niech L = L(M), gdzie M = (Q, A, %,6,qo,00, F) spelnia warunki Lematu 4.2.
Zdefiniujemy automat M’ = (Q’, A, %, q}, 00, F’), akceptujacy dopelnienie jezyka L. Jego zbio-
rem stanow jest Q' = @ x {0, 1,2}, a jako stan poczatkowy wybieramy: ¢ = (qo,0) jesli qo & F,
a w przeciwnym przypadku ¢{ = (qo, 1). Definiujemy jeszcze F' = {{q,2) | g € Q}.

Automat M’ ma za zadanie nasladowaé obliczenia automatu M i do tego stuzy pierwsza wspolrzedna
kazdego stanu. Druga wspolrzedna zawiera informacje o tym, czy automat M osiagnat (1) czy nie (0)
jakis stan akceptujacy przeczytane dotychczas stowo. Wartosé 2 oznacza, ze stanu akceptujacego nie
bylo i juz nie bedzie, bo nie da sie wykonaé¢ kroku epsilonowego.

Automat M’ dziala wiec nastepujaco. Jesli stan ¢ nie jest stanem akceptujacym w M, to kazde
przejscie g o=V, p automatu M, gdzie a € A, jest w automacie M’ rozbite na dwa kroki postaci

a

(q,0) =% (g,2) ==Y (p,1) lub postaci (g,0) Z=% (g,2) <= (p,0), zaleznie od tego, czy p € F
€ a

€ a

czy nie. Przejscia postaci ¢ o=V, p sa za$ zastapione odpowiednio przez (g,0) =Y, (p,1) lub
£ 1>

{q,0) o=V, (p,0). A jedli ¢ € F, to krok ¢ o=V, p zastepujemy po prostu przez {(q, 1) =V, (p, 1)
€ a a

lub (g, 1) =V, (p,0) (jesli ¢ € F, to stany (g, 0) i (g,2) nie sa uzywane). Jesli wiec po przeczytaniu
a

stowa w maszyna M’ wchodzi w stan postaci (g,2), to jest to ostatni stan osiggalny dla tego stowa.
To znaczy, ze maszyna M nie mogta zaakceptowa¢ w. Na odwrot, jesli w ¢ L, to maszyna M
czytajac w wechodzi ostatecznie w stan ¢ € F, w ktorym mozliwe sa tylko kroki literowe (por. lemat 4.2).
Wtedy maszyna M’ osiaga kolejno stany (q,0) i (q,2) i akceptuje.

A zatem stowo w jest akceptowane przez M’ wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest akceptowane przez M,
bo obliczenie automatu M dla w nie osiaga stanu akceptujacego. Scista definicja funkcji przejscia
automatu M’ jest taka:

)

— '({¢;1),e,0) = ({p, 1), V);

- 0'({¢,0),e,0) = ({p,1), V), dlap € F;

= 6'((q,0),e,0) = ((p,0), V), dlap ¢ F

e Jedli 6(q,a,0) = (p, V), gdzie a € A, to:

- 0'({¢:1),a,0) = ((p,1),V), dlap € F;

- 8'({g,1),a,0) = ({p,0),V), dla p & F

= 0'((¢,2),a,0) = ((p,1),V), dlap € F;

— 0'((¢:2),a,0) = ((p,0),V), dla p & F;

— 6'({g,0),¢,0) = ((¢,2),0) O

Fakt 4.4 Klasa jezykow bezkontekstowych nie jest zamknieta ze wzgledu na dopetnienie.

Dowéd:  Rozpatrzmy jezyki:
Ly = {a"b"c* | n,k €N}, Lo ={a"FcF | n, k€ N}.
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Gdyby klasa jezykéw bezkontekstowych byta zamknieta ze wzgledu na dopelnienie, to jezyk
L= {a”b”c" | n € N} =L1NLy= —(—Ll U —Lg)
byltby bezkontekstowy. A nie jest (przyktad 3.10). O

Whiosek 4.5 Nie kazdy jezyk bezkontekstowy jest deterministyczny.

Przyktad 4.6 Konkretnym przykiadem jezyka bezkontekstowego, ktory nie jest determinis-
tyczny jest jezyk Lz = {a™b™c* | n # m VvV m # k}. Gdyby ten jezyk byl deterministyczny, to
jezyk L = {a"b"c" | n € N} bylby bezkontekstowy, bo L = —Ls Na*b*c*, a tatwo pokazaé, ze
iloczyn jezyka bezkontekstowego i jezyka regularnego musi by¢ bezkontekstowy.

Akceptowanie jezykéw bezkontekstowych

Twierdzenie 4.7 Kazdy jezyk bezkontekstowy jest akceptowany przez pewien niedeterminis-
tyczny automat ze stosem.

Dowod:  Niech L = L(G) dla pewnej gramatyki G = (A, N, P, &y). Konstruujemy automat
M = <Q7 Av Zv 57 40,00, F> akceptuj@cy L.

Zbiorem stanow jest Q = {qo,q1, g2}, przy czym g¢o jest koncowy, tj. F' = {g2}. Jako alfabet
stosu przyjmujemy ¥ = AUN U {o¢}. Relacja sktada sie z takich piatek:

L q0700755q1)§000>;

(
e (q1,&,e,q1,w), dla dowolnej reguty ,& = w” € P;
e (qi,a,a,q1,¢), dla a € A,

(

L4 q17007€aq275>'

Sens tej konstrukeji jest taki: automat najpierw umieszcza na stosie symbol poczatkowy &g gra-
matyki G. Potem caly czas mamy na stosie pewne stowo x € (AUN)*, takie ze G F & — uxz,
dla pewnego u € A*. Automat moze w kazdym kroku zrobié¢ jedng z dwoch rzeczy:

1) Jesli pierwszy symbol stowa z jest w A, to ten sam symbol powinien pojawiaé sie na wejsciu.
Czytamy symbol z wejscia i usuwamy go ze stosu.

2) Jesli pierwszy symbol & stowa x jest nieterminalny, to zastepujemy go przez prawa strone
ktorejs z odpowiednich produkeji (tu dziata niedeterminizm).

Maszyna akceptuje, gdy na stosie juz nic nie zostato oprécz symbolu korica stosu. Dziatanie
jej mozemy wiec opisaé taks réwnowaznoscia, ktora zachodzi dla dowolnych w € A* oraz
dowolnych z,y € (AUN)*:

Mt (q1,y00) = (q1,x00) wtedy i tylko wtedy, gdy GFy—ltwr

Scisty dowéd implikacji (=) mozna przeprowadzi¢ przez indukcje ze wzgledu na liczbe wys-
tapien stanu ¢; w obliczeniu, a dowod implikacji (<) przez indukcje ze wzgledu na liczbe
krokéw wyprowadzenia lewostronnego. Jesli w powyzszej rownowaznosci przyjmiemy y = &g
iz = ¢, to tatwo otrzymamy réwnosé¢ L(M) = L(G). m
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Lemat 4.8 Jesli L = L(M') dla pewnego automatu ze stosem M’ =(Q', A, ¥, ', q, 0(, F'),
to takze L = L(M), gdzie M = (Q, A, ¥, 6, qo, 00, F') ma takie wlasnosci:

1) Automat M ma tylko jeden stan koricowy: F = {f}, przyjmowany tylko na koniec
obliczenia (nie ma w 0 pigtki postaci (f,...)).

2) Automat M akceptuge tylko z pustym stosem:
L=LM)=A{we A" | Mt (q,00) — (f,)}.

3) Relacja 6 sktada sie wylgcznie z pigtek postaci (q,0,a,p,T0) i {q,0,a,p,€), gdzie T,0 € ¥
oraz a € AU {e}. (Operacje wykonywane na stosie sq tylko typu pop i push.)

4) Nie ma w 0 pigtki postaci (q,0,a,p,000), a jesli (q,00,a,p,€) € 0, to p= f. (Symbol oy
jest usuwany ze stosu tylko w ostatnim kroku przed zaakceptowaniem i nigdy nie jest tam
doktadany.)

» Dowo6d:  Przerabiamy automat M’ na automat M. Najpierw dodajemy nowy stan poczat-
kowy ¢o 1 nowy poczatkowy symbol stosu og. Dodajemy jedno nowe przejscie (qo, €, 00, g4, 7400). Po
wykonaniu tego przejscia, automat M robi to samo co automat M’ z ta réznica, ze na dnie stosu lezy
dodatkowo symbol og.

Dodajemy teraz nowy stan f” i takie przejscia:

<fl/7€a0-07f7€>;
<.f/a &, OJ) f//75>;
<f//a57 OJ, f//7€>7

dla dowolnego stanu konicowego f’ automatu M’ i dowolnego o’ # og.

Przejécia te pozwalaja na oproznienie stosu po osiggnieciu stanu f’ i przejscie do stanu konicowego
maszyny M. Jest to jedyny sposob, w jaki mozna usunaé ze stosu symbol oy.

Poniewaz nie dotozymy juz zadnego przejscia wstawiajacego oo na stos, wiec warunki (1), (2) i (4)
beda spelnione. Dla spelnienia warunku (3) rozbijemy kazdy krok maszyny M’ na kilka krokow
maszyny M, typu pop lub push. Kazda piatke {(q,a,0,p, 71 ...7x), ktora nie jest ani postaci push ani
pop, zastapimy mianowicie przez pigtki:

L4 <Q7Ua avrk_177-k710->7 <Tk_1a Tk71757rk_277-]€727-k?71>7 e <T2a727€apa 7-17-2>? gdy k Z 2 oraz T = 0,
e (q,0,a,m,0'0) i (r,0’,e,p,e), gdy k=117, = o (symbol ¢’ jest dowolny, byle tylko o’ # o9);
o (q,0,a,7% &), (r* 7,71 77) (dla dowolnego 7) oraz (r*=1 7, e, 7% "2 1), ...

oo rt T e p, i), gdy k> 01T # 0.

Trzeba tylko pamietaé¢ aby dla kazdej eliminowanej piatki uzywaé innych stanéw r. O <

Twierdzenie 4.9 Dla dowolnego automatu ze stosem M, jezyk L(M) jest bezkontekstowy.

Dowdéd:  Niech M = (Q, A, %, 9, qo, 00, F) i niech Q = {qo,...,qn}. Zakladamy, Ze nasz
automat spelnia warunki Lematu 4.8, w szczegdlnosci niech F' = {g, }. Definiujemy gramatyke
G = (AN, P &), gdzie N = {{7 | i,j =0,...,n Ao € B}, oraz & = . Chodzi o to, aby
z symbolu {7, wygenerowac taki jezyk:
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Ly ={we A" | M F(gi,0) — (gj,€)}.
Doktadniej, chcemy, zeby Lf; = L(GY;), gdzie GF; = (A, N, P,£7).
Jasne, ze wtedy bedziemy mieli L(G) = Lg? = L(M).

Produkcje dla nieterminatu &f; zaleza od mozliwego przebiegu obliczenia (g, o) = (gj,€).

W zaleznosci od pierwszego kroku, takie obliczenie moze by¢ trojakiej postaci (tutaj a € A.):

e (gi,0) LN (gj,€) (pojedyncza operacja typu ,pop”);

’ll)/

b : : b2 99
o (gi,0) = (g, ) — (qr,7) — {(gj,€)  (najpierw ,pop”, potem ,push”);

" m
w

w . . bl
hd <Qi70> i> <Qk,’7'(7'> - <qf7 U) - <Q_77€> (naJplerW nPUSh 7)7

w//

przy czym obliczenie (g, 70) — (qv, o) odbywa sie bez usuwania o ze stosu.

Dla w € LY;, w drugim przypadku mamy w’ € Lj;, a w trzecim w” € L], oraz w" € L{,.
Dlatego gramatyka G ma takie produkcje:

e {7 = a, dla dowolnego przejscia (gi,0,a,qr,€) € 0;

o &7 = abj;, dla dowolnej pary przejs¢ postaci (Giy 0,0, q,€) 1 {qr,€,b,qe, T);

o & = a&f,&7;, dla dowolnego przejscia (i, 0,0, qk,TO) € 0.
Aby wykaza¢, ze L(GY;) = L; postepujemy tak: inkluzji (C) dowodzimy przez indukcje

ze wzgledu na dlugosé wyprowadzenia, a inkluzji (2) przez indukcje ze wzgledu na dlugosé
obliczenia. O

7 powyzszego wynika natychmiast nowy dowod faktu 3.3:
Whiosek 4.10 Kazdy jezyk reqularny jest bezkontekstowy.

Dowéd: Kazdy automat skoniczony mozna uwazaé za automat ze stosem. 0

Twierdzenie 4.9 uzasadnia tez nasza definicje deterministycznego jezyka bezkontekstowego:

Whniosek 4.11 Deterministyczne jezyki bezkontekstowe sq bezkontekstowe.
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5 Hierarchia Chomsky’ego

Przez gramatyke typu zero rozumiemy krotke G = (A, N, P, &), w ktorej znaczenie symboli
A, N i & jest takie jak poprzednio, ale produkcje w zbiorze P sa postaci u = v, gdzie
stowa u,v € (AU N)* sa zupelnie dowolne, byle tylko u # e. Relacja redukcji —¢ jest
zdefiniowana podobnie jak dla gramatyk bezkontekstowych, mianowicie © —¢ y (zapisywane
tez tak: G F o — y) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = = xjuxs, y = x1vxe, Oraz u = v
jest pewna produkcja. Oczywiscie notacja —»¢ oznacza istnienie (by¢ moze pustego) ciagu
redukcji, a jezyk generowany przez taks gramatyke definiujemy tak:

L(G) = {w € A" | § ¢ w)

Przyklad 5.12 Jezyk {a"b"c™ | n € N} jest generowany przez gramatyke, ktora ma produkcje:

50 =€, 50 = n;
n = afnc, n = abc;
Ba = afB, [b= bb.

Moéwimy, ze gramatyka jest monotoniczna, gdy jej produkcje sg tylko postaci

o { =5

o u = v, gdzie |u| < |v| oraz & nie wystepuje w stowie v.

Gramatyka z przyktadu 5.12 jest monotoniczna. Jesli jezyk jest generowany przez gramatyke
typu zero (odp. monotoniczna), to moéwimy, ze jest to jezyk typu zero (odp. monotoniczny).
Jezyki typu zero nazywamy tez jezykami rekurencyjnie przeliczalnymi. Tradycyjna nazwa
,zbior rekurencyjnie przeliczalny” bierze sie stad, ze elementy takiego zbioru mozna po kolei
efektywnie generowaé, czyli ,rekurencyjnie przelicza¢”. W tym celu nalezy systematycznie
konstruowaé¢ wszystkie mozliwe wyprowadzenia gramatyki.

Fakt 5.13 Kazdy jezyk bezkontekstowy jest monotoniczny.

Dowodd:  Gramatyki bezkontekstowe nie muszg byé monotoniczne, bo po prawej stronie
produkcji moze by¢ stowo puste. Ale gramatyke bezkontekstowa G = (A, N, P, &), generujaca
jezyk L mozna przerobi¢ na gramatyke monotoniczna generujaca ten sam jezyk. W tym celu
najpierw dodajemy nowy nieterminal & i kazda regute & = v, dla £ # &, przerabiamy na
§ = v/, gdzie v’ powstaje z v przez zamiane wszystkich £y na . Natomiast produkcje §y = v
zmieniamy na £, = v. Na koniec dodajemy produkcje § = ) 1 w ten sposob usuneliémy
symbol &g z prawych stron wszystkich produkc;ji.

Teraz niech N¢ = {£ € N | £ - ¢}. Dla dowolnej produkeji n = u, jesli w u wystepuja
symbole z N¢, to dodajemy do gramatyki wszystkie produkcje postaci n = ', gdzie
jest dowolnym niepustym stowem, ktére mozna otrzymaé ze stowa u przez usuniecie jednego
lub wiecej wystapienn pewnych symboli ze zbioru N¢. (Na przyklad w przypadku produkeji
n — an'bn”c, gdzie ', n’" € N¢ dodajemy produkcje n — abn”c, n — an'be, n — abe.)
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Po tej operacji usuwamy z gramatyki wszystkie produkcje postaci & = . Jesli € € L to
dodajemy jeszcze produkcje &y = €. Otrzymalismy bezkontekstows gramatyke monotoniczna.

Jesli w € L i w # ¢, to wyprowadzenie stowa w w gramatyce G mozna nasladowaé¢ w gra-
matyce przerobionej, przewidujac, z ktérych wystapien nieterminaléw nalezacych do N ma
zostaé wyprowadzone slowo puste, i stosujac zawczasu odpowiednie produkcje pomijajace te
wystapienia. Na odwrét, wyprowadzenie terminalnego stowa w nowej gramatyce zawsze od-
powiada pewnemu wyprowadzeniu w G, gdzie pewne nieterminaly zostalty zredukowane do
stowa pustego. 0

Jezyki kontekstowe: Gramatyke nazywamy kontekstowg jesli ma tylko produkcje postaci:

o {o=¢;

o zly = xvy, gdzie x,y,v € (AUN)*, £ € N, v # € a symbol &, nie wystepuje w stowie v.

Jezyki generowane przez gramatyki kontekstowe nazywamy oczywiscie jezykami kontekstowymi.
Latwo widzieé¢, ze kazda gramatyka kontekstowa jest monotoniczna. Na odwroét tez:

Twierdzenie 5.14 Jezyk jest kontekstowy wtedy i tylko wtedy gdy jest monotoniczny.

Dowo6d:  Przypusémy, ze G jest gramatyka monotoniczng. Przerabiamy ja na gramatyke
kontekstowa, akceptujaca ten sam jezyk.

Najpierw dodajemy nowe nieterminaly &,, dla wszystkich a € A. Dla dowolnego stowa =,
przez x’ oznaczmy stowo powstale z x przez zamiane kazdego a € A na nieterminal £,. Kazda
produkcje x = y zastepujemy przez produkcje ' = 3/ i dodajemy wszystkie produkcje postaci
§a = a.

Po tym zabiegu mamy w gramatyce produkcje postaci g = ¢, € = a, oraz © = y, gdzie
stowa z 1 y skladaja sie z samych nieterminalow, a przy tym |z| < |y|. Pierwsze dwa rodzaje

produkcji sa dobre, a produkcje trzeciego rodzaju trzeba przerobi¢ na kontekstowe. Wezmy
wiec taka produkcje, np.

§1&2. .. &= mn2 .. N,

1 przerabiajmy (pamietajac, ze k < n). W tym celu dodamy do N nowe nieterminalne symbole
Ti,...,Tn, 1 zastapimy nasza produkcje przez k + n produkcji:

§1&2... & = mi&a...&k
€. & = Timls... &
T Th—28k—18k = T1... Tp—2Tk-1&k
Tl'--kalfk = T1...Tn
T1...Tpn, = MT2...Tp
mme...Tp, = TN273...Tn
M---Mn—1Tn, = MN1..-Tn
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Teraz juz wszystkie produkcje sg kontekstowe. Oczywiscie nowa gramatyka generuje wszystkie
stowa z jezyka L(G). Poniewaz dla kazdej z regul eliminowanych w sposob opisany powyzej
dobieramy nowe nieterminalty 7;, wiec zadne dodatkowe stowo tez nie moze zosta¢ wygenero-
wane. Zauwazmy bowiem, ze pozbycie sie 7; z generowanego stowa jest mozliwe tylko wtedy
gdy odpowiednia sekwencja dodanych regut zostata wykonana w catosci. O

Przyklad 5.15 Pokazemy jak przerobi¢ monotoniczna gramatyke z przyktadu 5.12 na kon-
tekstowa. Najpierw we wszystkich produkcjach zamienimy litery terminalne na nieterminalne
i dodamy reguty pozwalajace na odtworzenie wlasciwych terminatow:

So=e, So=m
n = &abNée, 1N = §alples
BEa = &aBy  BE = Ebép,

Ea:>a7 gb:>b> £C:>C-

W otrzymanej gramatyce jedna produkcja nie jest kontekstowa. Zastepujemy wiec 8¢, = £,0
czterema produkcjami kontekstowymi, uzywajacymi nowych nieterminatow 7 i o:

BEq = TEuy, TEq = To, TO = &40, &0 = E&.0.

Teraz juz wszystkie produkcje sa kontekstowe. Otrzymana gramatyka generuje wszystkie
stowa postaci ab"¢" i zadnych innych.

Hierarchia Chomsky’ego

Tak zwana hierarchia Chomsky’ego sktada sie z czterech poziomoéw:

Jezyki typu zero, czyli rekurencyjnie przeliczalne.

Jezyki typu jeden, czyli kontekstowe (monotoniczne).

Jezyki typu dwa, czyli bezkontekstowe.

Jezyki typu trzy, czyli regularne.

Inkluzje pomiedzy klasami jezykoéw tworzacymi kolejne szczeble hierarchii sa wtadciwe, tj. dla
kazdego n = 1,2, 3 istnieja jezyki typu n — 1, ktoére nie sa typu n. Dla n = 2, 3 takie przyktady
juz znamy, przypadek n = 1 wyniknie z pewnych ogdlniejszych faktow.



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 27

6 Maszyny Turinga

Niedeterministyczna, jednotasmowa maszyna Turinga nad alfabetem A to krotka
M = <A7 27 Qv Ba 67 q0, Aa R>
gdzie:
e Y jest skonczonym alfabetem, zawierajacym A oraz symbol B ¢ A (blank);

e () jest skoniczonym zbiorem standw;

qo € Q jest stanem poczgtkowym;

A, R C @ sa odpowiednio zbiorami stanoéw akceptujgcych i odrzucajgcych

zbiory X1 @), oraz A i R sa rozlaczne, a suma F' = AU R to zbior standéw koricowych;

e ) C(Q-F)xXxXxQx{=1,0,41} jest relacjg przejscia.

Zakladamy dla uproszczenia, ze dla dowolnej pary (q,a), gdzie ¢ ¢ F istnieje zawsze co
najmniej jedna piatka (q,a,b,p,i) € . Maszyna jest deterministyczna, gdy J jest funkcja:

J:(Q—-—F)xEX—-XxQx{-1,0,+1}.

Interpretacja tej definicji jest taka: maszyna zawsze znajduje si¢ w doktadnie jednym ze swoich
stanow 1 widzi doktadnie jedna klatke tasmy (nieskoriczonej w obie strony). Na tasmie zapisane
sa znaki z alfabetu X. Relacja § okresla mozliwe zachowanie maszyny: jesli (¢, a,b,p,i) € 0,
to maszyna widzac a w stanie ¢ moze napisaé b, przejé¢ do stanu p i przesunaé glowice o @
klatek w prawo.

Przez konfiguracje maszyny rozumie sie zwykle stowo postaci wqu, gdzie ¢ € @ oraz w,v € ¥*.
Utozsamiamy konfiguracje wqu, Bwqu i wquB. (Zawsze mozna wiec zaktadac, ze stowo v nie
konczy sie blankiem, a stowo w nie zaczyna sie od blanku.) Sens: na tasmie mamy stowo wv,
z lewej i z prawej same blanki, a gtowica maszyny patrzy na pierwszy znak na prawo od w. Kon-
figuracje postaci C,, = qow, gdzie w € A, nazywamy poczgtkowg, a konfiguracje postaci wquv,
gdzie ¢ € F nazywamy koricowq (akceptujaca lub odrzucajaca, zaleznie od stanu q).

» Uwaga: Ta definicja oznacza przyjecie dwoch waznych zalozen interpretacyjnych. Po pierwsze,
ze dozwolone konfiguracje sktadaja sie z prawie samych blankéw: na tasmie moze by¢ tylko skonczenie
wiele innych znakéw. Po drugie, ze nie odrézniamy od siebie sytuacji rézniacych sie tylko przesunie-
ciem na tasmie. Gdyby te dwa zalozenia odrzucié, to zawartosé tasmy powinna by¢ definiowana jako
dowolna funkcja ze zbioru liczb caltkowitych (numeréw klatek na tasmie) w alfabet 3, a konfiguracja
maszyny jako para zlozona z zawartosci tasmy i stanu. W wiekszosci przypadkoéw te dwa uproszczenia
nie wplywaja na tresé¢ uzyskanych wynikow, ale nie zawsze tak jest. <

Relacje — A na konfiguracjach definiuje si¢ tak:

e Jesli (g,a,b,p,+1) € 0, to wgav — pq whpv;
e Jesli (q,a,b,p,0) € 0, to wgav — a1 wpbv;
e Jesli (q,a,b,p,—1) € 0, to weqgav — pq wpchv,
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Rysunek przedstawia konfiguracje C = abbac qaaacaa i konfiguracje abbachp aacaa, ktora
mozna otrzymac z C jesli do relacji przejscia nalezy piatka (q, a, b, p, +1).

| |=[e]s[als [=|2laje|s]a) -] o
E@

| |u[s(s]a)e [ =|=]slala] | |

Symbolem —» x4 oznaczamy przechodnio-zwrotne domkniecie relacji — . Mowimy, ze M za-
trzymuge sie dla konfiguracji C (dla stowaw € A), gdy C — ¢ C' (odpowiednio, gdy C, =1 C'),
gdzie C’ jest konfiguracjg koncowa. Jezeli C,, - C', gdzie C’ jest konfiguracja akceptujaca,
to méwimy, ze maszyna akceptuje stowo w.

Jezyk akceptowany przez maszyne M definiujemy tak:
L(M) = {w | M akceptuje w}.

W przypadku maszyny deterministycznej, moéwimy, ze maszyna odrzuca w, jezeli Cy —pq C’,
dla pewnej konfiguracji odrzucajacej C’. Maszyna deterministyczna jest totalna, jezeli zatrzy-
muje sie dla kazdej konfiguracji poczatkowe;j.

Przez obliczenie maszyny, rozpoczynajace sie od konfiguracji C, rozumiemy maksymalny cigg
konfiguracji C = Cy —a1 C1 —m C2 — s -+ -. Obliczenie moze by¢ skoriczone (akceptujace
lub odrzucajace®) lub nieskoriczone. Dla danej konfiguracji C, maszyna deterministyczna ma
zawsze tylko jedno obliczenie rozpoczynajace sie od C. Maszyna niedeterministyczna moze
mieé ich wiele.

Przyklad 6.1 Relacje przejécia maszyny Turinga mozna czasem przedstawi¢ za pomoca
tabelki.W wierszu ¢ i kolumnie a znajduja sie takie trojki (b, p,i), ze (¢,a,b,p,i) € §. Nasz
przykltad to maszyna akceptujaca jezyk {ww | w € {a,b}*}. Stanem akceptujacym jest OK.
Dla czytelnosci tabeli nieistotne pola pozostaly puste. Mozna tam wpisaé cokolwiek.

W stanie ¢ maszyna zamazuje krzyzykiem obecnie ogladany symbol, i przechodzi do stanu ¢,
lub ¢y, zaleznie od tego, jaki to byt symbol. Potem przesuwa glowice w prawo, az w pewnym
momencie, w konfiguracji postaci #wqgav lub #wqpbv ,postanowi” wraca¢. Wtedy przechodzi
do konfiguracji postaci #wp#v i przesuwa glowice w lewo, az nie natrafi na krzyzyk. Nastepnie
cofa sie¢ o krok i przechodzi do stanu g;. W tym stanie maszyna zachowuje si¢ podobnie
jak w stanie qg, ale tym razem deterministycznie poszukujemy pierwszej litery na prawo od
wczesniej postawionych krzyzykow. Jesli ta litera jest taka jak trzeba, to zamazujemy ja
i wracamy znowu na poczatek. Powtarzamy to tak dtugo, az sie nie okaze, ze zamazaliSmy juz
wszystkie litery. Wtedy maszyna powracajaca w lewo w stanie r natrafia na blank, przechodzi
do stanu s i przesuwa gltowice w prawo. Jesli natrafi znowu na blank, to akceptuje.

5Przy naszej definicji nie ma innej mozliwosci obliczenia skonczonego.
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a b B +#
q | #,4a; +1 | #,q5,+1 | B,OK,0
da | @yqa,+1 | b,qq,+1 B, qa,0
#,p, —1

@ | a,q,+1 | b,q,+1 | B,qy,0

#7p7_1
p| ap—1] bp-1 #,q1,+1
@ | #,q%+1 [ #.¢°+1
q* | a,q* +1 | b,q% +1 #,1% +1
@l a g +1]0b¢ +1 Horb 41
r¢ | #,7r,—1 b, 7,0 B,r%,0 | #,r% +1
| a0 #.r,—1 | B,r°,0 | #,7°, +1
r| ap,—1 b,p,—1 | B,s,+1 | #,r,—1
S a,s,0 b,s,0 B,OK,0 | #,s,+1

Nasza maszyna nie ma standéw odrzucajacych. Jesli natrafia na sytuacje, ktora jej sie nie
podoba, to naburmuszona zostaje w miejscu, wykonujac trywialne czynnosci. Obliczenie jest
wtedy nieskoniczone.

Maszyny wielotasmowe

Jednotasmowe maszyny Turinga stanowia bardzo prosty formalny model obliczenia. Ze wzgledu
na te prostote, implementacja nawet prostego algorytmu za pomoca takiej maszyny bywa
skomplikowana. Dlatego postugujemy sie réznymi, bardziej realistycznymi, uogdélnieniami,
np. rozwazamy maszyny, ktére maja kilka tasm roboczych. Mozna wtedy wyodrebni¢ tasme
wejéciowa, przeznaczong tylko do odczytu. My przyjmiemy tez model, w ktérym tasmy sa
nieskonczone tylko w prawo.

Formalnie, niedeterministyczna, k-ta$mowa maszyna Turinga jest definiowana podobnie do
zwyklej, tj. jako krotka M = (A, 3, B, @, d, qo, A, R), ale ma relacje przejscia

§:((Q—F)x (AU{B}) x ©F) x (¥ x Q x {~1,0,+1}*1).
Maszyna wielotasmowa jest deterministyczna, gdy 6 jest funkcja.

§:((Q—F) x (AU{B}) x ¥) = (¥ x Q x {—1,0,+1}*1).

Konfiguracje takiej maszyny stanowi krotka postaci

(q, (wo, vo), (w1,v1), ..., Wk, Vg)),

przedstawiajaca kolejno: stan, zawarto$é tasmy wejSciowej i zawartos¢ k tasm roboczych
(blanki pomijamy). Interpretacja jest taka, ze na i-tej tasmie zapisane jest stowo w;v;,
a i-ta glowica widzi pierwszy symbol stowa v; (jesli v; = e, to pierwszy blank nastepujacy
po stowie w;.)
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Jesli g jest stanem akceptujacym (odp. odrzucajacym, koricowym), to konfiguracja jak wyzej
jest akceptujgca (odp. odrzucajgca, kornicowa). Konfiguracja poczgtkowa ma postac:

Cw = (qo, (g, w), (g,€),...,(e,€)).

For the read-only input tape we assume that it always contains an input word preceded and
followed by blanks (so that the beginning and the end of input can be recognized).” The
meaning of (wg,vg) is such that wopvg = w (where w is the input) and the input head is
positioned at the first symbol of vy (or at the blank to the right of wq in case vy = ).

We now define a single-step relation — ¢ on configurations.® Let
C = (g, (wo, vo), (wi,v1), ..., (wg,vk)) and C" = (¢, (wp, vy), (Wi, V1), ..., (W, vp))-
We write C — ¢ C' (or simply C — C’) iff there exists a tuple
{(q,b0,b1,...,bk,C15 sy Gy G0y, JK) €O
such that the following (where ¢ stands for bg) holds for all i =0, ... k:

e Either v; = b;u; for some wu;, or v; = € and b; = B; in the latter case we define u; = ¢ for
uniformity.

e If j; = 0 then w} = w; and v, = ¢;u;;
o If j; = +1 then w, = w;¢; and v, = w;;
o If j, = —1 and w; = z;d for some d € ¥, then w} = z; and v, = dc;u;.
e If j; = —1 and w; = ¢ then w} = ¢ and v} = ¢;u;.”
The symbol — 4 stands for the reflexive-transitive closure of — A i.e., the least reflexive and

transitive relation containing — 4. In other words, C —» x4 C’ holds iff there is a sequence of
single steps (a computation) of the form:

C=Ch—>mC1 —>MCQ—>M“'—>MCm:C/a

for some m € N, possibly zero. We say that the machine accepts a word w whenever C,, - Cq
for some accepting configuration C,. The language accepted by M is

L(M) = {w | M accepts w}.
Maszyny wielotasmowe potrafig w zasadzie to samo co zwykte.
Fakt 6.2 Jesli L = L(M), dla pewnej maszyny wielotasmowej M, to takze L = L(M’), dla

pewnej maszyny jednotasmowej M'. Co wiecej, jesli M jest deterministyczna, to M’ tez jest
deterministyczna.

"Tak sie zlozylo, ze niektore fragmenty tego tekstu sa napisane po angielsku.

8Zmiana konfiguracji polega na zmianie stanu, poprawieniu pozycji wszystkich glowic i wpisaniu odpowied-
nich symboli na tasmach roboczych. Zawarto$é tasmy wejsciowej nigdy nie ulega zmianie.

9Maszyna nie moze wyjs¢ poza lewy koniec tasmy.
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Dowoéd: Zamiast uzywaé wielu tasm, mozna si¢ postuzy¢ jedna tasma wieloSciezkowa.
Na k + 1 Sciezkach zapisujemy zawarto$é¢ tasmy wejsciowej i tasm roboczych, a na kolej-
nych k + 1 Sciezkach zapisujemy potozenia gtowic. Formalnie oznacza to, ze alfabet naszej
maszyny M’ jest taki: ¥’ = A x {B,1} x (£ x {B,1})¥. Jeden symbol takiego alfabetu
zawiera (na wspotrzednych nieparzystych) informacje o tym co znajduje sie w klatkach k + 1
tasm maszyny M potozonych pionowo jedna nad druga. Strzalka jako 2i-ta wspoélrzedna
oznacza, ze glowica i-tej tasmy oglada odpowiednig klatke.

Przypu$émy na przyktad, ze kK = 2 i ze mamy taka konfiguracje maszyny M:

| lal b ]| | |
/]\
| b alc]a | I

a b c
/I\
b a c a
/]\
b b a b
/]\

Jeden ruch maszyny M jest nasladowany przez maszyne M’ za pomoca takiej sekwencji
ruchow: przesuwajac gtowice z lewa na prawo, maszyna sprawdza jakie ciagi k + 1 symboli
widzi maszyna M. Nastepnie M’ ustala jaki nalezy wykona¢ ruch, a w drodze powrotnej
z prawa na lewo poprawia pozycje strzatek i zawartosé Sciezek. O

Obliczalnosé

Moéwimy, ze zbior Z C A* jest rekurencyjny (takze: obliczalny, rozstrzygalny) jesli Z = L(M)
dla pewnej deterministycznej i totalnej maszyny M. Zbior Z jest czesciowo obliczalny (takze:
czesciowo rozstrzygalny), jesli Z = L(M) dla jakiejkolwiek maszyny Turinga M.

Uwaga: Jesli r jest relacjg k-argumentowa w zbiorze A*, to mozna ja utozsamiaé z jezykiem
L, = {w1$w2$ s $wk ‘ (wl, ...,wk) € 7”}
nad alfabetem A U {$}. Mowimy wiec o relacjach obliczalnych i czesciowo obliczalnych.

Natomiast funkcja f : A* — B* jest obliczalna (albo rekurencyjna) wtedy, gdy istnieje deter-
ministyczna totalna maszyna Turinga z wyrézniona tasma wyjsciowq,'® ktéra dla dowolnego

0Czesto zada sie, aby tasma wyjsciowa byta przeznaczona tylko do zapisu.
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wejscia w € A* zatrzymuje sie ze stowem f(w) € B* zapisanym na tasmie wyjsciowej.

Fakt 6.3 Jesli Z jest czeSciowo obliczalny, to Z = L(M) dla pewnej deterministycznej ma-
szyny Turinga M.

Dowé6d:  Niech Z = L(M’), gdzie M' = (3, Q, 6, qo, A, R) jest maszyna jednotasmowa. Bez
straty ogolnosci mozemy zaktadaé, ze dla dowolnych ¢, a istnieje tyle samo (powiedzmy, N)
piatek (q,a,a’,p,i) € 0. (Jesli jest mniej, to ktoras powtarzamy kilka razy.) Kazda liczba
m =1,..., N oznacza wiec pewien mozliwy wybor.

Maszyna deterministyczna symuluje dziatanie maszyny M’ za pomoca dwoch tasm roboczych.
Na tasmie pierwszej generowane sa systematycznie (w pewnej ustalonej kolejnosci) wszyst-
kie ciagi skoriczone my,ms, ..., mg liczb mniejszych lub réwnych N. Kazdy z tych ciagéw
odpowiada pewnemu fragmentowi poczatkowemu jakiegos§ obliczenia maszyny M: tego, ktore
w i-tym kroku dokonuje wyboru m;.

Po wypisaniu kolejnego nowego ciagu mq,mao, ..., mg, na drugiej taémie wykonuje si¢ symu-
lacje k krokéw odpowiedniego obliczenia maszyny M.

Maszyna zatrzymuje sie, jesli symulowane obliczenie osiggnie stan akceptujacy.

Inaczej moéwiac, maszyna M systematycznie przeszukuje wszerz drzewo wszystkich obliczen
maszyny niedeterministycznej. W ten sposéb, predzej czy pdzniej, wykryje obliczenie akcep-
tujace, jesli takie istnieje. O

Uwaga: Metoda uzyta w dowodzie faktu 6.3 dziata tez dla maszyn wielotasmowych (uzywamy
jednej dodatkowej tasmy).

Fakt 6.4 Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. Z jest zbiorem obliczalnym;
2. —Z jest zbiorem obliczalnym;

3. Z 1 —Z sq czesciowo obliczalne.

Dowéd:  Jesli dwie rozne deterministyczne maszyny akceptuja jezyki Z i —Z, to nalezy
uruchomié je jednoczesnie i zobaczy¢, ktora zaakceptuje stowo wejsciowe. Te prace moze
wykonaé jedna maszyna deterministyczna. Ona jest totalna, bo kazde stowo jest albo w Z
albo w —Z. Reszta jest tatwa. O

Twierdzenie 6.5 Jezyk L jest czeSciowo obliczalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest rekurencyjnie
przeliczalny, tj. L = L(G) dla pewnej gramatyki G (typu zero).

Dowdéd: (<) Niech L = L(G). Konstruujemy maszyne niedeterministyczna M z jedna
tasma pomocniczg. Na poczatku umieszcza sie na tej tasmie symbol poczatkowy gramatyki,
a nastepnie niedeterministycznie wykonuje redukcje. Tj. w kazdej fazie pracy, maszyna wybiera
redukcje = y i zastepuje na tasmie pewne wystapienie stowa x przez y. (To moze wymagaé
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przesuniecia pozostatej zawartosci tasmy w lewo lub w prawo.) Potem nastepuje sprawdzenie,
czy zawartos¢ obu tasm, wejSciowej i roboczej, jest taka sama. Jesli tak, to maszyna akceptuje.

(=) Niech L = L(M) i zalézmy, ze M jest deterministyczna maszyna jednotasmowa. Dla
uproszczenia zalozmy, ze M ma tylko jeden stan konicowy ¢y (akceptujacy). Definiujemy
gramatyke G, ktorej alfabet nieterminalny sktada sie ze stanéw i symboli maszyny M, oraz
dodatkowo z nawiasow kwadratowych (na oznaczenie poczatku i konca konfiguracji).

Zbior produkcji gramatyki G dzieli sie na dwie czesci. Pierwsza grupe stanowia produkcje
pozwalajace wyprowadzi¢ dowolne stowo postaci w [gow].!! Druga grupa produkcji pozwala
na symulacje obliczenia maszyny w prawej czesci stowa. Sa to takie produkcje:

® gqa=bp, gdy d(q,a)=(bp,+1);

e gqa=pb, gdy 6(q,a)=(b,p,0);

e gl =bpl, gdy 6&(¢q,B)=(b,p,+1);

e ql = pbl, gdy 6(q,B)=(b,p,0);

e cqa=pcb 1 [ga= [pBb, gdy d(q,a)= (b,p,—1);
e cql = pcbl, gdy 6(q,B)=(b,p,—1);

e agr=qr 1 qra=qs gdy a# [,1;

o lgrl = e

Zauwazmy, ze wowczas zachodzi réwnowaznosé:
[gow] —¢ [gf]  wtedy i tylko wtedy gdy w € L(M),

bo kazdy ciag postaci [gow] —g x1 —¢ 22 —¢ -+ —¢ [gr] musi reprezentowac¢ obliczenie
maszyny dla stowa w, zakoriczone ,wycieraniem” wszystkich symboli oprocz q;.

Jesli odpowiednio dobierzemy produkcje z pierwszej grupy, to kazdy ciag redukcji, w ktorym
wystepuja stowa zawierajace stany maszyny M, musi zaczynaé sie od & —a wlqgw], dla
pewnego w. A zatem L(G) = L(M), bo wyprowadzenie w gramatyce G, koriczace si¢ stowem
terminalnym moze wygladaé tylko tak:

§o — wlgow] — wlqr] — w. 0

Uwaga: Jedli gramatyka G w pierwszej czesci dowodu jest monotoniczna, to maszyna M
uzywa tylko tyle swojej tasmy, ile zajmuje stowo wejsciowe. Taka maszyna nazywa sie auto-
matem liniowo ograniczonym (LBA).

Na odwrét, jedli jednotaémowa maszyna M jest liniowo ograniczona, to mozna pokazaé, ze
jezyk L(M) jest monotoniczny. Wymaga to nieco oszczedniejszej symulacji niz wyzej.

1 Cwiczenie: jak to zrobi¢?



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 34

7 Rozstrzygalno$é probleméw decyzyjnych

Oczywiscie sens pojecia obliczalnosci jest taki: zbior stow Z jest obliczalny wtedy, gdy ist-
nieje algorytm, ktory dla danego stowa w zawsze poprawnie odpowiada “tak” lub “nie” na
pytanie, czy w € Z. Takie pytania nazywamy czesto “problemami decyzyjnymi”. Formalnie,
problem decyzyjny to po prostu zbior stéow nad ustalonym alfabetem. W praktyce “problemami
decyzyjnymi” nazywamy na przyktad takie pytania:

— “Czy dany graf skoriczony ma Sciezke Hamiltona?”
— “Czy dana formuta rachunku predykatow jest tautologiq?”1?

gdzie dana wejsciowa, czyli instancjq problemu, nie jest stowo, ale jakis skonczony obiekt (for-
muta, graf, itp.). Jest to mozliwe wtedy, gdy okreslimy sposoéb kodowania danych w postaci
stow (np. skonczony graf mozna przedstawié za pomoca stowa, wypisujac liste jego wierz-
chotkow i krawedzi).

Po pierwsze, nasze pojecie “(nie)rozstrzygalnego problemu decyzyjnego” ma zastosowanie tylko
do tych obiektow matematycznych, ktore daja sie przedstawi¢ w skoriczony sposob. Nie jest
wiec problemem decyzyjnym zadanie:

— “Czy dany graf nieskoriczony jest spdjny?”

Po drugie, poprawne sformutowanie problemu wymaga poprawnego kodowania. Albo wiec
musimy tak kodowaé grafy, aby kazde stowo nad ustalonym alfabetem reprezentowato pewien
graf, albo problem Sciezki Hamiltona trzeba sformutowaé tak:

— “Czy dane stowo jest kodem grafu, ktéry ma Sciezke Hamiltona?”

Wtedy stowa nie bedace kodami nie powinny byé¢ akceptowane.

Nierozstrzygalnosé

Bardzo podstawowa idea, ktora kiedys nie byla wcale tak oczywista, jak sie to moze dzisiaj
nam wydawaé, wynika z prostej obserwacji. Poniewaz kazdy algorytm tez mozna zapisaé¢ za
pomoca znakoéw pewnego alfabetu, to i on moze stanowi¢ dang wejsciowa dla innego algorytmu.
Nie ma wiec istotnej réznicy miedzy danymi i programem. Maszyna, ktéra wykonuje podany
na wejsciu algorytm, to nic innego jak interpreter pewnego jezyka programowania.

Nasze algorytmy to w istocie maszyny Turinga. Kazdg maszyne M nad alfabetem A mozemy
przedstawi¢ za pomoca pewnego stowa kod g € A*. Mozna to zrobié¢ rutynowymi metodami,
kodujac wszystkie informacje o maszynie, w tym relacje (funkcje) przejscia, za pomoca od-
powiedniego ciagu znakéw. Dwie rézne maszyny beda przy tym zawsze mialy rézne kody.
Dla danego stowa v, niech M, oznacza maszyne o kodzie v. Jesli takiej maszyny nie ma, to
przyjmujemy za M, jakakolwiek ustalong maszyne.

Rozpatrzmy teraz relacje (tzw. problem stopu)

S={(v,w) | we LMy},

2Nazwa ,problem decyzyjny” (Entscheidungsproblem) zostala po raz pierwszy uzyta wtasnie w odniesieniu
do tego zadania.
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czyli w istocie jezyk S = {vSw | w € L(M,)}. Uniwersalna maszyna Turinga, to maszyna
akceptujaca jezyk S. Maszyna ta, dla danych sléw v, w, interpretuje stowo v jako kod pewnej
maszyny M i symuluje jej zachowanie dla wejscia w. Widzimy wiec, ze:

Whniosek 7.1 Jezyk uniwersalny S jest rekurencyjnie przeliczalny.

Inaczej mowiac, decyzyjny problem stopu (,,Czy dana maszyna akceptuje dane stowo?”) jest
czeSciowo rozstrzygalny. Za chwile sie jednak okaze, ze nie jest rozstrzygalny. W tym celu
zbadamy jego szczegblny przypadek. Rozpatrzmy mianowicie zbior:

K={v]|veL(M,}
Lemat 7.2 Zbior —K nie jest rekurencyjnie przeliczalny, a zatem K nie jest rekurencyjny.

Dowod:  Przypusémy, ze istnieje taka maszyna M, ze L(M) = —K. Niech v bedzie takie,
ze M =M,. Jedlive K,tov € L(M,) =—K. Zatem v ¢ K. Ale wtedy v ¢ L(M,) = —K,
czyli v € K. Tak czy owak, jest Zle. O

Twierdzenie 7.3 Problem stopu dla maszyn Turinga jest nierozstrzygalny.

Dow6d: W przeciwnym razie przynalezno$é do zbioru K bylaby tez rozstrzygalna. Aby
stwierdzi¢, czy v € K, wystarczyloby sprawdzi¢, czy (v,v) € S. O

Uwaga: Jezeli interesuje nas tylko jezyk L(M), to stany odrzucajace maszyny M sa nieistotne
i wygodnie jest nie odrdézniaé od siebie obliczenn odrzucajacych i nieskoriczonych. Dlatego
czasem przyjmuje sie R = @ i pisze M = (X,Q,9,qo, F'). Wtedy stwierdzenia ,maszyna
akceptuje dane stowo” i ,maszyna zatrzymuje si¢ dla danego stowa” sa rownowazne.

Problem stopu jest czesto formulowany tak: ,,Czy dana maszyna M zatrzymugje sie dla danego
stowa w?” 1 w te] wersji tez jest nierozstrzygalny.

Redukowalno$é: Metoda uzyta w dowodzie Twierdzenia 7.3 jest typowa. Mowimy, ze
problem (zbior stow) A redukugje sie do problemu B i piszemy A < B, gdy istnieje funkcja
obliczalna f o takiej wlasnosci:

weA <— f(w)eEB.

W praktyce oznacza to tyle, ze istnieje algorytm przeksztatcajacy kazda mozliwa instancje w
problemu A w instancje f(w) problemu B, w ten sposob, ze pytanie ,Czy w € A?” mozna
sprowadzi¢ do pytania ,,Czy f(w) € B?".

Fakt 7.4 Niech A < B. Jesli B jest rozstrzygalny (rekurencyjnie przeliczalny), to A tez jest
rozstrzygalny (rekurencyjnie przeliczalny). Ponadto, jesli —B jest rekurencyjnie przeliczalny,
to —A tez jest rekurencyjnie przeliczalny.
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Dowéd: Latwy. O

Metoda redukcji jest standardowym sposobem dowodzenia nierozstrzygalnosci. Oto przyktad
jej zastosowania. Przez problem przepisywania stow rozumiemy takie zadanie:

Dana gramatyka typu zero i dwa stowa w i v. Czy istnieje wyprowadzenie G+ w —» v?
Twierdzenie 7.5 Problem przepisywania stow jest mierozstrzygalny.

Dowéd:  Wiemy juz, ze gramatyki typu zero generuja wszystkie jezyki rekurencyjnie prze-
liczalne. Co wiecej, dla danej maszyny Turinga M, potrafimy efektywnie skonstruowaé'? taka
gramatyke G g, ze L(Gam) = L(M). Zatem, dla dowolnego stowa w:

w € L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy G & — w.

Mamy wiec redukcje problemu stopu do problemu stéw. Funkcja, ktéra realizuje te redukcje,
przypisuje kazdej parze (M, w) (instancji problemu stopu) trojke (G aq, &o, w), czyli instancje
problemu stow.

Jeszcze §cislej, jest to funkcja przeksztalcajaca kazde stowo x (nad pewnym ustalonym alfa-
betem) reprezentujace pare postaci (M, w), w stowo f(x), ktore (w jakis ustalony sposob)
reprezentuje odpowiednig trojke. O

Problemy dotyczace maszyn Turinga

Wiele probleméw dotyczacych maszyn Turinga jest nierozstrzygalnych, bo sa to zadania
bardzo bliskie problemowi stopu. Przykladem jest pytanie: ,,Czy dana maszyna akceptuje
stowo puste?” W wiekszosci przypadkéw nierozstrzygalnosé takich zadan dowodzi sie w ru-
tynowy sposob. Jest nawet twierdzenie Rice’a, ktore mowi, ze kazdy problem dotyczacy
jezykow akceptowanych przez maszyny Turinga (a nie samych maszyn) musi by¢ albo trywialny
albo nierozstrzygalny. Jako przyktad rozpatrzmy nastepujacy problem bezkontekstowosci:

Dana maszyna Turinga M, czy jezyk L(M) jest bezkontekstowy?
Fakt 7.6 Problem bezkontekstowosci jest nierozstrzygalny.

Dowéd:  Mamy udowodnié, ze nie istnieje algorytm rozstrzygajacy ten problem. Inaczej,
ze nie istnieje deterministyczna maszyna, ktora:

e zatrzymuje sie dla dowolnego stowa wejsciowego;

e akceptuje wtedy i tylko wtedy, gdy stowo wejsciowe jest kodem maszyny Turinga
akceptujacej jezyk bezkontekstowy.

Przypusémy, ze taka maszyna istnieje i nazwijmy ja T'. Pokazemy, ze wtedy rozstrzygalny jest
problem stopu: Dana maszyna Turinga M i stowo w, czy w € L(M)? Ale problem stopu jest
nierozstrzygalny, wiec maszyna 7T’ nie moze istniec.

137, podaé algorytm realizujacy te konstrukcje.
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Jak rozstrzygaé problem stopu z pomocg maszyny 177 Mamy dany kod maszyny Turinga M
i stowo w. Mozemy zaklada¢ bez straty ogélnosci, ze maszyna M albo akceptuje w albo sie
zapetla. (Nie ma takiej opcji jak zatrzymanie w stanie odrzucajacym.)

Majac stowo w i kod M potrafimy obliczy¢ kod nowej maszyny, ktora oznaczymy przez Npsqy.
Ta maszyna Ny, dla danego stowa wejsciowego x dziata tak:

1. Najpierw symuluje zachowanie maszyny M na wejsciu w.
2. Potem sprawdza, czy stowo z ma postaé a”b"c" dla pewnego n € N.

Zachowanie maszyny Ny, w pierwszej fazie w ogole nie zalezy od wejscia x. Jesli w ¢ L(M),
to ta faza sie nie koniczy i maszyna Ny, sie zapetla. Dopiero w drugiej fazie istotne jest x.
A zatem jesli w & L(M), to L(Naw) = @, ajesli w € L(M), to L(Npry) = {a™b"c"” | n € N}.
Jezyk pusty jest bezkontekstowy, a jezyk {a"b"c" | n € N} nie jest. Czyli:

w € L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy jezyk L(Nasyw) nie jest bezkontekstowy. (*)

Ostatecznie, dla danych M, w nalezy zapytac, czy jezyk L(Npsyw) jest bezkontekstowy (tj. uru-
chomi¢ maszyne T na wejsciu M, w). Jesli tak, to w ¢ L(M), w przeciwnym razie w € L(M).

Uwaga: Istotne jest to, ze konstrukcja kodu Ny, z kodu M i stowa w jest efektywna, czyli
obliczalna i moze by¢ zrealizowana przez jakas maszyne Turinga. Rownowaznosé (*) stwierdza
wiec to, ze problem stopu redukuje sie do problemu

Dana maszyna Turinga M, czy jezyk L(M) nie jest bezkontekstowy?

a wiec do dopelnienia (!) problemu postawionego na poczatku. O

Problem odpowiedniosci Posta

Problem odpowiedniosci Posta (PCP) jest klasycznym przyktadem problemu nierozstrzygal-
nego. Formulujemy go tak:

Dany jest skoriczony zbior par stow {(z;,y;) | i =1,...,n}. Czy istnieje taki niepusty
ciqg 11,12, - - -, im, 2€ zachodzi ToOwWNoSC i, Tiy . .. Ti,, = YiyYig - - - Yiry ¢
Poszukiwany ciag i1, %92, ..., in nazywamy rozwigzaniem danej instancji PCP. Takze stowo

Ly Lijg - Xf

m

bywa wtedy nazywane rozwiazaniem.

Problem odpowiedniosci {(z;,y;) | i = 1,...,n} przedstawia sie czesto w taki sposob:
x| @ ||
Y1 ‘ Y2 ‘ ‘ Yn

Na przyktad taki system:
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ma rozwiazanie 1213 (bo a? - b - a? - ab? = a?b*a3b?® = a?b - ba - a®b - b), a systemy

a®b | a ba? | ba?
a® | ba? b | a?b

nie maja rozwiazan.
Twierdzenie 7.7 Problem odpowiedniosci Posta jest nierozstrzygalny.

Dowo6d:  Redukcja problemu przepisywania stow do PCP. Niech G = (A, N, P, &y) bedzie
gramatyka typu zero i niech ¥ = AUN. Ustalmy slowa w, v € 3*. Skonstruujemy (efektywnie)
problem odpowiedniosci P, ktéry bedzie miat rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy G F w — wv.

Alfabet bedzie taki:
A=XU{a|aeX}U{x*xtU{[,1}.
Jesli u =ay...a,, to symbol w oznacza oczywiscie stowo @ ... a,.

Reguly przedstawimy tabelka, w ktorej a oznacza dowolny symbol alfabetu X, a a = 3 jest
dowolna produkcja gramatyki (w zadaniu mamy wszystkie pary (5,@) i (8, «)).

[w*‘a‘
[ |a]

a
a

Na przyktad jesli w = baca, v = owad, a regulami naszej gramatyki sa
ba = ow ca = ad,

to otrzymujemy zadanie:

[baca*‘a‘ﬁ‘-u‘*‘i‘ ] ‘ ] ‘ow‘ﬁ‘ad‘ﬁ
[ ‘E‘a‘u-‘1‘*‘*owad]‘¥owad]‘E‘ba‘ﬁ‘ca
Zalézmy teraz, ze w = wyg —g w1 —g Wy —g - —g Wi = v, i dla ustalenia uwagi

przyjmijmy, ze k jest parzyste. Wtedy nasz problem odpowiednio$ci mozna rozwigzaé tak:
[wo* - Wi* - wo* -+ % Wg_1% - wg - 1 =10+ wo* - Wik « wo* -+ % Wp_1 - Fwg]

Rzeczywiscie, jesli mamy np. wy = xay —¢ By = w1, przez zastosowanie produkcji a = S,
to stowa wp* i w1 * mozna przedstawi¢ jako konkatenacje odpowiadajacych sobie stéw z dolnej
i gornej czesci tabelki. Podobnie dla stéw wi* i wex i tak dalej.

Na dodatek, jesli mamy jakiekolwiek rozwigzanie problemu P, to takie rozwigzanie musi wy-
znaczaé¢ pewne wyprowadzenie w —¢ v. Rozwiazanie musi si¢ zaczyna¢ od pary ([wx, [),
jest to bowiem jedyna para, ktora zaczyna sie tak samo (po to sa kreski). Jedynym sposobem
zgodnego przedtuzenia stow z tej pary jest dopisanie do [ stowa w=*. To jednak oznacza, ze do
stowa [wx* musimy dopisaé stowo postaci u1* gdzie w —¢ u1. Zatem mamy teraz stowa

[w * ur* [w*
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i musimy do drugiego z nich dopisa¢ wi*. Ale wtedy do pierwszego dopiszemy wus*, gdzie
u1 —qg ug 1 tak dalej. To sie moze skoriczy¢ tylko uzyciem jednej z par zawierajacych 1, co
oznacza, ze w —» v.

Uwaga: Warunek u; — ¢ ug powyzej nie musi oznaczaé u; — ug. Na przykltad przeksztalcenie
bacy w owada moze wygladac nie tylko tak: [bacaxowcaxowad|, ale takze tak:

[bacaxbacaxowad * owad]. O

Przyktadem zastosowania PCP jest taki fakt:
Twierdzenie 7.8 Problem pusto$ci dla jezykow kontekstowych jest nierozstrzygalny.

Dowéd:  Dla danej instancji P problemu odpowiednioéci Posta, mozna tatwo skonstruowadé
maszyne Turinga, rozpoznajaca dokladnie te stowa, ktore sa rozwigzaniami tego systemu.
Maszyna ta nie uzywa wiecej tasmy, niz zajmowalo stowo wejsciowe. Modyfikujac nieco kon-
strukcje z dowodu twierdzenia 6.5, mozemy z tej maszyny uzyskaé¢ gramatyke monotoniczna
generujaca zbiér rozwigzan systemu P. W ten sposob zredukujemy problem odpowiedniosci
Posta do problemu pustosci dla jezykdéw kontekstowych. O

Ukladanie kafelkow

Istnieje wiele wariantéw problemu uktadania kafelkow (ang.: tiling problem). Zwykle zaktada
sie, ze dany jest skoniczony zbior T kafelkow i relacje H,V C T x T zgodnosci poziome;j
i pionowej. Pokryciem zbioru A C Z x Z nazwiemy taka funkcje P: A — T, ze:

(P(z,y), P(x+ 1,y)) € H, zawsze gdy (z,y) € Ai(z+1,y) € A4;
(P(2,y), P(z,y + 1)) € V, zawsze gdy (z,y) € Ai (z,y+1) € A.
Pokrycie moze spetniaé¢ jakis warunek poczatkowy, np. P(0,0) = t.

Jedli T C C4, gdzie C jest zbiorem kolordw, to mamy do czynienia z dominem. Relacje H,V
definiujemy wtedy nastepujaco:

gdzie g(t), p(t), d(t), I(t) oznaczaja cztery wspolrzedne klocka t interpretowane jako kolory

czterech bokéw kwadratu (w kolejnoéci gora, prawo, dot, lewo'?).
g
l D
d

Dwie najbardziej znane wersje problemu uktadania kafelkow sa takie:

MKafelkow nie wolno obracac!
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A) Dany jest zbior T i relacje H,V; czy istnieje pokrycie calej ptaszezyzny Z x Z 7

B) Dany jest zbior T irelacje H, V', oraz kafelek poczatkowy to € T'; czy istnieje pokrycie P
pierwszej ¢wiartki N x N speliajace warunek poczatkowy P(0,0) = o7

Oba powyzsze problemy sa nierozstrzygalne. Dowdd nierozstrzygalnosci problemu w wersji (A)
jest jednak znacznie trudniejszy niz dla wersji (B). Dlatego my zajmiemy sie tylko tym drugim.

Kodowanie maszyny Turinga: Aby udowodni¢ nierozstrzygalnosé problemu (B) zreduku-
jemy problem stopu dla deterministycznych maszyn Turinga do nieistnienia pokrycia. To jest,
dla danej deterministycznej maszyny M skonstruujemy efektywnie domino T wraz z klockiem
poczatkowym tg € T i udowodnimy

Lemat 7.9 Nastepujgce warunki sg rownowazne:

1) Maszyna M ma nieskoriczone obliczenie dla pustego stowa wejsciowego.

2) Istnieje takie pokrycie P zbioru N x N klockami domina T', ze P(0,0) = to.

Zbioér kolorow domina T sktada sie z nastepujacych elementéw:

— symbole alfabetu maszyny M

— kolory postaci qa, gdzie g jest stanem i a symbolem alfabetu M

— kolory postaci ? i 7, gdzie ¢ jest stanem M

— jeden kolor ,neutralny” (tego koloru sa na obrazkach krawedzie bez oznaczen).

Teraz opiszemy klocki domina T'. Zaczniemy od dwdch szczegdlnych klockow:

qoB B

to

I
W

3]

I
w
w

Powyzej qo to stan poczatkowy. Dla kazdego symbolu a z alfabetu maszyny mamy klocek:

a

a

Dalsze klocki reprezentuja funkcje przej$cia maszyny. Jesli §(q,a) = (b, p,+1), to dla dowol-
nego c z alfabetu maszyny mamy klocki:'®

b DC
L _ —
tga = p tf;fzz ?

qa c

15 Jesli t,?a = tf;,a,, to mamy wspo6lny ,prawy” klocek dla dwoch réznych instrukcji. Ale to nic nie szkodzi.
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Analogicznie, dla §(q,a) = (b,p, —1):16

pc b

R _
th = <5 tqa

=

qa

c qa

W przypadku 6(q,a) = (b, p,0) mamy tylko jeden klocek:

pb

tya =

qa

Dowod lematu 7.9 naszkicujemy w trudniejszym kierunku (2) = (1). Zalézmy ze pokrycie P
spelnia warunek poczatkowy P(0,0) = to. Do klocka to pasuje z prawej strony tylko klocek ¢,
tj. musi by¢ P(1,0) = t1. Ale do klocka t1 pasuje z prawej tez tylko t1, wiec P(n,0) = t; dla
wszystkich n. A zatem pierwsza ,warstwa’ naszego pokrycia wyglada tak:

qoB B B B

7 gornej krawedzi tej warstwy odczytamy ciag qoBBBB..., ktory stanowi zapis konfigura-
cji poczatkowej maszyny. Przypusémy teraz (indukcja), ze ciag kolorow na gornej krawedzi
warstwy m jest postaci aq,...,an,qa,b1,...bg, B, B, ... 1 przedstawia konfiguracje otrzymana
po m krokach obliczenia maszyny M. W szczegblnodci, istnieje dokladnie jedno takie n, ze
klocek P(n,m) ma na gornej krawedzi kolor postaci ga. Wtedy klocek P(n,m + 1) musi
mie¢ ga na dolnej krawedzi, czyli musi by¢ postaci tyq, tha lub tq’%. W pierwszym przy-
padku, dla wszystkich pozycji n’ # n musimy mie¢ P(n’,m + 1) = t, dla odpowiedniego
symbolu z. W pozostatych dwoch przypadkach z lewej lub z prawej strony klocka P(n,m+1)
stoi odpowiednio klocek tﬁl lub tha, bo zaden inny nie pasuje. A inne klocki tez musza byé
postaci t,. W ten sposob ,przenosimy” informacje z dolnej krawedzi warstwy m + 1 do gornej
krawedzi, zmieniajac przy tym zapisana konfiguracje.

Pokazalismy przez indukcje, ze poprawne pokrycie zbioru {0, ..., m} x N oznacza, ze maszyna
wykonuje co najmniej m+1 krokéw dla pustego stowa wejsciowego. Skoro wiec istnieje pokrycie
calej pierwszej ¢wiartki, to obliczenie musi by¢ nieskoniczone. Istotnie, funkcja przejscia M nie
jest okreslona dla stanu konicowego q,, a wiec nie ma klocka, ktéry na dolnej krawedzi miatby
kolor postaci qga.

Whniosek 7.10 Problem uktadania kafelkow (wersja B) jest nierozstrzygalny.

16Bez straty ogolnosci zakladamy, ze maszyna nigdy nie wykonuje takiego kroku, gdy glowica znajduje sie
nad pierwsza klatka tasmy.
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8 Zlozonosé obliczeniowa

Od tej pory zakladamy, ze rozwazane maszyny Turinga maja taséme wejsciows tylko do od-
czytu i dowolna liczbe tasm roboczych. Zaktadamy tez, ze maszyna zawsze czyta calte stowo
wejsciowe. Oznacza to w szczegédlnosci, ze kazde obliczenie sklada sie z co najmniej tylu
krokow ile wynosi dtugosé stowa wejsciowego.

Konwencja: Symbol n rezerwujemy na oznaczenie dtugosci stowa wejsciowego.

Mowimy, ze (deterministyczna lub nie) maszyna Turinga ma ztoZonosé czasowq T'(n), jesli dla
dowolnego n kazde obliczenie tej maszyny dla kazdego stowa wejsciowego w o dlugoéci n sktada
si¢ z co najwyzej T'(n) krokow. Zgodnie z przyjetym wezesniej zalozeniem musi zachodzié
warunek T'(n) > n.

Maszyna ma ztozonosé pamieciowq S(n) jesli dla dowolnego n w kazdym obliczeniu dla dowol-
nego stowa wejsciowego w o dlugosci n, maszyna uzywa co najwyzej S(n) klatek na kazdej
tasmie roboczej. Przyjmujemy S(n) > 1, bo klatki wskazywane przez glowice maszyny
uwazamy za uzywane.

Zatem, mowiac o ztozonosci czasowej T'(n) i pamieciowej S(n), mamy w istocie na mysli

max{7T'(n),n} i max{S(n),1}.

Uwaga: Kazda maszyna o zlozonosci czasowej T'(n) ma tez zlozonosé pamieciowa T'(n), bo
w czasie T'(n) mozna zapisa¢ co najwyzej T'(n) klatek tasmy.

Fakt 8.1 (1) Jesli maszyna ma okreslong ztozonosé czasowq lub pamieciowa, to jezyk akcep-
towany przez te maszyne jest obliczalny.

(2) Kazdy jezyk obliczalny jest akceptowany przez pewng deterministyczng maszyne o okreslonej
ztozonosci pamieciowej S(n) i czasowej T'(n). Przy tym funkcje S(n) i T'(n) sq obliczalne.

Dowod: (1) Dla maszyn deterministycznych teza jest dosé oczywista, bo wtedy dla dowol-
nego stowa wejsciowego maszyna musi sie zatrzymac albo zapetli¢ przez powtorzenie konfigu-
racji. Mozna wiec skonstruowaé¢ inna maszyne, ktora zawsze sie zatrzymuje.

Zalozmy wiec, ze niedeterministyczna maszyna M ma zlozonosé pamieciowa S(n). Niech C,,
oznacza konfiguracje poczatkowa dla stowa wejsciowego w o dtugosci n.

Rozpatrzmy nastepujacy deterministyczny algorytm generujacy liste wszystkich konfiguracji C
maszyny M, ktore sa osiagalne z Cy. Na poczatku zapisujemy na liscie konfiguracje C,.
Nastepnie powtarzamy taka operacje:

(*)  Dla kazdej konfiguracji C z listy:
znajdz wszystkie takie konfiguracje C', ze C —pq C'.
Dopisz do listy wszystkie takie C', ktorych tam jeszcze mie ma.
Poniewaz liczba wszystkich konfiguracji jest skoniczona, wiec za ktéryms razem operacja (*) nie
dopisze juz do listy zadnej nowej konfiguracji. To znaczy, ze mamy juz wszystkie konfiguracje
osiagalne z C,, 1 pozostaje sprawdzi¢, czy jest wsrdd nich jakas konfiguracja akceptujaca.

(2) Mamy deterministyczna i totalna maszyne M akceptujaca dany jezyk. Nietrudno ja prze-
robi¢ na maszyne obliczajaca maksymalny czas pracy T'(n) maszyny M dla wejscia dtugosci n
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i maszyne zliczajaca maksymalna pamie¢ S(n). Nalezy po prostu uruchomia¢ maszyne M
kolejno dla wszystkich stéw o danej dtugosci n. O

Klasy ztozono$ci

Jezyki obliczalne klasyfikujemy ze wzgledu na ich zlozono$é¢ czasows i pamieciowg. W tym
celu okreslamy klasy ztozonosci:

DTIME(T'(n)) = {L | L jest rozpoznawany przez deterministyczna maszyne Turinga
o ztozonosci czasowej T'(n)};

NTIME(T'(n)) = {L | L jest rozpoznawany przez niedeterministyczna maszyne Turinga
o ztozonosci czasowej T'(n)};

DspPACE(S(n)) = {L | L jest rozpoznawany przez deterministyczna maszyne Turinga
o ztozonosci pamieciowej S(n)};

NSPACE(S(n)) = {L | L jest rozpoznawany przez niedeterministyczna maszyne Turinga
o ztozonosci pamieciowej S(n)};

Zazwyczaj interesuje nas ztozonosé mierzona z doktadnoscia do czynnika statego. Uzywamy
wtedy notacji O@. Dla funkcji F,G : N — N stwierdzenie ,, funkcja F jest O(G)” oznacza, ze
istnieje taka stala ¢ > 0, ze F(n) < ¢- G(n), dla kazdego n. Na przyklad funkcja 3n? + 4n
jest O(n?), ale nie jest O(1000n logn).

Uzywajac notacji O mozna tez napisaé¢ np. DSPACE(O(n?)) na oznaczenie sumy wszystkich
klas postaci DSPACE(c - n?).

Przyklad 8.2 Zbior wszystkich palindromoéw nalezy do klasy DSPACE(3([logn])) i do klasy
DTIME(3n).1" Mozna bowiem skonstruowaé¢ dwie maszyny akceptujace ten jezyk. Pierwsza
kopiuje wejscie na tasme robocza i porownuje stowo wejsciowe z jego kopia czytana wstecz.
Ta maszyna ma ztozonos$é czasowa 3n i ztozonosé pamieciowa O(n).

Druga maszyna poréwnuje kolejno pierwszy symbol stowa wejSciowego z ostatnim, drugi
z przedostatnim, i tak dalej. Pozycje symboli, ktore nalezy poréwnaé, maszyna pamieta
przy pomocy dwoéch licznikéw, reprezentowanych na taémie roboczej jako stowa binarne dtu-
gosci [logn|. (Na zapamietanie pozycji na tasmie dlugosci n wystarczy [logn]| bitow.)
Ta maszyna ma zlozonos$é pamieciowa 3([logn]). Ale jej zlozonoéé czasowa jest O(n?), bo
tasma wejsSciowa jest czytana n razy. O

When analyzing the complexity of a problem we are usually concerned with “large” inputs and
we disregard anomalies occurring only for “small” inputs (i.e., for only finitely many of them).

Fakt 8.3 If Si(n) = S2(n) almost everywhere, then DSPACE(S1(n)) = DSPACE(S2(n)), and
stmilarly for NSPACE, DTIME and NTIME.

17Czyli do Dspace(O(logn)) i do DTIME(O(n)).
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Dowod:  Przypusémy, ze Si(n) = Sa(n), dla wszystkich n > ng i niech L = L(M;),
gdzie M jest maszyna o zlozonosci pamieciowej Sp(n). Chcemy skonstruowaé maszyne Mo,
ktora symuluje M7 w pamieci Sa(n). Oczywista idea jest taka: dla stow dlugosci wiekszej
niz ng maszyna Mo powinna robi¢ to samo co maszyna Mj, a jesli stowo wejsciowe jest za
krotkie, to pamie¢ robocza jest w ogdle niepotrzebna, bo do rozpoznawania skonczonego zbioru
stow wystarczy automat skoriczony.

A zatem maszyna Mo na poczatku dziala jak automat skoriczony: czytajac stowo wejsciowe od
lewej zapamietuje w stanach wewnetrznych pierwsze ng jego liter. Jesli stowo jest ,krotkie”,
to maszyna akceptuje lub odrzuca na podstawie stanu, a w przeciwnym razie rozpoczyna
symulacje maszyny M.

Dla ztozonosci czasowej trzeba te konstrukcje nieco poprawié, bo na razie maszyna Mo
w przypadku ,dlugiego” wejscia wykonuje za duzo o ng krokéw. Poprawka jest taka: w fazie
poczatkowej maszyna My nie tylko zapamietuje litery z wejscia ale takze symuluje obliczenie
maszyny My, z tym, ze domniemane potozenie glowicy wejéciowej M jest réwniez zapamie-
tane przez stan wewnetrzny. Jesli pierwsze ng krokéw nie doprowadzito do rozstrzygniecia,
maszyna Mo kontynuuje symulacje bez straty czasu. Glowica wejsciowa Msa pozostaje wtedy
w pozycji ng az do momentu, w ktérym gltowica M; powinna do tego miejsca dotrzeé¢.'® 0

Ztozonosé obliczeniowa rozwazamy zwykle z dokladnoscia do statej:

Fakt 8.4 (Kompresja tasmy) Dla dowolnej funkcji S i dowolnej statej ¢ > 0 :
DsPACE(S(n)) = DSPACE(c - S(n));
NSPACE(S(n)) = NSPACE(c- S(n)).

Dowéd:  Niech ¢ > 1 (dla ¢ < 1 zamiast ¢ i S(n) rozwazamy 2 i ¢-S(n)) i niech L = L(M)
dla pewnej deterministycznej maszyny M o zlozonosci pamieciowej ¢ - S(n). Niech k = [2¢].
Konstruujemy maszyne M’, symulujaca M, ale uzywajaca alfabetu X*. To znaczy, ze jeden
,nowy” symbol odpowiada k ,,starym”. Na przyklad zamiast takiej tasmy maszyny M

maszyna M’ bedzie (przy k = 4) uzywac tasmy 4 razy krotszej.

| beab | cbea | bbeh |
/]\
Oczywiscie maszyna M’ zapamietuje pozycje gtowicy wewnatrz biezacego k-literowego seg-
mentu w swoim stanie wewnetrznym. Ma wiec nie tylko wiekszy alfabet, ale takze wiecej
stanoéw. Ale tasma uzywana przez M’ ma dlugosé [%(n)] < S(n).

Przypadek niedeterministyczny jest podobny. O

Fakt 8.5 (Przyspieszanie liniowe) Jesli T'(n) > n(1+¢) dla pewnego € > 0, to dla dowol-
nej statej ¢ > 1 zachodzq rownosci:

8Ty przypomnijmy nasze zalozenie, ze maszyna zawsze czyta cale stowo.
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DTIME(T'(n)) = DTIME(c - T'(n));
NTIME(T'(n)) = NTIME(c - T'(n)).

Dowéd: Let ¢ > 1 and let L = L(M), for some deterministic machine M of time com-
plexity ¢ - T'(n). We construct a machine M’ that simulates M and works ¢ times faster. As
in the proof of Fakt 8.4, tape segments of length k (for a certain k) are represented as single
symbols of M. This time however, the contents of the input tape is also represented this way
on an additional work tape (this requires at most n + [7] machine steps at the beginning of
the computation). This additional work tape is then used instead of the input.

The machine M’ proceeds in phases of 8 steps representing at least k steps of M. At the
beginning of each phase, every machine head is scanning a certain k-tuple of symbols:

| beab | cbea | bbeb |
/]\

The machine now moves on every tape one step to left, and two steps to the right, and again
one step to left, returning to the initial position. But now it has seen both the adjacent tape
cells (on every tape) and adjusted its state to “remember” the contents of these cells. On
the basis of this information, the machine can determine the future behaviour of M, until
one of the heads leaves the 3k cells under control, or the computation halts. In the latter
case, M’ accepts or rejects depending on whether M accepts or rejects. In the former case,
the next four steps of M’ are used to adjust the contents of the three cells to represent the
configuration of M at the moment when one of the tape heads leaves the 3k cells of M’:

| beab | cbeb | aaba | ]
/[\

This happens after at least k steps of M, and our simulation used only 8 steps. Thus the
machine M’ is of time complexity

Ti(n) =n+[#]1+8-[¢-T(n)] <n(l+4 )+ 5 - T(n)+9.

Poniewaz T'(n) > n(1 +¢), wigc n < 1_}_ T(n), a zatem dla prawie wszystkich n zachodzi

1+11.T(n)+%:.T(n)+9:T(n)-< ! +;<1+86)+T?R)> <T(n).

T (n) <

N 1+¢ 1+¢

Jest tak dlatego, ze l%re < 1, a pozostate dwa sktadniki sumy w nawiasie moga by¢ dowolnie
mate przy dostatecznie duzych k i n. Konkluzja wynika z faktu 8.3. O

Twierdzenie 8.6 (o hierarchii)
(1) Dla dowolnej obliczalnej funkcji T'(n) istnieje taka funkcja obliczalna Ti(n), Ze:

(a) DTIME(T'(n)) & DTIME(T:(n)) oraz
(b) NTIME(T'(n)) & NTIME(T)(n)).

(2) Dla dowolnej obliczalnej funkcji S(n) istnieje taka funkcja obliczalna Sy(n), ze:

(a) DSPACE(S(n)) & DSPACE(Si(n)) oraz
(b) NSPACE(S(n)) & NSPACE(Si(n)).
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Dowéd:  (1la) Niech M,, oznacza deterministyczna maszyne o kodzie w. Rozpatrzmy jezyk
L = {w | My, nie akceptuje w T'(|w|) krokach stowa w}.

Pokazemy, ze L ¢ DTIME(T(n)). Istotnie, przypusémy, ze L = L(M,) dla pewnej ma-
szyny M, o zlozonosci czasowej T'(n), i zapytajmy, czy kod x maszyny M, nalezy do L(M).
Jesli tak, to zgodnie z definicja L, maszyna M, nie akceptuje = w czasie T'(|z|). Ale wtedy M,
w ogole nie akceptuje stowa z, bo jest to maszyna o zlozonosci T'(n). A wiec © ¢ L(M,),
sprzeczno$é. 7 drugiej strony, zatozenie x € L w podobny sposéb implikuje z € L.

Ale jezyk L jest obliczalny i na mocy faktu 8.1 musi naleze¢ do jakiej$ klasy DTIME(T”(n)).
Zatem DTIME(T (n)) & DTIME(Ti(n)), gdzie T1(n) = max{T(n),T'(n)}.

W pozostatych przypadkach stosujemy podobne rozumowanie przekatniowe. O

Powyzszy rezultat mozna znacznie uscisli¢, przy pewnych dodatkowych zatozeniach. Powiemy,
ze niemalejaca funkcja F'(n) jest konstruowalna (ang. proper lub constructible), gdy istnieje
deterministyczna maszyna Turinga M, ktéra

e ma zlozonosé pamieciowa O(F(n)) i ztozonosé czasowa O(n + F(n));
e dla dowolnego n i dowolnego slowa dlugosci n wypisuje na ustalonej tasmie roboczej
doktadnie F'(n) symboli.

That is, a proper function is one that can be computed within time and space proportional to
its own value. (An exception is made for functions F'(n) < n, in which case the time bound is
linear.) Wigkszo$¢ funkcji, ktore sa rozwazane w teorii ztozonosci jest konstruowalna (np. n?,

n?, 2", [V/n], [logn], itp."?).

W ponizszym twierdzeniu wystepuje notacja o male: powiemy ,, G jest o(F)

funkcja G jest asymptotycznie mata w poréwnaniu z F', tj. lim, 0 % = 0.

k2

wtedy, kiedy

Twierdzenie 8.7 Niech F(n),G(n) bedg konstruowalne i takie, Ze F(n) > G(n).
1. Jesli G(n) jest o(F(n)), to DSPACE(G(n)) & DSPACE(F'(n)).

2. Jesli G(n)log G(n) jest o(F(n)), to DTIME(G(n)) & DTIME(F(n)).

Dowoéd: »  Pokazemy czes¢ pierwsza, stosujac metode przekatniowa. Bez straty ogélnosci
mozemy zalozy¢, ze jeSli w jest kodem maszyny M, to kazde stowo postaci $$...$w tez jest kodem
tej maszyny. W szczegdlnosci kazda maszyna ma nieskoriczenie wiele kodow.

Okreglimy deterministyczna maszyne M, dzialajaca w pamieci O(F(n)). Maszyna M na wejsciu w
dtugosci n symuluje dzialanie maszyny M,, na wejsciu w, uzywajac w tym celu ustalonego obszaru
pamieci rozmiaru F(n). Poniewaz maszyna M,, moze mie¢ dowolnie wiele tasm, przy konstrukcji ma-
szyny M trzeba zastosowaé symulacje jak w dowodzie faktu 6.2. Jesli symulacja jest udana, oraz M,,
odrzuca w, to M akceptuje. W pozostalych przypadkach (udana symulacja akceptujaca lub symulacja
nieudana z powodu wyczerpania pamieci) maszyna M odrzuca w.

Uwaga: pamie¢ F'(n) maszyny M nie zawsze pozwala na poprawna symulacje maszyn dzialajacych
w pamieci F'(n), bo moga one mie¢ np. obszerny alfabet i duzo tasm. Tymczasem alfabet M jest skon-
czony i konieczne jest kodowanie pojedynczych symboli za pomoca stow. Inny problem pojawia sie dla
F(n) < logn: moze wtedy zabrakna¢ miejsca na zapisanie polozenia glowicy wejsciowej maszyny M., .

19Symbol log oznacza oczywiscie logarytm dwojkowy.
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Przypusémy, ze jezyk L = L(M) nalezy do klasy DSPACE(G(n)), tj. ze mamy L = L(M’) dla pewnej
maszyny M’ dzialajacej w pamieci G. Zalozmy, ze M’ = M,. Jesli w = $$...%v, to wtedy takze
M’ = M,,. Poniewaz liczba tasm i rozmiar alfabetu maszyny M’ sa ustalone, wiec symulacja maszyny
M' = M,, na wejsciu w jest mozliwa w pamieci ¢ - G(n) dla pewnej stalej c. Ponadto, jesli stowo w
jest dostatecznie dlugie (ma na poczatku dostatecznie duzo dolaréw), to mamy c¢- G(n) < F(n), gdzie
|w| = n, a to oznacza, ze:

M akceptuje w wtedy i tylko wtedy, gdy M’ odrzuca w.

A zatem L # L(M’). Uwaga: jesli F(n) < logn, to symulacja jest tez poprawna, bo mozna zaktadac,
zew = $$ ... $v, gdzie v jest bardzo krotkie w poréwnaniu z w. Dlatego informacje o polozeniu glowicy
wejsciowej mozna przechowywaé w pamieci log |v| < F(n).

Dowdd czesci drugiej jest podobny, ale troche trudniejszy. Czynnik logn to ,narzut” czasowy za
symulacje wielu tasm maszyny M, na dwoch tasmach maszyny M. | O

Istnieja tez twierdzenia o ostrych hierarchiach niedeterministycznych:

Twierdzenie 8.8 Niech F(n),G(n) bedqg konstruowalne i takie, ze F'(n) > G(n) > logn.

1. Jesli G(n) jest o(F(n)), to NSPACE(G(n)) & NSPACE(F'(n)).
2. Jesli G(n+ 1) jest o(F(n)), to NTIME(G(n)) & NTIME(F(n)).

»  Zalozenie o konstruowalnosci w twierdzeniach 8.7 i 8.8 jest istotne. Funkcje, ktére nie sa kon-
struowalne, moga zachowywacé si¢ w sposéb nieprzewidywalny. Na przyklad mamy nastepujace twier-
dzenie Trachtenbrota o luce:

Twierdzenie 8.9 Istnieje taka obliczalna funkcja T, ze DTIME(T(n)) = DTime(27 (™),

Dowod:  Niech M, oznacza deterministyczna maszyne Turinga o kodzie v. Przez t(v, w) oznaczmy
liczbe krokéw obliczenia maszyny M, dla wejscia w (mozliwe, ze t(v, w) = 00). Symbolem P oznaczymy
za$ dwuargumentowy predykat w N, zdefiniowany tak:

P(n, k) =Vi < nvVw,v(jv]| <nA|lw| =n — t(i,w) < kV (v,w) > 2F).

A zatem P(n, k) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i = 1,...,n i dowolnego stowa
wejéciowego w dtugosci n, liczba krokéw obliczenia jakie wykonuje na wejsciu w kazda maszyna o kodzie
nie dtuzszym niz n jest albo ;mata” (co najwyzej k) albo ,duza” (wieksza od 2%), ale nigdy nie ,$rednia”.
Zauwazmy, ze do kazdego n mozna dobra¢ k o wlasnosci P(n, k). Istotnie, wystarczy przyjac

k =max{t(v,w) | |lw|=nA|v] <nAt(v,w) # o},
czyli maksimum z dtugosci skoniczonych obliczen maszyn o kodach nie dtuzszych niz n na slowach

dlugosci n. (Jest takich obliczeri skoriczenie wiele.)

Niech teraz T'(n) bedzie najmniejsza liczba k o wlasnosci P(n, k) (piszemy T'(n) = pk.P(n,k)). Wtedy
funkcja T jest catkowita funkcjg obliczalng. Przypusémy teraz, ze L € DTiMe(27(), tj. L = L(M) dla
pewnej maszyny M o zlozonosci czasowej 27 (). Maszyna M ma jakis kod; powiedzmy, ze M = M,,.

Dla n > |v| (a wiec dla prawie wszystkich n), z warunku P(n,T(n)) wynika, ze M, moze akceptowaé
stowa dlugosci n w czasie ponizej T'(n) lub powyzej 2T(m) Ale to drugie jest niemozliwe, bosmy
zatozyli, ze M, dziata w czasie 27("). Zatem M, ma w istocie ztozonosé T'(n). O <
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Relacje pomiedzy klasami

In this section we consider the known inclusions between space and time complexity classes.
It is convenient to state first the following lemma. A configuration of a Turing machine is of
size m iff it uses at most m cells on each work tape.

Lemat 8.10 Assume that S(n) > logn for all n. Let M be a Turing machine, and let C,,
be the set of all configurations of M of size S(|w|) with w as the input word. There exists
a constant ¢ such that, for all w, the set Cy, has at most 2¢5(wD) elements.

Dowod:  Assume that M has k internal states, r work tapes and an m-element alphabet.
Let |w| = n. To count the configurations of size S(n) we multiply the following:

the number of states k;

the number of possible positions of work heads (S(n) for each);

the number n + 2 of possible positions of the input head;

the number of all possible contents of the work tapes (m5(™ for each).

We obtain k - S(n)" - (n 4 2) - (mS™)7. Clearly,
k. S(n)r . (n + 2) . (mS(n))r < 2logk+rlogS(n)+1+logn+rS(n) logm < 20~S(n)’

holds for a sufficiently large constant ¢ and almost all n. O

Zauwazmy, ze do zapisania liczby 2¢°() wystarczy pamie¢ O(S(n)). Jesli funkcja S jest
konstruowalna, to mozna oznaczy¢ taki obszar pamieci i uzyé go jako binarnego licznika czasu.
Stad wynika taki fakt:

Fakt 8.11 Jesli L € DSPACE(S(n)) (odp. L € NSPACE(S(n))) gdzie S > log jest funkcjq
konstruowalng, to L = L(M) dla pewnej deterministycznej (odp. niedeterministycznej) ma-
szyny M, ktorej kazde obliczenie jest skoriczone i ktora ma ztozono$é pamieciowg S(n).

Nastepujace twierdzenie wyraza podstawowe zwigzki miedzy klasami ztozonosci.

Twierdzenie 8.12

(1) DTiME(T'(n)) € NTIME(T'(n));
(2) NTIME(T'(n)) € DSPACE(T'(n));
(3) DSPACE(S(n)) C NSPACE(S(n)).

)
Jesli funkcja S(n) jest konstruowalna oraz S(n) > logn, to takze
(4) DSPACE(S(n)) C U, DTIME(2¢5(M);

)

)
(5) NSPACE(S(n)) C [J,.oo DTIME(255().
Dowoéd: Zawierania (1)1 (3) sa oczywiste. Inkluzja (2) wynika stad, ze dana maszyna niede-
terministyczna M moze zostaé zastgpiona maszyng deterministyczna przegladajaca wszystkie
mozliwe obliczenia maszyny M. Podobnie jak w dowodzie faktu 6.3, maszyna determinis-
tyczna symuluje dziatanie maszyny M, przeszukujac wszerz jej drzewo obliczen. W tym celu,



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 49

na dodatkowej tasmie roboczej systematycznie generuje kolejne ciagi liczb mqi, ma, ..., myg,
odpowiadajace poczatkowym fragmentom obliczeri maszyny M.

Do generowania kolejnych ciagdéw mq, mo, . . ., my potrzebna jest pamie¢ rozmiaru T'(n). Wyko-
nanie obliczenia odpowiadajacego danemu ciagowi tez wymaga pamieci rozmiaru 7'(n), bo T'(n)
jest takze zlozonoscia pamieciowa M (w czasie T'(n) mozna uzyé co najwyzej T'(n) klatek
tasmy). Zatem catkowita potrzebna pamieé jest O(T(n)).

Czes¢ (4) wynika z lematu 8.10 i faktu 8.11. Maszyna deterministyczna M o zlozonosci
pamieciowej S(n) osiaga co najwyzej 2¢:5(n) konfiguracji dla wejscia rozmiaru n. Na mocy
faktu 8.11 mozna zatozy¢, ze maszyna M zawsze sie zatrzymuje. Zatem obliczenia maszyny
moga mieé¢ dugosé co najwyzej 265 Po takiej liczbie krokéw maszyna musi sie zatrzymac,
bo inaczej powtorzy sie jakas konfiguracja.

Zajmiemy sie teraz cze$cia (5). Nie mozemy uzy¢ metody zastosowanej w czesci (2), bo
otrzymamy czas podwojnie wyktadniczy od S(n).

Zalozmy, ze mamy niedeterministyczna maszyne M o ztozonosci pamieciowej S(n). Niech C,,
oznacza zbiér konfiguracji jak w lemacie 8.10. Ma on co najwyzej f(n) = 2¢°() elementow.

Rozpatrzmy teraz algorytm podobny do uzytego w dowodzie faktu 8.1. Aby utworzy¢ liste
wszystkich konfiguracji osiagalnych z C,, iterujemy procedure:

Dla kazdej dotychczas nie zapisanej konfiguracyi C € Cy,
szukaj takiego C' na liscie, ze C' —pq C.
Jesli jest, to dodaj C do listy.

Postepujemy tak, az dodamy do listy konfiguracje konicowa, albo wyczerpiemy wszystkie mozli-
wosci (stwierdzimy, ze nic nowego nie da sie juz dopisac).

Na liscie nie moze by¢ wiecej niz f(n) konfiguracji, wiec powyzsza petla wykonywana jest
co najwyzej tyle razy. Za kazdym razem rozwazamy f(n) konfiguracji i dla kazdej z nich
wykonujemy O(f(n)) krokéw. Caty algorytm wymaga wiec liczby krokéw rzedu O(f(n)3),
a to mozna oszacowaé przez 2¢1°5() dla pewnej stalej ¢;. O

O zwiazkach pomiedzy klasami ztozonosci wciaz niewiele wiadomo. Ponizsze twierdzenie
nalezy do nielicznych wynikéw ,pozytywnych” w tej dziedzinie.

Twierdzenie 8.13 (Savitch, 1970) Jesli funkcja S(n) jest konstruowalna, oraz S(n) > logn,
to NSPACE(S(n)) C DSPACE(S(n)?).

Dowo6d:  Niech M bedzie niedeterministyczna maszyna o ztozonosci pamieciowej S(n).
Na podstawie lematu 8.10 mozemy przyjaé bez straty ogélnosci, ze dla pewnego ¢ ma ona
ztozonosé czasowa 2°5("). Niech |w| = n. Dla Cy,Cy € C,, (gdzie C,, jest jak w lemacie 8.10),
oraz i < c¢-S(n), piszemy C; —° Ca, gdy maszyna M moze przejsé od konfiguracji C; do Co
w co najwyzej 2¢ krokach. Jegli i = 0, to warunek C; —¢ Co mozna sprawdzi¢ w pamieci S(n).
Dla i > 1, wystarczy zbadaé¢, czy dla jakiego$ C € C,, zachodzi C; ="' C =1 Cy. Jedli
wiec przez (i) oznaczymy pamieé¢ potrzebna na deterministyczne sprawdzanie czy C; —* Co,
to dostaniemy oszacowanie

p(i) < S(n) + i - 1),

bo oczywiscie pamie¢ uzyta do sprawdzenia warunku C; —'~! C moze by¢ ponownie uzyta do
sprawdzenia warunku C —°~! Cy. (Sktadnik S(n) jest potrzebny do zapisania konfiguracji C.)
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Ostatecznie dostajemy (i) < i-S(n), w szezegdlnosci (c - S(n)) < - S(n)2.

A zatem w pamieci O(S(n)?) mozna deterministycznie sprawdzi¢, czy z konfiguracji poczat-
kowej da sie otrzymaé konfiguracje koricowa. A nic wiecej nam nie potrzeba. 0

» A oto przykltad wyniku ,negatywnego”: jedno z nielicznych znanych twierdzen dotyczacych roli
niedeterminizmu w ztozonosci czasowej. Dowod z ulga pomijamy.

Twierdzenie 8.14 (Paul, Pippenger, Szemeredi, Trotter, 1983)
NTIME(O(n)) # DTIME(O(n)). <

9 Zlozonos$é hierarchii Chomsky’ego

A finite automaton, accepting a regular language, can be seen as a very restricted kind of
a Turing machine. This machine is “one-way”, that is, it always moves its input head to the
right, and it never uses any work space. Thus, regular languages belong to DSPACE(1). It may
appear surprising that the converse is also true.

Twierdzenie 9.1 The class of regular languages coincides with DSPACE(1) and NSPACE(1).

Dowod: Let M be a nondeterministic machine of space complexity 1. The difference
between M and an NFA is that M can move its head freely in each direction. Without loss
of generality we can assume however, that:

e The machine can enter an acccepting state only after its input head has been moved to
the rightmost position.
e The machine always moves either left or right, except when entering an accepting state.

An accepting computation for w = abedab can thus be represented as in Rysunek 4.

Consider the history of the computation from the point of view of a single tape cell. Write
down this history, recording states and moves. For instance, for the first “b” this history can
be recorded as

G a4 G A a7
where ¢3* means that the machine entered this cell from the left in state g3 and then went to
the right. The symbol ¢; means that the machine entered this cell from the right and then
returned to the right. Similarly, the history of “d ” is as follows:

@4 0 g a5 a7
If there is a computation accepting a word w then there is one that never enters the same

state twice while scanning the same tape cell. Indeed, we can simply skip the part of the
computation between these two identical configurations. This means that the number of our
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Rysunek 4:

B a b c d a b B

qo — 43 —=q2
q1—>q3 —>q1 —=(q1
4 =—Qq4=<—4q1<—Q2
N
5 —> 44 —>q4 —> G2 —= (2
%i%e%e%e%e%
43 —>q7 —>(q5 —=(Q5

qr —=q7 —=q7 —> (48 — (8

|

da

“histories” (called also crossing sequences) can be assumed constant. (Tj. ta liczba zalezy tylko
od liczby stanéw automatu, a nie od dlugosci stowa.)

Suppose now that a certain history is associated to a tape cell containing a symbol a. The
history associated to the next tape cell must be such that the two histories together create
a consistent “two cell history”. For instance, suppose that the transition relation of M contains
the following tuples:

<Q37 a, q2, +1>7 <qQ7 b7 q, +1>7 <Q37 b7 q2, _1>7 <qQ7 a, Q7, _1>7 <QQ, a, 44, +1>7
<Q47 b) q1, _1>7 <QI> a, q”a _1>7 <Q57 a, gs, +1>7 <Q5a bv q///’ +1>7 <C]17 b7 q////7 +1>

Then the history
GGG A G
can be placed to the left of
0 45 a4 4y
to represent a local behaviour of the machine, as shown in Rysunek 5.

The history ¢5° ¢5” ¢5° ¢i ¢7 g5 can perhaps be followed by g7 ¢i” q5 q;” as well (provided
the machine is capable of making the appropriate state changes), but not by
65 4§ a7 45’ ar  mor 45 ¢35 G-

We construct a nondeterministic finite automaton My to recognize L(M). The automaton
attempts to reconstruct the computation of M by assigning a crossing sequence (a history) to
every symbol written on the input tape. W kazdym kolejnym kroku stan wewnetrzny automatu
przedstawia ciag przecieé (crossing sequence) zwiazany z ostatnio przeczytana litera. For every
further symbol read from the input, the automaton guesses a new crossing sequence, and
verifies the correctness of the guess against the previous crossing sequence and the transition
relation of M. Relacja przej$cia automatu jest tak zdefiniowana, ze przejscie od stanu do stanu
jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie ciggi przecie¢ moga ze soba poprawnie
sasiadowac¢. Ostatecznie, poprawne obliczenie maszyny M istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
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Rysunek 5:

T3 ——>=(q —> ...
< <—7"(Qq3 <— ...

T2 =44

o< q1

-—=q1

.05 —>(q5 —> ...

q1 =

s

istnieje ,dobrze skladalny” ciag ciagoéw przecie¢. A to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy M
akceptuje poprzez osiagniecie stanu konicowego (tj. ciagu przecie¢, w ktérym pojawia sie stan
koricowy automatu M. O

Jezyki bezkontekstowe

The above result gives an exact characterization of complexity of regular languages. For
context-free languages, we do not have an exact characterization. We can only state an upper
bound: all context-free languages can be recognized in polynomial time.

Twierdzenie 9.2 All context-free languages belong to the class P = |J, DTIME(n").

Dowéd: Let L = L(G) be a context-free language. Without loss of generality we can
assume that € € L (exercise), and that G is in Chomsky normal form. That is, all productions
of G are of type:

§=&& or {=a,

where £, €1, & are nonterminals and a is a terminal. In order to check if w € L one can apply
the following method:

e If [w| =1 then check if G contains a production £y = w, where &g is the initial symbol.
e Otherwise, for each production of the form & = £1&s check if w can be split into two
parts wiwe = w, such that & —¢ wy and & — g wa.

A naive implementation of the above idea would result in a recursive algorithm of exponential
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complexity. Better results can be obtained if we collect and store reusable information.?°

Assume that the input word is of the form w = ajasz...a,. For i < j, let w;; = a;...a; and
Vij ={£ | £ -G wij}. Our algorithm will construct and store all the sets Vj;, beginning with
Vii and ending with V1,,. Then we simply check if &y € Vi,,. The sets V;; can be written down
on a work tape of size O(n?).

The sets Vj; consist of all the nonterminals & such that the production & = a; is in G. The
construction of Vj; requires linear time.

Now suppose that, for some d = 1,...,n — 1, we have already constructed all sets V;;, for
J — 14 < d, and we want to construct V;; for j —4 = d. For each such pair 7,j and for each
{=1i,...,7—1, we consider all productions of the form £ = £1&. For every such production

we check if £ € Viy and & € Vg ;. If so, we add £ to the set V;.

For each pair 4,7 (there is less than n such pairs, for any fixed d) we have d < n possible
values of /. For each ¢, we must check all sets Vjy and Vy41; (on the O(n?) work tape). The
total time needed for each d = 2,...,n is thus at most n* and the whole computation takes
at most n° steps. O

Jezyki kontekstowe

For context-sensitive (or monotonic) languages, we have the equality
CSL = NSPACE(n),

because the “linear bounded automata” (LBA) are essentially Turing machines of space com-
plexity n. The following are two famous problems concerning context-sensitive languages,
known since early 60’s:

1) Is every context-sensitive language accepted by a deterministic LBA?

2) Is the class of context-sensitive languages closed under complementation?

Problem (1) still remains open, and can be re-stated as:
NSPACE(n) = DSPACE(n)?

Problem (2) was positively solved in in 1985 independently by Immerman and Szelepcsényi.
This solution follows from Twierdzenie 9.4 below. We first consider an important special case.

Lemat 9.3 If L € NSpACE(logn) then —L € NSPACE(logn).

Dowo6d:  Assume that L = L(M), where M is a nondeterministic machine of space com-
plexity logn, and fix an input word w. Let C, be as in Lemat 8.10. Then the cardinality
of C,, is at most ¢ - n¥, for some constant c.

Claim 0: For any C1,Co € Cy, a nondeterministic machine can verify in logarithmic space

that C1 - Co in at most a given number of steps d < ¢ - nk.

20Ta metoda nazywa sie ,algorytm CYK?”, od nazwisk: Cocke, Younger i Kasami.
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The machine can simply guess in order all the configurations occurring in the computation
from C; to Ca, and verify step by step the correctness of all the guesses. This requires as
much space as is needed to store two configurations and a counter to control the length of the
computation. The procedure terminates when the counter exceeds the maximum count ¢ - n¥
or the given bound d.

Claim 1: Let R = {C | Cy, — C} and let N be the cardinality of R. A nondeterministic
machine can compute the number N in logarithmic space.

Define Ry = {C | Cyy — C in at most d steps} and Ny = |R4|. We will show how to compute
all the numbers Ny in logarithmic space. Then N = N, where d < ¢ - n* is the least number
such that Ng = Ng41.

For the beginning, Ny = 1. Let us suppose that N; was already computed. Our goal is to
compute Ngy1.

First observe that we can list all C € Ry, using the following trick. We enumerate all configu-
rations C € C,,, and for each of these, we guess if C € Ry or not. Every positive guess is then
verified in logarithmic space (see Claim 0 above). If anything goes wrong, we reject. We keep
a count of the positive guesses, which must be equal at the end to the number N;. Otherwise
we reject.

To compute Ng11 we proceed as follows. Enumerate all C € C,, and for each such C we list all
C' € Ry as described above. But each time a C' € Ry is found, we check in addition if C = C’
or C" = C. If so, we conclude that C € Rgy1. We count all such C. If the nondeterministic
procedure was successful, i.e., we made all and only correct guesses, the final value of the
counter must be Ngyq.

Claim 2: A nondeterministic machine can check in logarithmic space that no accepting
configuration belongs to R, i.e., that w ¢ L(M).

Now we know the number N, and we can list all C € R, applying the same trick again.
Enumerate all C € C,, and guess which ones belong to R. Verify all positive guesses, and
reject in case of any failure. Also reject if less than IV configurations in R were found, or if any
of these is an accepting configuration. Accept otherwise, i.e. when no accepting configuration
is reachable from C,,.

Ten dowod mozna podsumowaé tak:

e Zmajac Ny potrafimy generowaé cate Ry;
e Znajac Ry potrafimy obliczyé Ny, q1;
e 7Zmajac N potrafimy generowaé cate R. O

If K is a complexity class, then by co-KC we denote the class {—L | L € K}, of complements of
languages in K.

Twierdzenie 9.4 (Immerman, Szelepcsényi, 1985) Jesli funkcja S(n) > logn jest kon-
struowalna, to NSPACE(S(n)) = co-NSPACE(S(n)), tj. klasa NSPACE(S(n) jest zamknicta ze
wzgledu na dopetnienie.

Dowéd:  We know from Lemat 9.3 that NSPACE(logn) = co-NSPACE(logn). To generalize
this equation to arbitrary S(n) we apply a proof technique known as “padding”, which is often
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used to “raise” various equations between “small” complexity classes to equations between
“large” classes.

Of course it suffices to show co-NSPACE(S(n)) C NSPACE(S(n)), so let us assume that L
is in NSPACE(S(n)), and we will prove that —L € NSPACE(S(n)). Consider the language
L = {w$25<lw‘)_‘w‘ | w € L}, where $ is not in the alphabet of L. This language consists of
all words w$...$ of length n = 25(%D such that w € L. To accept a word w$...$ € L; we
can simulate a machine which recognizes L in space S(n). But now the length of the input
is 250D so our simulation works in space logn. Also S(Jw|) = logn space suffices to store
a counter necessary to check that the number of $’s is exactly 251%D — |y,

It follows that L; € NspacE(logn). By Lemat 9.3 we have —L; € NsPACE(logn). Let
—L; = L(M), where M is of space complexity log n. We construct a machine M to recognize
—L in space S(n). Maszyna M, dziata dla wejscia w tak, jak maszyna M dla wejscia w$ . ..$.
Jedli pojawia sie potrzeba wyjscia poza stowo wejéciowe w, maszyna ,udaje”, ze czyta dolary,
pamietajac jedynie pozycje, w ktorej powinna sie znajdowaé gltowica maszyny M. O

A wiec mamy nastepujace relacje pomiedzy klasami ztozonosci i hierarchig Chomsky’ego:

e Klasa jezykow regularnych pokrywa sie z klasa DSPACE(1) = NSPACE(1).
e Klasa jezykow bezkontekstowych zawiera sie w klasie P
e Klasa jezykow kontekstowych pokrywa sie z klasa NSPACE(n).

10 Najwazniejsze klasy zlozonosci

Nastepujace skroty oznaczaja czesto spotykane klasy ztozonosci.

L = LoGgspPACE = DspPAcCE(logn);

NL = NLOGSPACE Nspacki(logn);

P =PTIME = (Jun DTIME(nRF);
NP = NPTIME = |J oy NTIME(n");
PSPACE = |Jcy DSPACE(nF) = (Jycpy NSPACE(n");
EXPTIME = Jpen DTIME(2™");
NEXPTIME = [Jpen NTIME(2™");
EXPSPACE = Jiey DSPACE(2"") = Uken NSPACE(2™").

Zauwazmy, ze w definicji klas PSPACE i EXPSPACE nie ma znaczenia (nie)determinizm, a to
z powodu twierdzenia Savitcha. Z Twierdzenia 8.12 wynikajg nastepujace inkluzje:

LOGSPACE C NLOGSPACE C P C NP
C PsPACE C EXPTIME C NEXPTIME C EXPSPACE.
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O Zadnej z tych inkluzji nie wiadomo, czy jest wtasciwa. Jednak niektére z nich muszg byé
wlasciwe. Wynika to z twierdzen o hierarchii 8.7 i 8.8: mamy wiec

NLOGSPACE # PSPACE # EXPSPACE
i podobnie dla czasu:
P # EXPTIME i NP # NEXPTIME.

Dzieki technice zwanej ,paddingiem” (por. dowod tw. 9.4), wiadomo, ze w tych sprawach
kazde rozstrzygniecie pozytywne przenosi si¢ na wigksze klasy ztozonosci (a zatem odpowiedzi
negatywne przenosza sie w dot). Na przyktad mamy taki fakt.

Fakt 10.1 Jesli P = NP, to EXPTIME = NEXPTIME.

Dowéd:  Przypusémy, ze P = NP i niech L € NEXPTIME. Mamy niedeterministyczna
maszyne Turinga, rozpoznajaca jezyk L w czasie wykladniczym, tj. w czasie 2P(") gdzie
p(n) jest pewnym wielomianem. Rozpatrzmy jezyk L; = {w$2p(|w‘)*‘w‘ | we L}. Jesli teraz
n = |w$2p(‘w‘)_|w||, to 2°(wD) = n zatem jezyk L, jest rozpoznawalny w niedeterministycz-
nym czasie liniowym. Mamy wiec L; € NP, a zatem takze L; € P. Istnieje wiec maszyna
Turinga M, rozpoznajaca jezyk L, w czasie n*. Mozna ja tatwo przerobi¢ na maszyne My,
rozpoznajaca L w czasie (21’(”))"C = 2kP(")  Maszyna M; wykonuje te same czynnosci co
maszyna M. Jedyna roéznica polega na tym, ze inne jest stowo wejsciowe. Zamiast czytac
dolary ze stowa wejsciowego, maszyna M pamicta wiec tylko pozycje, w jakiej powinna sie
znajdowaé glowica maszyny M. O

Redukcje i zupelnosé

Mowimy, ze jezyk L1 C A} jest sprowadzalny w pamieci logarytmicznej (lub logarytmicznie
redukowalny) do innego jezyka Lo C A3, gdy istnieje funkcja f : A — Ajg, obliczalna przez
deterministyczng maszyne w pamieci logarytmicznej?!' i spetniajaca warunek

welL < f(w)€ Lo,

dla dowolnego stowa w € A}. Piszemy wtedy L <jog L. (Czasem zada si¢ tylko aby funkcja f
byta obliczalna w czasie wielomianowym. Mowi sie wtedy o sprowadzalnosci wielomianowej
i uzywa symbolu <,,. Oczywiscie L <jos L' implikuje L <, L")

Mamy nastepujacy oczywisty fakt:

Fakt 10.2 Niech K oznacza jedng z klas ztozonosci
LOGSPACE, NLOGSPACE, P, NP, PSPACE, EXPTIME, NEXPTIME, EXPSPACE.

Jesli L <og L' € C, to L € K.

'Uwaga: stowo wynikowe f(w) moze byé dtuzsze niz logn. Dlatego zaktadamy, ze maszyna obliczajaca
funkcje f wyprowadza pojedynczo kolejne symbole stowa f(w), nie przechowujac go nigdy w calosci na tasmie
roboczej. W ten sposéb pamieé robocza maszyny moze by¢ logarytmiczna.
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Fakt 10.2 pozostaje w mocy dla relacji <p, wyjawszy (by¢ moze) przypadek LOGSPACE.

Mowimy, ze jezyk L jest trudny dla klasy zlozonosci K (ze wzgledu na logarytmiczne redukcje),
jesli kazdy jezyk L' € K redukuje si¢ wielomianowo do L. Jesli na dodatek jezyk L sam nalezy
do K, to moéwimy, ze jest zupetny w tej klasie (KC-zupelny).

Fakt 10.3 Niech K oznacza jedng z klas ztozonosci
NLOGSPACE, P, NP, PspACE, EXPTIME, NEXPTIME, EXPSPACE.

Jesli L jest K-trudny, oraz L <iog L', to L' jest K-trudny.

Istnieje tez pojecie trudnosci i zupelnosci ze wzgledu na redukcje wielomianowe. Dla klas
zawierajacych NP nie ma wiekszego znaczenia, ktérym z nich sie postugujemy; najwazniejsze
wyniki sa takie same, niezaleznie od tego, czy mowa o sprowadzalnosci wielomianowej czy
logarytmicznej. Ale dla klas NLOGSPACE i P tak nie jest. Na przyktad kazdy jezyk z klasy P
jest oczywiscie P-zupelny ze wzgledu na sprowadzalnosé¢ wielomianows.

Nastepujaca tatwa obserwacja wskazuje na znaczenie probleméw zupelnych w teorii ztozonosci:

Fakt 10.4 Niech K1 @ Ko oznaczajg dwie sposrdad klas
LoGsPACE, NLOGSPACE, P, NP, PsPACE, EXPTIME, NEXPTIME, EXPSPACE

1 niech Iy C Kq. Jesli jakis jezyk Ko-zupetny nalezy do K1, to K1 = Ks.

Pamieé logarytmiczna

Gdy mowa o ztozonosci pamieciowej, czesto pojawia sie zatozenie S(n) > logn. Jest to bardzo
podstawowe wymaganie: pamieé logn jest konieczna do tego aby maszyna mogla np. znaé
potozenie wlasnej gtowicy wejsciowej. Dlatego klasa LOGSPACE jest najmniejsza ,naturalng”
klasa ztozonosci. Nieformalnie, algorytmy logarytmiczne mozna realizowaé za pomoca skorn-
czonej liczby ,palcow” wskazujacych pozycje w stowie wejSciowym. Szereg waznych zadan de-
cyzyjnych mozna rozwiazywaé za pomoca takich maszyn. W szczegélnoéci sprawdzanie sktad-
niowej poprawno$ci formuty rachunku zdan, i obliczenie jej wartosci jest mozliwe w LOGSPACE.

Nie wiemy, czy klasa NLOGSPACE jest istotnym rozszerzeniem LOGSPACE. Znane sg jednak
problemy w NLOGSPACE, ktorych nie umiemy rozwiazywaé deterministycznie w pamieci loga-
rytmicznej. Jednym z nich jest problem osiggalnosci dla graféw skierowanych:

Dany graf G i wierzchotki a i b. Czy w G istnieje droga od a do b?

Aby przedstawié¢ ten problem w postaci odpowiedniej dla maszyn Turinga, tj. w postaci jezyka
formalnego, musimy ustali¢ sposdéb kodowania graféw jako stow.

Reprezentacja grafu skierowanego o m wierzchotkach i k krawedziach to lista zlozona z par
numer6w wierzchotkow (rozdzielonych np. przez krzyzyki). Na poczatku listy mozemy jeszcze
umiescic liczbe wierzchotkéw. Oczywiscie wszystko jest w postaci binarnej, wiec dhugosé kodu
grafu jest O(k - logm). Tego samego rzedu jest dtugosé n stowa wejsciowego dla maszyny,
ktora ma rozwigzywaé problem osiggalnosci. A pamietajmy, ze ztozono$é mierzymy ze wzgledu
na dlugosé reprezentacji grafu, a nie liczbe jego wierzchotkow.
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Twierdzenie 10.5 Problem ostggalnosct jest NLOGSPACE-zupelny.

Dowé6d:  Aby sie przekonad, ze istnieje droga od a do b, wystarczy ,zgadna¢” odpowiedni
ciag krawedzi. Maszyna niedeterministyczna moze to latwo zrobié¢, a jesli bedzie oszczednie
uzywaé pamieci, to jej ztozonosé bedzie logarytmiczna. W szczegdlnosci nie wolno przepisywadé
numer6éw wierzchotkéw na tasme robocza, bo to moze wymagaé¢ pamieci liniowej. Ale my
tylko musimy umieé¢ sprawdzaé, ze koniec jednej krawedzi jest taki sam jak poczatek innej,
a to potrafimy zrobi¢ przesuwajac dwa palce po tasmie.

Teraz pokazemy, ze osiagalnosé jest NLOGSPACE-trudna. Niech wiec L = L(M) € NLOGSPACE.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze przed zakonczeniem obliczenia maszyna zeruje tasmy
robocze i ,parkuje” wszystkie gltowice na poczatku taém. W ten sposob, dla kazdego w konfi-
guracja koncowa IC,, jest wyznaczona jednoznacznie.

Dla danego stowa w dtugosci n, zbior C,, (por. lemat 8.10) ma O(n¥) elementow, gdzie k jest
pewna stalg. Konfiguracje z C,, tworza graf G,,, w ktorym krawedzie (C,C’) odpowiadaja
przejsciom C — C' maszyny M. Kod grafu G,,, wraz z kodami konfiguracji poczatkowej Cy,
i koncowej K,,, mozna deterministycznie generowaé na podstawie relacji przejscia maszyny M.
Poniewaz mamy réwnowaznosé

w € L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy Ky jest osiagalne z C,, w grafie Gy,

wiec okredlilismy wtasnie redukcje jezyka L do problemu osiggalnoéci. Redukcja ta jest lo-
garytmiczna, bo systematycznie generowane krawedzie grafu (pary konfiguracji maszyny M)
zajmuja tylko logarytmiczny obszar pamieci. 0

Moralny sens powyzszego dowodu jest taki: w istocie kazdy problem z klasy NLOGSPACE jest
szczegdlnym przypadkiem problemu osiagalnosci.

Czas wielomianowy

Najbardziej znanym problemem zupelnym w klasie P jest problem wartosci sieci boolowskiej
czy tez obwodu logicznego (circuit value problem). Zamiast definicji sieci narysujmy przyktad.

Rysunek 6:

T

NN

W grafie na obrazku 6 wierzchotki a; sa wejsciowe, a wierzchotek b jest koricowy. Podajac na
wejscie wartodci logiczne zmiennych a; mozemy kolejno przyporzadkowaé wartosci wszystkim
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wierzchotkom, w zaleznoéci od tego jaka operacje logiczng im przypisano i jakie wartosci maja
ich poprzedniki w sieci. (Oczywiscie sie¢ musi by¢ grafem zorientowanym acyklicznym, o jed-
nym wierzchotku koncowym). Na przyktad jesli wartosciami wierzchotkow aq, as, as, aq, as sa
odpowiednio 0,1,1,0,0 to warto$ciag wierzchotka b jest 0. Wartos¢ wierzchotka koncowego
nazywamy wartosciq sieci. Problem wartosci sieci to oczywiscie takie zadanie:

Dana jest sieé i wartoSci wierzchotkéw poczgtkowych. Czy warto$cig sieci jest 17
Fakt 10.6 Problem wartosci sieci jest w klasie P.

Dowéd:  Sie¢ wraz z wartoSciami poczatkowymi moze by¢ reprezentowana na wejsciu ma-
szyny Turinga jako stowo o dtugoéci n < O(m?logm), gdzie m jest liczba jej wierzcholkow.
Ewaluacja sieci moze bez trudu by¢ zrealizowana w czasie wielomianowym od n: nalezy
przepisa¢ kod sieci na tasme robocza i oblicza¢ wartosci kolejnych wierzchotkow (jest ich
nie wiecej niz n) az nie uzyskamy wartosci konicowej. O

Okazuje sie, ze problem wartosci sieci nie tylko jest w klasie P, ale ze jest tez P-zupelny. Aby
to wykazaé rozpatrzymy pewne jego naturalne uogoélnienie.

Sie¢ boolowska o m wejsciach oblicza funkcje typu {0,1}"™ — {0,1}. Mozna réwnie dobrze
moéwié o sieciach obliczajacych funkcje typu D™ — D gdzie D jest dowolng ustalona algebra
skoniczona. Wierzcholki takich sieci sa etykietowane dziataniami w D, a obliczanie ich wartosci
jest takze problemem z klasy P. Nazwijmy go wogdinionym problemem warto$ci sieci:

Dana algebra D, sieé¢ nad D, warto$ci poczgtkowe i warto$é koricowa d.
Czy wartosciq sieci jest d?

Lemat 10.7 Uogdlniony problem wartosci sieci jest P-zupelny.

Dowo6d:  Niech L € DTIME(nF). Dla uproszczenia zatozmy, ze maszyna M rozpoznajaca L
jest ,klasyczng” maszyna jednotasmowa,?? ktora dla kazdego wejscia dtugosci n wykonuje
doktadnie n* krokow.

Skonstruujemy sie¢ nad algebra o dziedzinie D = ¥ U (X x Q) U{®, ®} i czterech operacjach:
trojargumentowej t : D3 — D i dwuargumentowych 1,7, f : D> — D. Wierzchotkami sieci sa
pary (i,j), gdzie 0 < 4,7 < n¥, oraz pewna liczba wierzchotkéw dodatkowych. Wierzchotki
wejsciowe sa postaci (0,7). Idea jest taka, ze warto$¢ wierzchotka (i,j) powinna by¢ litera
zapisang w j-tej klatce tasmy po wykonaniu ¢ krokéw obliczenia. Chyba, ze w czasie ¢ glowica
akurat znajduje sie w pozycji j; wtedy wartoscia wierzcholtka (i, j) ma by¢ para zlozona ze
stanu maszyny i zawartosci klatki 5 w chwili <. Dla danego stowa wejéciowego w = aj ...an
maszyny M wierzchotkom poczatkowym nadajemy wartosci B, (qo,a1),as,...,an,B,... B,
odpowiadajace zawartosci tasmy w chwili 0.

Konstrukcja sieci nie jest trudna, jesli uswiadomimy sobie, ze zawartosé¢ j-tej klatki w chwili ¢
jest jednoznacznie wyznaczona przez zawartos¢ klatek 7 — 1, 7, 7 + 1 w chwili 4 — 1. Inaczej
mowiac, wartosé pozycji (i, j) mozna obliczy¢ z wartosci trzech pozycji (i — 1,7 —1), (i —1,7),
(i—1,j+1). Potrzebna do tego operacja trojargumentowa ¢ jest zdeterminowana przez relacje

22} atwo pokazaé, ze dla kazdej deterministycznej maszyny M o zlozonosci czasowej T'(n) istnieje klasyczna
maszyna deterministyczna o ztozonosci czasowej O(T(n)?) rozpoznajaca ten sam jezyk.
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przejicia maszyny M. Ta operacja jest etykieta wierzchotkow (i, j) dla i > 0 oraz j # 0,n*.
Poprzednikami takich wierzchotkow sa oczywiscie (i — 1,5 — 1), (i — 1,5) oraz (i — 1,5 + 1).
W naszej algebrze D musimy jeszcze mie¢ dwie operacje binarne [ i r do ,,obstugi” skrajnych
klatek tagmy, ktore beda etykietami dla (i,0) i (i,n*). Poprzednikami wierzchotka (i,0) sa
(i —1,0) oraz (i — 1,1), a poprzedniki (i,n*) to (i — 1,n* — 1) oraz (i — 1,n").

Konstrukcja naszej sieci wymaga jeszcze fazy koncowej. Jest to drzewo binarne, ktérego
lisémi sg wierzcholki postaci (n¥,j). Wezty tego drzewa etykietowane sa operacja dwuargu-
mentowa f, ktorej zadaniem jest przekazanie w gére informacji o stanie koncowym.

f(w,y)Z{

Mozemy teraz tatwo sie przekonaé, ze zachodzi rownowaznosé: maszyna M akceptuje w wtedy
i tylko wtedy, gdy wartoscig naszej sieci jest ©. Co wiecej, dla danego w o dtugosci n, cala
konstrukcje naszej sieci mozna przeprowadzi¢ w pamieci logarytmiczne;j. O

©, jedli x lub y jest postaci @ lub (g, a);
®, w przeciwnym przypadku.

Twierdzenie 10.8 Problem wartosci sieci jest P-zupetny.

Dowoéd:  Zredukujemy uogélniony problem do jego podstawowej wersji. Przypusémy, ze
mamy sie¢ nad r-elementowa algebra D. Kazdy z tych elementéw moze by¢ reprezentowany
za pomoca m = [logr] wartosci boolowskich. Kazda l-argumentowa operacja w D moze tez
by¢ przedstawiona z pomoca m funkcji zerojedynkowych, z ktorych kazda ma [-m argumentow.
A kazda funkcja zerojedynkowa moze by¢ wyrazona za pomoca dziatan logicznych V, A i —.
A zatem sie¢ nad D mozna przeksztalcié w zwykla sieé boolowska kosztem m-krotnego zwiek-
szenia liczby wierzchotkéw i r-krotnego zwiekszenia liczby krawedzi. Takze i ta konstrukcja
jest redukcja w pamieci logarytmicznej. O

Przyktad 10.9 Rozpatrzmy funkcje F : {a,b,c,d}? — {a,b,c,d}, ktoéra jest okreslona tabelka:

Fla|b|c|d
ala|blalc
bl|d|a|b]|a
clc|blalb
dlaja|d]|a

Przyjmujac kodowanie a = 00, b = 01, ¢ = 10, d = 11, mozemy te funkcje zastagpi¢ dwoma
czteroargumentowymi operacjami binarnymi i dla kazdej z nich zdefiniowa¢ obwod logiczny.

Pierwszy bit Drugi bit

F1,00]|01]|10]11 F2 |00 |01]10| 11
00| 001|071 0600 | 1]01]O0
01| 1,07]0]0 01| 1,011 1]0
0(1]0]010 w0101
110701110 1100|110

Pierwszy bit wyraza sie¢ formuta o 4 zmiennych p, g, 7, s:
Fl(p,q,r,8) = (-pA—=gAr As)V(-pAgA-TA=8)V (pPA=gA—TA=8)V(pPAgArA-s).

Zmienne p, q reprezentuja element a, zmienne r, s reprezentuja element b.
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11 Klasa NP

Pytanie o réwnos¢ P = NP, jest glosnym problemem otwartym. Przypomnijmy, ze z fak-
tow 10.2, 10.3 i 10.4 wynika szczegdlne znaczenie probleméw NP-zupelych dla tego zagad-
nienia:

Fakt 11.1

0) Jesli L <, L' € P, to L € P.

1) Jesli problem (jezyk) L jest NP-zupetny, a przy tym L € P, to P = NP.
2) Jesli L jest NP-zupetny, oraz L <, L' € NP, to L' jest NP-zupetny.

Problem spetnialnosci formul rachunku zdan (SAT) to nastepujacy problem decyzyjny:

Dana formuta zdaniowa, czy istnieje wartoSciowanie spetniajgce te formute?

Nietrudno zauwazy¢, ze SAT € NP. Problem SAT byt pierwszym znanym problemem NP-
zupelnym.

Twierdzenie 11.2 (Cook, Levin) Problem SAT jest NP-zupeiny.

Dowéd:  Dla dowolnej niedeterministycznej maszyny Turinga M, dziatajacej w czasie wielo-
mianowym f(n) i dowolnego stowa w definiuje sie formute ® ., o takiej wlasnosci:

w € L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy P rq, jest spelnialna.

Konstrukcja formuty ® a4, jest efektywna. Jesli ustalimy maszyn¢ M, to konstrukcja ta jest
wykonywalna w pamieci logarytmicznej ze wzgledu na dlugo$é stowa w. Zatem dowolny jezyk
L € NP sprowadzamy w ten sposob do problemu SAT.

Pozostaje opisa¢ budowe formuly ®aq,,. Zalézmy, ze nasza maszyna dziala w czasie f(n),
ma k standw, t tasm i uzywa alfabetu . Stan poczatkowy start, stan koricowy stop. Niech
|w| = n. Formuta ® ., jest zbudowana ze zmiennych zdaniowych

L pi,j,ﬂ,aa dla 1 S f(n)7 ] S f(n)a E S ta a < 27
® gis, dlai < f(n), s <k;

o rije,dlai < f(n), j < f(n), £ <t

o 740, dlai < f(n), j<n+1

Idea jest taka, aby kazde wartosciowanie speiniajace nasza formute odpowiadalo pewnemu
obliczeniu maszyny M. Interesuja nas wiec te wartosciowania p, ktére dla pewnego obliczenia
maszyny spelniaja warunki:

1. p(gi,s) =1, gdy po ¢ krokach obliczenia maszyna jest w stanie s.

2. p(pijea) =1, gdy po i krokach obliczenia, na j-tym miejscu ¢-tej tasmy stoi symbol a.

3. p(rij,0) = 1, gdy po i krokach obliczenia glowica (-tej tasmy roboczej jest w pozycji j.

4. p(rijo0) =1, gdy po i krokach obliczenia glowica tasmy wejsciowej jest w pozycji j.
Formuta ®x,, jest dtugg koniunkcjg formut tak wybranych, ze spetnienie wszystkich na raz
jest mozliwe tylko przez wartoSciowania p o wlasnosciach (1)—(4). Na przyktad, mamy takie
cztony koniunkcji:
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Dijtar V Dijtas V-V Dijay 8dzie ¥ ={a1,...,aq} (sens: w danej klatce tasmy musi
by¢ jaki§ symbol);

(Pi,jban N Pijla,) dla w #y (sens: ale nie dwa na raz);

Po,j,e,B (sens: na tasmach roboczych na poczatku sa same blanki);

qo,start N\ qf(n),stop (S€NS: zaczynamy i konczymy we wlasciwych stanach).

i tak dalej. Najwazniejsza czes¢ formuty stanowia te czlony, ktoére reprezentuja zwiazki po-
miedzy kolejnymi konfiguracjami maszyny. Przypusémy na przyktad, ze maszyna ma dwie
tasmy robocze, i taka relacje przejscia, ze:

e w stanie s, widzac na tasmie wejsciowej a, a na tasmach roboczych b i ¢, maszyna moze:

e albo przejs¢ do stanu s', zapisujac na tasmach roboczych d i e i przesuwajac wszystkie
glowice w prawo,

e albo przej$¢ do stanu s”, zapisujac na tasmach roboczych e i a, i przesuwajac gtowice
wejsciowa w prawo, a obie robocze w lewo.

Wtedy nasza formuta ma dla dowolnych i, j1, jo < f(n) oraz jy < n taki czton koniunkcji:

(Qis AN Tijo,0 A Tigi,t ATiga,2 A Dijo0,a A Pigi,1b A Pia,2,6) = (Qig 1,7 A Tit1,jo+1,0 A Tik 1,5y 41,1 A
Titl,jot+1,2 A Dit1,j1,d A Pit1j,2,e) V (@i, A Tig1jo+1,0 A Tit1j1—1,1 A Tkl ja—1,2 A Dit1,4,1,e A
Di+1,5.2,a)-

Zwroéémy uwage na to, ze liczba wszystkich cztonéw naszej koniunkcji jest wielomianowa

i mozna je wszystkie po kolei generowaé uzywajac do tego tylko logarytmicznej pamieci. 0O

7 twierdzenia 11.2 wynika natychmiast:
Whiosek 11.3 Jesli SAT € P, to P = NP.
7 twierdzenia 11.2 wynika tez nastepujaca charakteryzacja klasy NP.

Wnhiosek 11.4 Dla kazdego jezyka L € NP istnieje taki jezyk L' € P, i taki wielomian p, ze
dla dowolnego stowa x zachodzi réwnowaznosé:

rel <  Fou(jv] <p(lz]) Ax$v e L)

Dowoéd:  Poniewaz L <j,s SAT, wigc dowolne stowo z nalezy do L wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiednia formuta ®, jest spelnialna. Inaczej: gdy istnieje spelniajace ja warto$ciowanie v,
co zapiszemy v = ®,. Takie wartoSciowanie przedstawiamy za pomoca ciagu zerojedynkowego
dhugosci nie wickszej niz dlugosé formuty. A ta dtugosé jest wielomianowa. To oznacza, ze
dla pewnego wielomianu p mamy réwnowaznosé

reLl < (v <p(z|) AvE D),

i mozemy przyja¢ L' = {z$v | v E ®,}. o
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A zatem przynaleznosé stowa x do jezyka L z klasy NP mozna zweryfikowaé sprawdzajac
deterministycznie w czasie wielomianowym poprawnosé ,certyfikatu” zadanego stowem v. Sens
powyzszego whniosku jest wiec nastepujacy: problemy z klasy NP to dokladnie®? te problemy,
ktorych rozwiazania maja ,tatwe certyfikaty”.

Problem spelnialnosci pozostaje NP-zupelny nawet w do$é¢ szczegblnym przypadku. Wystar-
czy rozwazaé formuty w koniunkcyjnej postaci normalnej, tj. formuty postaci

(11 V- Vagg) ANagr V- Vagk) A A(am1 V-V amg,, ),

gdzie kazde o;; jest albo zmienng zdaniowsg albo jest postaci —p, gdzie p jest zmienng zdaniows.
(Mowimy, ze kazde «j jest literatem.) Wariant problemu SAT, oznaczany skrotem CNF-SAT,
polega na ustaleniu, czy dana formuta w koniunkcyjnej postaci normalnej jest spelnialna.

Uwaga: Wiadomo, ze kazda formuta jest rownowazna pewnej formule w postaci CNF. Ale
rozmiar tej ostatniej jest w najgorszym przypadku wyktadniczy w stosunku do rozmiaru for-
muty poczatkowej. Zatem nastepujacy fakt nie jest oczywisty.

Fakt 11.5 CNF-SAT is NP-complete.

Dow6d:  Chcemy zredukowaé problem SAT do CNF-SAT. First transform the given for-
mula?? so that all negations are applied to propositional variables only. This procedure takes
only polynomial time and can at most duplicate the size of the formula. Then we eliminate
subformulas of the form

(@G1 A APu) V(Y1 A== Apm),

where all the ¢’s and v’s are disjunctions of literals, by observing that the above is satisfiable
if and only if the following formula (where p must be a new variable) is satisfiable:

(PV<151)/\"'/\(Z?V<Z5n)/\(ﬁp\/%)/\“'/\(ﬁp\/d}m)-

The number of times this procedure is applied is less than the length of the formula, and the
increase in size is quadratic in the worst case.

The resulting formula is not equivalent to the initial one (because new variables are introduced)
but the former is satisfiable if and only if so is the latter. We conclude that we have just defined
a reduction SAT <;,, CNF-SAT. O

A further restriction is to consider only CNF formulas with each of the components consisting
of at most three disjuncts:

(a11 V a2 V 0413) A (a21 V ao V a23) VANERIVA (aml V amo V amg)

przy czym kazde a;; jest literatem. Ten wariant problemu SAT oznaczamy przez 3-CNF-SAT.
Twierdzenie 11.6 Problem 3-CNF-SAT jest NP-zupetny.

Dowéd:  Consider a single disjunction (o V -+ V ay,), where n > 4, and let ¢1,...,¢g,—3 be
new variables (not occurring in «;). Observe that (a1 V-V ay) is satisfiable iff the following
is satisfiable:

B Twierdzenie odwrotne do wniosku 11.4 jest oczywiste.
24Mozemy zaktadaé, ze w formule nie ma juz implikacji.
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(1 VaaVgr)AlasV =g Vag) A Alam—2V aGn—aV @n-3) N (Qn—1V apn V 2gn_3).

Using this trick we can “break” long disjunctions into shorter ones in linear time. This consti-
tutes a reduction CNF-SAT <, 3-CNF-SAT. ]

Uwaga: Alternatywe o V ag mozna zawsze zastapié¢ przez aq V as V ae, wiec za instancje pro-
blemu 3-CNF-SAT mozna uwazaé¢ kazda koniunkcje alternatyw co najwyzej tréjcztonowych.

Kolorowanie grafu

Obecnie znanych jest wiele probleméw NP-zupelnych. Na przyktad problem kolorowania
grafu, polegajacy na stwierdzeniu czy wierzcholki danego grafu G mozna tak pokolorowaé
dana liczba, koloréw, aby sasiadujace wierzchotki miaty inne kolory.

Given a graph G and a number k, is it possible to assign a color to each node of G
in such a way that adjacent nodes are always of different colors?

Twierdzenie 11.7 Problem kolorowania grafu jest NP-zupetny.

Dowod: Redukeja problemu 3-CNF-SAT do kolorowania. Przypusémy, ze mamy formute
p= (0511 V a2 V 0413) A (a21 V a2 V 0623) FANEIIAN (Oéml V a2 V Oémg),

w ktorej kazde a; jest jedng ze zmiennych zdaniowych p1,...,p, lub jej negacja. Bez straty
ogolnosci mozna zaktadaé, ze n > 3. Skonstruujemy taki graf GG, ktéry mozna pokolorowaé
n + 1 kolorami wtedy i tylko wtedy, gdy formuta ¢ jest spelnialna.

Graf G bedzie miat 3n + m wierzchotkéw, ktore oznaczymy przez:
p17'"7pn7ﬁ17"‘7ﬁn7v1"'7Un7f1 7fm

Krawedzie grafu beda takie:
[ ]

Uivvj)v dlaz;&],
Uiapj) i (Ui)?j)) dla ¢ 75]7

K]
piy fr), gdy pi # age dla £ = 1,2, 3;
o (Dis fr), gdy —p; # age dla £ =1,2,3.

(

(

(pi, P;), dla wszystkich i;
(Pi;

(

Dla dwoch zmiennych i trzech koloréw w naszym grafie bedzie wiec podgraf takiego ksztattu:

b3
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A jesli nasza formula zaczyna sie tak:

©=(p1Vp2) A(—p1Vp2) NP2 A...,

to dodatkowo wierzchotek fi reprezentujacy pierwszy czton koniunkcji jest potaczony z wierz-
chotkami Py, Py, p3, P3 a wierzchotek fo z wierzchotkami p1,ps, p3,p3. Wierzchotek f3 jest
polaczony ze wszystkim oprécz ps.

Jesli chcemy pokolorowaé tak skonstruowany graf, to wierzchotki v; musza mieé¢ inne kolory.
Nazwiemy je kolorami zwyktymi. Dla dowolnego ¢, oba wierzcholki p; i p; sa polaczone z n —1
spoérod wierzchotkéw v;, a zatem jeden z nich musi mieé¢ n-ty kolor zwykty, a drugi musi mieé¢
jeszcze inny kolor, ktory nazwiemy specjalnym.

Jesli mamy wartosciowanie p spelniajace nasza formute, to kolory wierzchotkéw p; i p; mozemy
ustali¢ tak: przypiszemy wierzchotkowi p; kolor zwykly jezeli p(p;) = 1, w przeciwnym ra-
zie nadamy mu kolor specjalny. Pozostaje przypisa¢ kolory wierzchotkom fi. Wybierzmy
dowolne k = 1,...,m. Dla pewnego ¢ = 1,2, 3 musi by¢ p(age) = 1. Przypusémy, ze age = p;.
Wtedy p; ma zwykty kolor. Poniewaz wierzchotek fi nie jest potaczony z wierzchotkiem p;,
wiec mozna mu bezpiecznie nadaé ten sam kolor.

Na odwrét, jezeli istnieje sposéb na pokolorowanie naszego grafu, to kolory przypisane wierz-
chotkom p; definiuja pewne wartosciowanie p. To warto$ciowanie spelnia formute . Aby
sie o tym przekonaé, zauwazmy najpierw, ze wierzcholki f; musza mie¢ kolory zwykte. A to
dlatego, ze n > 3 i musi istnie¢ taka zmienna p; ktéra nie wystepuje w k-tym cztonie koniunkeji
(takze zanegowana). Wtedy fi jest polaczone zaréwno z p; jak i z p;, a ktorys z tych dwoch
wierzchotkéw ma kolor specjalny.

Przypusémy teraz, ze k-ty czton koniunkcji ma na przyktad postaé¢ ps V ps V —p1. Gdyby
warto$¢ tego cztonu byla zerem, to p(p3) = p(ps) = 0 oraz p(p1) = 1. To znaczy, ze kolor
wierzcholkéw ps, ps, Dy jest specjalny, a kolory wierzchotkéw ps, ps, p1 sa zwykte. Wierzchotek
fr jest polaczony z tymi ostatnimi, wiec nie moze przyjaé¢ zadnego z ich kolorow. Ale nie
moze tez mie¢ zadnego innego zwyktego koloru, bo dla ¢ # 1,3,5 mamy dwie krawedzie

(fr>pi), (fie, Di)-

Wracajac do przyktadu z rysunku: tego grafu nie da sie pokolorowaé czterema kolorami. Jesli
wierzcholki vy, v2, v3 sa odpowiednio niebieskie, zielone i czerwone, to f3 i Py musza by¢ zielone.
Dalej f1 nie moze by¢ zielone (bo przylega do p,) ani czerwone (bo przylega do ps3 i p3), wiec
musi by¢ niebieskie. Dla f, zabraklo koloru. O

Exact Cover

The Fzact Cover problem is formulated as follows:

(EC) Given a finite set U and subsets S1,Sa,...,S; of U, is there a subfamily {S;,,...,S;,}
of {51,52,...,8¢} such that the sets S;; are pairwise disjoint and S;; U---US;, =U?

Przyktad 11.8 Rodzina zbioréow
R ={{1,2,3},{2,3}, {3}, {1},{2,5},{2,4,6},{4,6},{3,4,5,6},{3,4,5},{3,7,8}}
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ma doktadne pokrycie {{1},{3,7,8},{2,5},{4,6}}. Jesli z R usuniemy np. zbiér {2,5}, to
doktadnego pokrycia juz nie bedzie.

Kolorowanie < Doktadne pokrycie (przyktad)

Cc B

Graf G / Wystarcza 3 kolory?
A D

E

=

Elementy: krawedzie tego szkieletu Zbiory dla wierzchotka A
Podobnie dla B,C,E

Pozostale zbiory: singletony wszystkich krawedzi poziomych

Twierdzenie 11.9 The exact cover problem is NP-complete.

Dowo6d:  The exact cover problem is in NP, because a nondeterministic machine can simply
guess the sets S;; and verify the condition. To show NP-hardness, we reduce the graph coloring
problem to the exact cover problem.

Let G = (V, E) be a graph and let k be a given number of colors. Define
U=VU{{e,i)|e€c ENie{l,...,k}},
and consider the family of all subsets of U of the form:
o Si ={v}U{(e,i) |e € E, and v € e}, and
o Tty = {<67i>})
for arbitrary v € V, e € F and i € {1,...,k}. (Since edges in an undirected graph are simply

pairs of nodes, the notation v € e means that v is adjacent to e.)

We claim that G is k-colorable if and only if there is a disjoint family of the S,;’s and T¢;’s
which covers the whole set U.

Suppose that we can paint G with k colors. Then the family
F = {Sy; | v is assigned the i-th color}

consists of pairwise disjoint sets. Indeed, each v belongs to only one such set, and for w # v,
if e € Syi N Sy then i = j and e = {w, v}. Thus the adjacent nodes w and v would have the
same color.
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To obtain a family of disjoint sets summing up to U one adds to F all the sets T¢;, where
neither end of e has color .

On the other hand, if we can cover U with a family F of disjoint sets of the form S,; and T;,
then each node v belongs to only one S,; € F. Choose i as the color of v. Two adjacent
nodes w, v cannot share a color, because the sets S,; and S,,; are not disjoint and cannot both
belong to F. 0

Pokrycie wierzchotkowe

A subset C C V of the set of nodes of a graph G = (V, E) is called a vertex cover iff every
edge in G is adjacent to a node in C'. The Vertex Cover problem is to determine if a given
graph has a vertex cover of a given size k.

Dany graf G = (V, E) i liczba k. Czy istnieje taki k-elementowy zbior P C V,
ze kazda krawedZ ma przynajmniej jeden koniec w zbiorze P ¥

Twierdzenie 11.10 The vertex cover problem is NP-complete.

Dowoéd:  We reduce 3-CNF-SAT to the vertex cover problem (which is easily seen to be
in NP). For a given formula

@ = (11 VaiaVaiz) A (a2 Vaga Vas) A A(m1 Vam2 V ams),

we construct a graph G = (V| F), where
o V={@,j5)]i=1,...,mand j=1,2,3};
o BE={{{i,5),(t,k)} | j #kPU{{(i,)),{(,k)} | £ # k and oj = —ouy}.

We show that ¢ is satisfiable iff G has a vertex cover of cardinality 2m. Suppose first that
a valuation p satisfies . Then for each i, at least one among «;1, aye, ;3 is true under p.
Choose j; so that p(cyj;,) = 1, and define C' = {(i,j) | j # ji}. Then C is a vertex cover.

Indeed, there are two elements of C' in each “triangle” of the form (i, 1), (7, 2), (7, 3). Thus every
edge of type {(i,7), (i,k)} is adjacent to one of them. Consider an edge of type {(i,7), (¢, k)},
where ¢ # k. If both (3, j), (¢, k) & C then p(cy;) = p(oyy) = 1, which is impossible as o;; and
ayp are negations of each other.

For the other direction, assume that G has a vertex cover C of 2m elements. To account for
edges of the form {(i, 7), (i, k) }, the set C' must contain two nodes (i, j), (i, ¢) for each i. Let j;
be such that (7, j;) & C. Define a valuation p so that

1, jesli p = ayj, for some 7;
p(p) = -
0, w przeciwnym przypadku.

Observe that it is impossible that a;;, = p, and then oy, = —p for any ¢, k, because in this
case we have an edge connecting two nodes (j, ji), (k,jk) ¢ C. It follows that if oy, = —p
then p(p) = 0. We conclude that p(a;j,) = 1 for each i and our formula is satisfied. m
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Pokrycie wierzcholkowe: przyktad

®oVrv-gAN(CpV-rVagANI(gV-rVp

Czy istnieje pokrycie wierzcholkowe rozmiaru 67

Rowny podziat

Our next example is the Equal Partition problem, given as follows:

(EP) Given a finite multiset A = {a1,...,ar} € N —{0}, is there a subset {a;,,...,a;,} C A
such that a;; +---+a;, = %(01 +otap)?

Twierdzenie 11.11 The equal partition problem is NP-complete.

Dowé6d:  Again, the problem can easily be seen to be in NP: It is enough to guess the subset
and calculate the two sums. The NP-hardness can be shown by a logarithmic reduction from
the exact cover problem.

Niech U bedzie skoniczonym zbiorem i niech Si,.55,...,S¢ beda podzbiorami U. Bez straty
ogolnosci mozemy zakladaé, ze U = {1,2,...,m}, dla pewnego m. Niech r bedzie ustalona
liczba. Podzbior {j1,...,jp} zbioru U mozemy kodowaé jako sume
QAT L4 2T

Jedynki w zapisie binarnym tej sumy wskazuja na elementy zbioru. Niech a; oznacza kod
zbioru \S; i niech N bedzie kodem catego U. Zapis binarny liczby N ma jedynki na wszystkich
pozycjach postaci jr dla 7 < m.

Zauwazmy teraz, ze (dla dostatecznie duzego r) rodzina {S;i,...,S;} stanowi doktadne
pokrycie U wtedy i tylko wtedy, gdy a;1 + -+ + a;x = N. (Jedynki musza by¢ dostatecz-
nie daleko od siebie, aby suma kolumny bitéw wysokosci ¢, czyli liczba nie wieksza od /,

zmiescita sie pomiedzy nimi. Wystarczy wiec wybraé r > log/.)

Niech M = a; + - -+ 4+ ay. Mozna zaktadaé, ze M > N, bo inaczej rozwigzania na pewno nie
ma i redukcja moze byé trywialna. Pokazemy, ze rowny podzial zbioru liczb

A={a,...,ap, M + N,2M — N}.

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina {S1,So,...,S¢} ma dokladne pokrycie. Glowna
obserwacja jest taka, ze dwie ostatnie liczby M + N i 2M — N sg za duze na to, aby znalazlty
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sic w tej samej sktadowej podzialu. Zatem réwny podzial jest mozliwy wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja a;1,. .., a; o wlasnodci

aﬂ—l—---—l—aip—l—2M—N:2M,

czyli a;1 + -+ + a;p = N, co odpowiada rozwigzaniu problemu dokladnego pokrycia. 0

Maksymalny przekrdj

Problem maksymalnego przekroju MAX-CUT jest okreslony tak:

Dany jest graf, ktorego krawedzie majg wagi bedgcee liczbami naturalnymi.
Czy zbior wierzchotkéw grafu mozna podzielic na dwie roztgezne czesci w taki sposdb,
ze suma wag krawedzi pomiedzy tymi czeSciami bedzie co najmniej taka, jok dana liczba o?

Twierdzenie 11.12 Problem maksymalnego przekroju jest NP-zupetny.

Dowdéd: Redukujemy problem réwnego podziatu (Equal Partition) do problemu maksymal-
nego przekroju. Dane sg liczby aq,...,ar o sumie S. Tworzymy graf pelny o wierzchotkach
{1,...,k}, w ktorym krawedz taczaca wierzcholek i z wierzchotkiem j ma wage a;a;. Kazdy
podzial multizbioru liczb ay, ..., ar na dwie cze¢éci a;, +- - - +a;,, = St oraz aj, +---+a;, = So
wyznacza przekrdj o wadze Sp-S9. Skoro S1+ Sy = S wystarczy zapytac¢ o przekrdj wagi %52.
Taki przekréj jest mozliwy tylko dla S; = Sy = %S . O

Trojplciowe malzenstwa

The problem of Three-Dimensional Matching (3DM) generalizes the well-known “marriage
problem”. We are given a ternary relation A C B x G x H, where each of B, G and H has
the same number of elements, and we ask the question:

Is there a Ay C A such that each element of B (respectively G, H )
is a first (resp. second, third) coordinate of exactly one triple in Ag?

Twierdzenie 11.13 The problem 3DM is NP-complete.

Dowéd: Clearly, the problem is in NP. We prove that it is NP-hard, by a polynomial
reduction from 3-CNF-SAT. Consider a formula

Y= (Oéll Va2 V alg) A (0421 V o2 V 0423) A A (ozm V ap2 V Oéng).

We construct an instance of 3DM which is solvable if and only if the formula can be satisfied.
We first define the H component of the product B x G x H. Let p be a propositional variable
and assume that p occurs in ¢ exactly m’ times positively (without negation) and exactly m”
times negatively (with negation). Let m, = max{m/,m"}.

We define H, = {p; |i=1,...,mp} U{p; | i=1,...,mp}, and H is the union of H,, for
all p occurring in ¢. The elements of H of the form pf, for ¢ < m’ correspond to the positive
ocurrences of p in ¢ as certain a . The elements of the form p;, for i < m” represent negative
occurrences of p, of the form o = —p. We will identify pj and p;” with the corresponding a.
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Each of the sets B and G is a union of a family of sets to be defined. We begin with
B, = {b],...,b0} and G, = {g},..., g}, where m = m,, is chosen for p as above. Define
A, C B, x G x Hp this way:

AP = {< zpﬂgfvpz—‘i_> li=1,. "mp} U {<b€795)—17pi_> |1=2,.. 'mp} U {(bﬁ),g%,pﬁ}.

The relation A, for m = 4, is illustrated by Figure 7.

Rysunek 7:

For each i = 1,...,n we also define a relation A" = {(b;, g;, vi;) | j = 1,2, 3}, where a;; (which
must be a propositional variable p or a negation —p) is understood as the element of H, and
bi, g; are new.

Let B’ be the union of all By, and of the set {b; | i = 1,...n} and similarly let G’ be the union
of all G, and {g; | i =1,...n}. Since B’ and G’ have fewer elements than H, we must define
B=BU{pY...,5"}and G = G' U {y!,...,4"}, for an appropriate r. Finally we define A
as follows:

A= UpApUU?zl A'U{(B, 44 h) |i=1,...,rand h € H}.

We want to prove that the formula ¢ is satisfiable iff the matching problem has a solution.
Suppose first that [¢], = 1 for some p. Then a matching Ay C A can be obtained as follows.

e From each A’ we choose a triple (b;, gi, ;) satisfying p(a;;) = 1.
e Irom each A, we choose all the triples containing:

- p;,if p(p) =

1;
— pf, if p(p) = 0.

That is, now we only pick literals assigned the value 0 by the valuation p. It follows that
we will never re-use any element of H chosen in the previous step.
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e For each i = 1,...,r we choose any triple (3?,7*, h) where h is any element of H that
has not yet been used.

The reader can easily check that the above construction is correct, because every element is
used exactly once.

Now we prove the converse. Suppose that Ag C A defines a matching. First observe that
for every p there are only two possibilities. Either all triples containing p;” belong to A, or
all triples containing p;" belong to A,. Define p(p) = 1 in the first case, and p(p) = 0 in the
second. Of course, for all i there must be something in the intersection Ay N A? to include the
elements b;, g; in the matching. But all literals a;; with p(a;;) = 0 are already engaged, so if
(bi, gi, vij) € Ag then it must be the case that p(a;;) = 1. O

Plecak i inne

Jeszcze jeden znany problem NP-zupelny to problem plecaka (Knapsack). W uproszczeniu:

Dane sq liczby ay, . .., am, ograniczenie dolne L i ograniczenie gorne U (rozmiar plecaka).
Czy istnieje taki podciqg a;,, ..., a;,, 2e L < a; +---+a;, <U?

Twierdzenie 11.14 The knapsack problem is NP-complete.

Dowo6d:  This one is easy. Given a partition problem A = {ay,...,a;} take

1
L:U:§(a1+~-+ak)

and we have reduced EP to the knapsack problem. O

Oto kilka innych przyktadéw zadan NP-zupeinych:

e Problem kliki: Dany graf G = (V, E) i liczba k. Czy G ma k-elementowy podgraf petny?
e Problem cyklu Hamiltona: Czy dany graf ma cykl Hamiltona?

e Problem komiwojazera: Dany graf petny z nieujemnymi wagams krawedzi @ stata M. Czy
istnieje taki cykl Hamiltona w tym grafie, ktdrego tgczna waga nie przekracza M ¢

e Problem pokrycia kwadratu: Czy mozna pokryé kwadrat n X n za pomocg n rodzajow
klockéw domina (por. wniosek 7.10)?

e Problem pakowania (Bin Packing): Czy mozna podzieli¢ dany zbior {a1,...,ar} na ¢
czesci, kazda o sumie nie przekraczajgocej s?

Algorytmy pseudowielomianowe

Oto pewien algorytm rozwiazujacy (uproszczony) problem plecaka. Z danych liczb aq, ..., apn,
chcemy wybra¢ taki podciag a;, , . . ., a;,, aby suma S = a;, +- - -+a;,, byta mozliwie najwigksza,
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ale nie przekraczala ustalonej statej G. (Zdroworozsadkowo mozemy zaktadaé, ze wszystkie
liczby a; sa mniejsze lub rowne G, ale w sumie daja wiecej niz G.) W tym celu nieco uogélnimy
nasze zadanie. Niech S(g,7) oznacza najwigksza mozliwa sume postaci a;, + - - - + a;,, gdzie
i1,...,7¢ < 1, ktora jednak nie przekracza stalej g. Inaczej, S(g,i) to najlepsze mozliwe
rozwigzanie dla ograniczenia gérnego g, wybrane z liczb aq,...,a;. Docelowo nas interesuje
wartos¢ S(G,m). Poniewaz S(0,7) = 0 = S(g,0) oraz:

S(g ’L+1)2{ S(g,l), jeéhg<ai+1;
’ max{S(g,),S(g — aij+1,%) + ai+1}, W przeciwnym przypadku,

wiec wszystkie wartosci S(g,7) mozna obliczy¢ wypelniajac kolejno, wiersz po wierszu, prosto-
katna tablice rozmiaru m x G. Niech a = max{a; | i < m}. Wtedy G < m-a, wiec czas dziata-
nia takiej procedury jest wielomianem dwoch zmiennych m i a, bo réwnanie rekurencyjne (*)
stosujemy m - GG razy. Oczywiscie nasz algorytm jest wielomianowy ze wzgledu na wielkosé
liczb wystepujacych w zadaniu, a nie ze wzgledu na faktyczny rozmiar danych wejsciowych n,
bo a moze byé wyktadnicze w stosunku do n: mamy m + loga < n < c-mloga. W takiej
sytuacji méwimy o algorytmie pseudowielomianowym.

12 Aproksymacje

Wiele probleméw NP-zupelnych, np. problem plecaka albo pakowania, to decyzyjne wersje
probleméw minimalizacji lub maksymalizacji.

W problemie plecaka tak naprawde chodzi o to, zeby znalezé najwicksza mozliwa sume nie
przekraczajaca danej stalej. A w przypadku pakowania chcieliby$my wiedzieé¢ ile pojemnikow
wielkosci s trzeba zaméwié, zeby spakowaé przedmioty wielkosci aq, . . ., ag.

Znane algorytmy, ktore zawsze znajduja optymalne rozwiazania, sa w przypadku takich pro-
blemo6w niestety wykladnicze. Ale czas potrzebny na znalezienie jakiego$ rozwigzania mozna
znacznie poprawié, jesli pogodzimy sie z tym, ze uzyskane rozwigzanie nie bedzie optymalne.

Aproksymacja dla pakowania

Rozpatrzmy na przyktad problem Bin Packing. Mamy przedmioty o wagach aq, ..., ax, ktore
chcemy upakowaé do mozliwie niewielkiej liczby wiader o danym udzwigu s. Dla wygody
przyjmijmy, ze s = 1; wtedy mozna zaktadaé, ze aq,...,ar < 1. Postepujemy najprosciej: dla
1=1,...,k, wktadamy przedmiot numer ¢ do pierwszego wiadra, w ktérym sie zmiesci. Taki
algorytm jest oczywiscie wielomianowy, jego ztozonosé jest rzedu n3. Rozwiazanie, ktore otrzy-
mamy, raczej nie bedzie optymalne, ale moze nie bedzie az takie zte. Zauwazmy bowiem, ze
przy takim postepowaniu, co najwyzej jedno wiadro jest wypelnione mniej niz w potowie. Uzy-
jemy wiec co najwyzej [2A] wiader, gdzie A = a1 +- - - +a. Poniewaz optymalne rozwiazanie
nie moze by¢ mniejsze niz [ A], wiec uzywamy w najgorszym razie dwa razy wiecej wiader niz
potrzeba.
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Rozwigzania aproksymacyjne

Algorytmy aproksymacyjne stosuja sie do zadan, w ktorych poszukujemy najmniejszej lub
najwickszej wartosci liczbowej opt spelniajacej dane warunki. Wersje decyzyjne takich zadan
zwykle powstaja poprzez wyznaczenie granicznej wartosci, przy ktorej rozwiazanie jest akcep-
towalne. W przypadku rozwigzania nieoptymalnego o wartosci rozw, spetniajacego warunek

|rozw — opt|

max{rozw, opt} —

moéwimy o e-aproksymacji. Przy tej definicji mamy zawsze 0 < ¢ < 1, a jesli przyjmiemy

oznaczenie k = 1 - (czylie=1— Z ), to zachodzi nieréwnogé:2
—€

e rozw < k- opt, w przypadku zadania minimalizacji;
opt . L
® roZW > 5 w przypadku zadania maksymalizacji.

A wigc rozwiazanie przyblizone jest w najgorszym razie k razy wicksze lub k razy mniejsze od
optymalnego. Dlatego na przyktad rozwigzanie %—aproksymacyjne jest tez nazywane rozwiaza-
niem %-aproksymacyjnym.26 W naszym przyktadzie uzyskalismy algorytm %—aproksymacyjny
dla problemu pakowania. Czasami mozna uzyskaé¢ duzo lepsze wspodtczynniki aproksymacji.
Istnieja na przyktad pseudowielomianowe algorytmy dla problemu plecaka. Mozemy w zapisie
binarnym liczb a; skresli¢ k najmniej znaczacych bitéw i wykonaé taki algorytm na tak ,skré-
conych” (czyli 2F razy mniejszych) danych. Wtedy czas pracy algorytmu bedzie naprawde
wielomianowy, ale rozwiazanie nie bedzie optymalne. W istocie mozna zrobié¢ to w ten sposéb,
ze otrzymany btad bedzie dowolnie maty.

Fakt 12.1 Dla dowolnego € > 0 istnieje wielomianowa e-aproksymacja dla problemu plecaka.
Mowi sie, ze prdog aproksymacji dla plecaka jest zerowy. Jednak nie zawsze jest tak dobrze.

Fakt 12.2 Jesli dla pewnego € > 0 istnieje wielomianowa e-aproksymacja dla problemu komi-
wojazera, to P = NP.

Dowédd:  Pokazemy, ze e-aproksymacja komiwojazera implikuje, ze problem cyklu Hamil-
tona jest w klasie P. Krawedziom danego grafu G przypisujemy wage 1. Jesli G ma m wierz-
chotkéw, to pomiedzy wierzchotkami, ktére w G nie sa potaczone, dodajemy nowe krawedzie
o wadze m/(1 — ¢). W ten sposob otrzymujemy graf pelny, do ktorego stosujemy e-
aproksymacje problemu komiwojazera. Jesli w grafie G byl cykl Hamiltona, to rozwiazanie
optymalne ma wage m, w przeciwnym razie musiala byé uzyta przynajmniej jedna ,nowa”
krawedz i rozwiazanie optymalne ma wage wieksza od m/(1 — ), czyli wieksza od m.

Algorytm aproksymacyjny w pierwszym przypadku musi da¢ wynik spelniajacy warunek
rozw < m/(1 —¢). W drugim przypadku, wynik aproksymacji jest co najwyzej tak dobry
jak rozwiazanie optymalne, a wiec wiekszy od m/(1 — ). Aby ustali¢ czy w G jest cykl

BZauwazmy, ze wtedy k > 1.
26Bywaja tez inne definicje. W przypadku minimalizacji, mowi sie np. o S-aproksymacii, gdy 3 > 1 i iloraz
rozw/ opt nie przekracza f3.
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Hamiltona, wystarczy wiec sprawdzi¢ czy rozwiazanie otrzymane przez aproksymacje osiaga
wartos¢ m/(1 — ¢). O

A zatem dla problemu komiwojazera prog aproksymacji jest 1, chyba ze P=NP. (Podobnie
jest w przypadku problemu kliki.) Zauwazmy jednak, ze komiwojazerowie czesto podrozuja
w przestrzeni euklidesowe;j.

Fakt 12.3 Dlia grafow spetniajgcych niercwnosé tréjkata, problem komiwojazera ma wielomia-
nowq 1/3-aproksymacje.

Dowéd:  Dla danego grafu pelnego GG z podanymi wagami krawedzi, postepujemy tak:

1. Znajdujemy minimalne drzewo T rozpinajace graf G.%7

2. Przez Ty oznaczmy zbioér wierzchotkoéw w T o nieparzystych stopniach (jest ich parzysta
liczba). Dla wierzchotkéw z Ty szukamy w grafie G skojarzenia pelnego S o minimalne;
wadze.?®

3. Drzewo T wraz z krawedziami skojarzenia S tworzy (multi)graf Eulera T'@® S. Wybie-
ramy w nim cykl Eulera C.

4. Cykl C to ciag wierzchotkow grafu G, by¢ moze z powtérzeniami. W tym cyklu ,omi-
jamy” powtarzajace sie wierzchotki ,na skroty” tj. uzywajac bezposrednich potaczen
grafu petnego G. Otrzymujemy cykl D bez powtorzern.

Zatozmy, ze optymalny cykl komiwojazera w grafie G ma wage opt. Jesli pominiemy w tym
cyklu wierzchotki o parzystych stopniach (nie nalezace do T7) a wierzchotki z T} potaczymy
,ha skroty”; to otrzymamy cykl w G przechodzacy przez wszystkie wierzchotki z T7. Poniewaz
mamy nier6wnosé trojkata, wiec przejscia ,na skroty” nie psuja wagi i waga otrzymanego
cyklu jest co najwyzej opt. Wybierajac z niego co druga krawedz, dostaniemy skojarzenie dla
wierzchotkow T7. Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby; ten lepszy daje skojarzenie o wadze co
najwyzej %opt.

A zatem waga skojarzenia S jest co najwyzej %opt. Waga drzewa T jest oczywiscie nie wieksza
od opt, bo po usunieciu dowolnej krawedzi otrzymuje sie drzewo rozpinajace. A zatem cykl
Eulera C ma wage co najwyzej %opt. Waga cyklu D, czyli nasze rozw, tez nie jest gorsza
(znowu nieréwnos¢ trojkata). Ostatecznie dostajemy

|rozw—opt|  rozw— opt

— —1_
max{ rozw, opt} rozw rozw

opt

<1-2-1
- 3 3

"Wybieramy zawsze najkrotsza krawedz z tych, ktére mozna dolaczyé do drzewa.
Z¥Wiadomo, ze mozna to zrobi¢ w czasie wielomianowym, ale algorytm jest trudny.
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13 Klasa co-NP

Nie wiadomo, czy klasa NP jest zamknieta ze wzgledu na dopelnienie. Przez co-NP oznaczamy
klase dopelnien jezykow z klasy NP:

co-NP ={L | — L € NP}.

Fakt 13.1 Jesli L jest NP-zupetny, oraz L € co-NP, to NP = co-NP.
Dowo6d:  Dla dowolnego L' € NP mamy L' <y, L, wigc takze —L' <j,s —L. Stad tatwo
widzie¢, ze —L' € co-NP. o

Nie wiadomo takze, czy klasa P jest wtasciwa podklasa iloczynu NP N co-NP. Przykladem
problemu nalezacego do tego iloczynu, dla ktérego nieznany jest algorytm wielomianowy, jest
problem gry z warunkiem parzystosci (parity game).

Gra z warunkiem parzystosci

Dany jest skoniczony graf skierowany, ktorego wierzchotki sa podzielone na wierzchotki Gracza
i wierzchotki Oponenta. Z kazdego wierzchotka wychodzi co najmniej jedna krawedz. Ponadto
z kazdym wierzchotkiem zwigzana jest liczba naturalna zwana jego priorytetem. Jeden z wierz-
cholkéw jest wskazany jako poczatkowy. Gra polega na przesuwaniu pionka z wierzchotka do
wierzchotka zgodnie z kierunkiem krawedzi, a o wyborze krawedzi decyduje ten przeciwnik, na
ktorego polu znajduje sie pionek. Gra toczy sie w nieskonczonosé, a wiec niektore wierzchotki
musza pojawié¢ sie nieskoriczenie wiele razy. Sposrod nich wybiera sie wierzcholek o najwyz-
szym priorytecie. Jesli ten priorytet jest liczba parzysta, to wygrywa Gracz, w przeciwnym
przypadku wygrywa Oponent.

Strategiq Gracza (Oponenta) nazywamy funkcje, ktora kazdemu wierzchotkowi Gracza (Opo-
nenta) przypisuje jedna z krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka. Mozna udowodnic,
ze w grze z warunkiem parzystosci jeden z przeciwnikéw zawsze ma strategie wygrywajaca,
tj. taka strategie, ktéra gwarantuje wygrang niezaleznie od posunieé¢ drugiego z graczy. Zadanie
polega na tym, aby dla danej gry ustali¢, czy Gracz ma w niej strategie wygrywajaca.

Fakt 13.2 Problem gry z warunkiem parzystosci nalezy do iloczynu NP N co-NP.

Dowéd:  Jedli istnieje wygrywajaca strategia Gracza, to mozna jg odgadnaé i sprawdzié¢ czy
faktycznie jest wygrywajaca. Sprawdzenie polega na usunieciu z gry krawedzi wychodzacych
z wierzchotkéw Gracza ale nie nalezacych do odgadnietej strategii i ustaleniu, ze w otrzymanym
grafie nie ma petli, osiggalnej z wierzchotka poczatkowego, na ktoérej najwyzszy priorytet jest
nieparzysty. A wiec problem jest w klasie NP.

A jedli nie istnieje wygrywajaca strategia Gracza, to istnieje wygrywajaca strategia Oponenta
i tez mozna ja odgadnaé. Zatem dopelnienie naszego zadania tez jest w NP. 0

Liczby pierwsze

Klasycznym przyktadem jezyka nalezacego do iloczynu NP N co-NP, byl przez lata zbior
PRIMES;, zlozony z binarnych reprezentacji liczb pierwszych.
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PRIMES = {w € {0,1}* | w is a binary representation of a prime number}.

This language is obviously in co-NP (if a number is composite, one can guess the factorization
and verify it fast). It is less obvious that it is also in NP. The latter is based on the following
facts, which we mention without proof:

Twierdzenie 13.3 (Fermat, 1640)

1. If a number r is not divisible by a prime number p then r?~1 mod p = 1.

2. A number p is prime if and only if there exists a number r such that 1 < r < p and:
(a) =1 mod p = 1;
(b) r* mod p # 1, for all i such thati <p— 1.

3. Jesli p jest pierwsze, to Vr<pIj<pVl<p(r‘modp=1 < j|l)

On the basis of the above characterization one can design a nondeterministic recursive algo-
rithm to check if a given p is prime.

Twierdzenie 13.4 (V. Pratt, 1975) PRIMES € NP.

Dowéd:  Warunek 2b twierdzenia 13.3 wystarczy sprawdzié¢ dla liczb ¢ postaci %, gdzie q
jest dzielnikiem pierwszym liczby p — 1. Poniewaz liczba p — 1 ma co najwyzej log(p— 1) dziel-
nikow pierwszych, warunek trzeba bedzie sprawdzaé tylko log(p—1) razy. Oczywiscie najpierw
trzeba odgadnaé rozktad liczby p — 1 na czynniki. Potegowanie liczb wymaga czasu propor-
cjonalnego do n3, gdzie n jest rozmiarem danych wejéciowych (w naszym przypadku liczba n
jest O(log(p — 1)), a wiec czas dziatania algorytmu jest sumg czasu c - (log(p — 1))* (zuzytego
na zgadywanie rozkltadu i sprawdzanie warunku 2b) i czasu potrzebnego na rekurencyjne
sprawdzenie pierwszosci wszystkich odgadnietych dzielnikéw liczby p — 1. Pokazemy przez
indukcje, ze ten czas nie przekracza c - (logp)®. Niech q1, ..., qx beda wszystkimi dzielnikami
pierwszymi liczby p — 1 (z mozliwymi powtorzeniami). Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze
taczny czas jest ograniczony przez

¢ (log(p— 1))+ Eh_jc- (log ¢)° = ¢ (352, log ¢j)* + ¥4_, (log ¢;)°),
poniewaz log(p — 1) = E?Zl log gj. Powyzsze wyrazenie mozna oszacowac z gory przez
c- (Ef:1 log ¢;)° < ¢+ (log p)°.
Faktyczny czas moze by¢ krotszy, bo pierwszos¢ kazdego g; sprawdzamy tylko raz. O

Poézniej okazalo sie, ze prawdziwe jest duzo silniejsze twierdzenie.
Twierdzenie 13.5 (Agrawal, Kayal, Saxena, 2002) PRIMES € P.

The proof of this theorem, contrary to what might have been expected, does not lead to
a solution to the factorization problem:

Given a natural number, find all its prime divisors.
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Protokél RSA (1977)

It is still believed that there is no feasible algorithm to solve the factorization problem. (At
least no such algorithm is known despite many attempts to design it.) This belief is the basis
for the RSA public-key cryptosystem, named for its authors: Rivest, Shamir and Adleman.

The idea of public-key cryptography is as follows. A person willing to receive encrypted
messages chooses two large prime numbers p and ¢ and computes:

e The product p - ¢;

e The number N = (p — 1)(¢ — 1);

e A number e relatively prime to V;

e A number d < N such that d-e mod N = 1.

Then the pair of numbers (p- ¢, e) is published as the receiver’s public key. The other numbers
are kept in secret. The correctness of the above definition follows from this lemma.

Lemat 13.6 If e is relatively prime to N then there is exactly one number d < N such that
d-e mod N =1.

Dowod:  First observe that each of the numbers e - 1,e-2,...e- (N — 1) has a different
remainder with respect to N. Indeed, otherwise we have e(i — j) = k- N for some i and j,
and since N and e have no common prime divisor, it must be the case that N divides ¢ — j.
But i — 5 < N, a contradiction.

Since there are N possible remainders, exactly one of the numbers e -4 has the remainder 1. O
Using the public code, anybody can send a message x < p-¢q. The message is encoded as

y = 2° mod pq,
and can be made public. The receiver uses his private key d to decode the message as

z = y% mod pyq.

By the following lemma, the message x can be properly decoded.

Lemat 13.7 Ify = 2¢ mod pq and z = y¢ mod pq then z = .

Dowod:  Mamy z = y? mod pg = 2% mod pg = 2*V 1 mod pq dla pewnego k, poniewaz
d-e mod N = 1. Aby udowodnié, ze z = z, wystarczy wykazaé, ze z 1 * majg taks samg
reszte z dzielenia przez pq. Ale reszta z dzielenia dowolnej liczby przez pq jest jednoznacznie
wyznaczona przez jej reszty modulo p i modulo q. Zatem wystarczy pokazaé, ze z = x mod p
iz=2z mod gq.

Jesli x nie dzieli si¢ przez p, to z malego twierdzenia Fermata (twierdzenie 13.3(1)) mamy
#P~1 mod p = 1. Stad 2V = 2@V =1 mod p i dalej zFN*t! = 2 mod p. Jezeli zas x
jest podzielne przez p, to reszta z dzielenia x przez p jest zero, tak samo jak reszta z dzielenia
liczby z*N+1 przez p. Podobne wyniki dostajemy przy dzieleniu przez g. O

Suppose now that a third party can factorize the publicly announced number p - ¢ to find p
and ¢. Then the numbers N and d can be computed from p, q, e, and the message can be
decrypted. Thus, the above construction relies on the difficulty of factorization.
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14 Algorytmy probabilistyczne

Rozwazamy algorytmy (np. maszyny Turinga), w ktorych decyzje co do nastepnego kroku
podejmowane sa (w pewnych stanach) losowo i badamy prawdopodobienistwo tego, ze dane
stowo zostanie zaakceptowane. Przypusémy, ze mamy jezyk L i taka ,losowa’ maszyne M,
o takich wlasnosciach:

e Maszyna M odrzuca kazde stowo w ¢ L.

o Jesli w € L, to M akceptuje w z prawdopodobienistwem co najmniej %

Jesli na dodatek maszyna M ma wielomianows ztozonosé czasowsa, to powiemy, ze jezyk L
nalezy do klasy RP. Méwimy wtedy o algorytmie wielomianowym typu Monte Carlo. Za-
uwazmy, ze powtarzajac wielokrotnie taki algorytm mozna ustali¢ czy w € L, z dowolnie
malym prawdopodobienistwem bledu (mniejszym niz prawdopodobienistwo wadliwego dziata-
nia komputera). Zatem, z praktycznego punktu widzenia, algorytm typu Monte Carlo jest
rownie dobry jak wielomianowy algorytm deterministyczny.

Zmnane sy probabilistyczne algorytmy rozstrzygajace czy dana liczba jest pierwsza. Pierwszy
taki algorytm wykorzystywal tzw. test Millera-Rabina. Jedna z wersji tego testu jest taka:

Fakt 14.1 (Rabin, 1976) Liczba p jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego r < p:
1. P71 mod p=1;
2. jeslip —1 =1-2F dla pewnych k,i, to NWD(r* —1,p) € {1,p}.

Jesli zas liczba p jest ztozZona, to co nagmniej potowa sposrdod liczb r < p nie spetnia ktoregos

2 powyzszych warunkéw.?

Test Millera-Rabina (warunki 1,2) spelniaja wszystkie liczby pierwsze, a liczby zlozone spel-
niaja go z prawdopodobienistwem co najwyzej %, ktore po odpowiedniej liczbie powtorzen staje
sie zaniedbywalnie mate. Mamy wiec:

Fakt 14.2 PRIMES € co-RP.

Dowod:  Dla danego p algorytm probabilistyczny losuje liczbe r < p i sprawdza warunki (1,2)
lematu 14.1.

W swietle twierdzenia 13.5 teoretyczne znaczenie powyzszego faktu jest nieistotne, wazne jest
jednak praktyczne znaczenie algorytmoéw probabilistycznych.

Klase RP N co-RP oznaczamy przez ZPP, i méwimy ze jezyki L € ZPP maja wielomianowe
algorytmy typu Las Vegas. Nazwa ZPP bierze sie stad, ze wtedy prawdopodobieristwo btedu
jest zerowe.

Fakt 14.3 Jesli L € ZPP, to istnieje losowa maszyna Turinga, ktorej oczekiwany czas pracy
jest wielomianowy © ktora akceptuje wszystkie stowa z L i odrzuca wszystkie stowa z —L.

2Uwaga: Istnieja liczby ztozone p spelniajace warunek (1) dla wszystkich r < p, np. liczba 561 = 3-11-13.
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Dowoé6d:  Skoro L € ZPP, to mamy dwie maszyny losowe M) i My, dzialajace w pamieci
wielomianowej. Maszyna M; akceptuje wszystkie stowa z L, a stowa z —L odrzuca z praw-
dopodobienistwem co najmniej 50%, maszyna My zachowuje sie odwrotnie. Stowo zaakcep-
towane przez M, i odrzucone przez My na pewno wiec nalezy do L, a stowo odrzucone przez M;
i zaakceptowane przez Ms nalezy do —L. Nalezy wiec uruchomié¢ obie maszyny. Jesli rezul-
taty ich obliczen sa jednoznaczne, to mamy odpowiedz; jeéli nie, powtarzamy procedure do
skutku. Prawdopodobieristwo watpliwosci maleje wyktadniczo, wiec sredni czas oczekiwania
na konkluzje jest wielomianowy. O

Rozszerzeniem klasy RP U co-RP jest klasa BPP. Jezyk L nalezy do tej klasy, jesli mamy
maszyne losowa M, dzialajaca w czasie wielomianowym z btedem co najwyzej 1/3:

o Jesli w € L, to M akceptuje w z prawdopodobieristwem co najmniej %;

e Jesli w € —L, to M odrzuca w z prawdopodobienistwem co najmniej %

W tym przypadku prawdopodobienistwo bledu 1/3 jest tez umowne (wazne, aby byto mniejsze
od 50%). Mozna to prawdopodobienistwo dowolnie zmniejszy¢, wykonujac obliczenie losowe
wielokrotnie i podejmujac koncowa decyzje ,wickszoscia gtosow”.

Fakt 14.4 Jesli L € BPP, to dla dowolnego ¢ istnieje algorytm wielomianowy rozpoznajgcy L
z prawdopodobieristwem bledu mniejszym od €.

Dowéd:  Wykonujemy test 2k razy dla dostatecznie duzego k i otrzymujemy ciag odpowiedzi
S € {0,1}2k, gdzie 1 oznacza akceptacje a 0 odrzucenie. Przypu$émy, ze w ciggu S jest
wiecej odpowiedzi btednych (b) niz poprawnych (p < b), tj. decyzja wigkszoscia gloséw bedzie
niepoprawna. Prawdopodobieristwo uzyskania kazdego takiego ciggu S jest

Ps < (3)"(3)" < ()" ()" < (9",
zatem laczne prawdopodobienistwo uzyskania ztego wyniku glosowania jest co najwyzej 22%
razy wicksze (bo tyle jest wszystkich ciagow). Ale
2 8
225 (3)F = ()",
a to dla dostatecznie duzego k moze byé dowolnie mate. O

Jeszcze jedno alternatywne podejscie do obliczenn losowych polega na rozwazaniu zwyktych
niedeterministycznych maszyn Turinga i badaniu proporcji liczby obliczenn akceptujacych do
obliczen odrzucajacych (klasa PP).

Dowody interakcyjne
Jak juz zauwazylismy, klase NP mozna scharakteryzowaé jako klase tych jezykow, dla ktorych
istnieja ,krotkie” (wielomianowe) certyfikaty. Mowa o tym we wniosku 11.4.

Podobnie w przypadku probleméw z klasy RP mozna méwié o krotkich certyfikatach losowych.
Taki, losowy lub nie, ,certyfikat”, to inaczej abstrakcyjnie rozumiany ,dow6d” przynaleznosci
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stowa do jezyka. Niezaleznie od tego jak trudne jest naprawde jego uzyskanie, pozwala on
na tatwa weryfikacje poprawnosci. Ten aspekt teorii ztozonosci obliczeniowej, dotyczacy nie
tyle algorytmicznych metod poszukiwania rozwiazai, co sposobow weryfikacji rozwiazan dos-
tarczonych ,z zewnatrz”, jest przedmiotem intensywnych badan, na przyktad ze wzgledu na
protokoty kryptograficzne.

Protokotl interakcyjny jest uogoélnieniem zaréwno niedeterminizmu jak i losowosci. Nieformal-
nie wyobrazamy go sobie tak, ze Weryfikator (o ograniczonych mozliwosciach obliczeniowych)
zadaje losowo wybrane pytania Proponentowi, i na podstawie jego odpowiedzi decyduje o tym,
czy stowo wejsciowe zostanie zaakceptowane, czy nie. UéciSlimy to z pomoca takiej definicji:

Maszyna Turinga z wyrocznig A to maszyna wyposazona w dodatkowa tasme zapytari, na
ktorej moze zostaé zapisane dowolne stowo, oraz w stan pytajgcy g» i stany odpowiadajgce
Qtak 1 Gnie- W stanie pytajacym dzialanie maszyny zalezy od tego, czy stowo x, aktualnie
znajdujace sie na tasmie zapytan, nalezy do jezyka A. Jesli tak, maszyna wchodzi w stan ggax,
W przeciwnym razie przyjmuje stan qnie. Mozna oczywiscie rozwazaé¢ zachowanie tej samej
maszyny M z roznymi wyroczniami A i uzywacé oznaczenia M(A).

Przez protokdt interakcyjny bedziemy rozumieli ustalona losowa maszyne M(X) ze zmienng
wyrocznig X, dzialajaca w czasie wielomianowym. Powiemy, ze jezyk L jest w klasie IP, gdy
istnieje dla niego protokoét interakeyjny M(X), oraz wyrocznia Ay, o takich wtasnosciach:

e Jesli w € L, to M(ApL) akceptuje w z prawdopodobieristwem co najmnie; %;

o Jesliw ¢ L, to kazda maszyna M(A) odrzuca w z prawdopodobieristwem co najmnie; %

Oczywiscie zaréwno NP C IP (w NP nie ma losowosci, a certyfikat odgrywa role wyroczni) jak
tez i BPP C IP (w BPP nie ma wyroczni). Klasyczny przyktad jezyka z klasy IP, to problem
nieizomorfizmu graféw. Dane sa dwa grafy (w postaci listy par wierzchotkoéw), nalezy ustali¢,
ze nie sy one izomorficzne. Zauwazmy, ze jest to problem z klasy co-NP.

Fakt 14.5 Problem nieizomorfizmu grafow jest w klasie IP.

Dowéd: Opiszemy protokol nieformalnie. Dane sa grafy G i H. Weryfikator (czyli
maszyna M) wybiera losowo jeden z nich, dokonuje na nim losowej permutacji i pokazuje
Proponentowi wynik tej permutacji. Proponent ma powiedzieé¢, czy pokazany mu graf jest
izomorficzny z grafem G. Jesli jest to permutacja grafu G, to prawidlowa odpowiedzia jest tak;
jesli byta to permutacja grafu H, to za prawidtows uwazamy odpowiedz nie. Jesli Proponent
sie ,pomylit”, to Weryfikator odrzuca pare (G, H), w przeciwnym razie powtarza procedure
pewna liczbe razy i akceptuje, jesli do ,,pomytki” ani razu nie doszto.

Zatozmy, ze grafy G i H nie sa izomorficzne. Proponent potrafiacy rozrozniaé nieizomor-
ficzne grafy odpowiada zawsze prawidltowo. Reprezentuje on ,dobrg” wyrocznie Ap; maszyna
M(AL) z ta wyrocznia akceptuje stowa z jezyka L (pary nieizomorficznych grafow) z praw-
dopodobienistwem 1. Jedli jednak stowo wejsciowe w reprezentuje pare graféw izomorficznych,
to prawdopodobieristwo tego, ze Proponent odpowie prawidlowo jest zawsze 1/2. Zatem juz
dwukrotna poprawna odpowiedz obniza prawdopodobienstwo btedu do 1/4. O

Okazuje sie, ze dowody interakcyjne sa mozliwe dla szerokiej klasy problemoéw.
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Twierdzenie 14.6 (Shamir) IP = PSPACE.

Dowéd:  Trudny dowéd inkluzji O opudcimy. Uzasadnienie inkluzji C wymaga przerobienia
protokotu M(X) na zwykla maszyne Turinga dzialajaca w pamieci wielomianowej. Maszyna
ta oblicza prawdopodobieristwo akceptacji przy réznych mozliwych przebiegach protokotu,
zeby ustali¢, czy istnieje wyrocznia, przy ktorej szanse zaakceptowania stowa wejsciowego
osiagaja prog 2/3. Jesli tak, to mozna stowo zaakceptowaé (bo bedzie zaakceptowane przy
dobrej wyroczni — a z zalozenia wiadomo, ze dobra wyrocznia istnieje.) W przeciwnym razie
nie pomoze zadna wyrocznia i stowo powinno zostaé¢ odrzucone. O

Klasa IP obejmuje problemy majace protokoty interakcyjne, w ktorych zaré6wno liczba losowan
jak i zapytan moze by¢ wielomianowa. Oba te parametry mozna oczywiscie ograniczaé w roz-
maity sposob. Klasa PCP(f(n),g(n)) to klasa tych zadan, dla ktorych Weryfikator moze
wykonaé f(n) losowar, i zada¢ g(n) pytan Proponentowi. Mamy bardzo ciekawe twierdzenie:

Twierdzenie 14.7 (Arora i inni) NP C PCP(logn,1).

15 Klasa PSPACE

Formuty zdaniowe drugiego rzedu definiujemy przez indukcje tak:

e Zmienne zdaniowe p, q,r,... sa formutami;
e Logical constants true and false are formulas;
e Jesli o i 8 sg formutami, to =, a vV g i a A sa formutami;

o Jesli o jest formula i p jest zmienng zdaniowa, to Vp a1 dp a sa formutami.

Wartosé [¢], formuly ¢ przy danym wartosciowaniu p definiuje si¢ podobnie jak w klasycznym
rachunku zdan, przyjmujac dodatkowo, ze

IVpa], = max{[ap := true]],, [a]p := false]],}
[3p o], = min{[alp == true]l,, [alp == false]],}

Tautologiq (zdaniowa drugiego rzedu) nazywamy formule prawdziwa przy kazdym wartos-
ciowaniu. Na przyktad Ip(—q V p) jest tautologia.

The QBF problem is as follows:
Czy dana zdaniowa formuta drugiego rzedu jest tautologiq?

In fact one can only consider closed formulas, where each variable is bound by a quantifier.
In this case the above wvalidity problem is equivalent to the satisfiability problem for QBF.
A closed formula is either a tautology, or it is not satisfiable.
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Twierdzenie 15.1 Problem QBF jest PSPACE-zupetny.

Dowéd:  Let M be a deterministic machine of polynomial space complexity f(n), and let
w be an input word. As in the proof of Theorem 11.2, we want to construct a (closed) formula
which is valid iff M accepts w. This time, however, we cannot designate different variables
for each computation step, because the number of steps can be exponential in n = |w|. We
can however use part of the construction from the proof of Theorem 11.2.

Consider a vector of variables ¢ consisting of:

® pjva for j < f(n), L <t ack;
e s, for s < k;
o i for j < f(n), £ <t

® 1o, for j <n.

Such a vector represents a configuration C under a valuation p, when the following holds:

Pjta) = 1 iff j-th symbol on the /-th tape in the configuration C is a.

. p(rje) = 1iff, in the configuration C, the j-th cell is scanned on the (-th work tape.
. p(rjo) = 1 iff, in the configuration C, the input head scans the j-th cell of the input.
One can now write a formula C(¢’) with free propositional variables ¢, such that

[C], = 1 iff ¢ represents some machine configuration under p.

The technique applied to obtain this formula is the same as we used in the proof of Theo-
rem 11.2. In a similar fashion we can also write formulas A(¢") and I,,(¢’), such that

[A], = 1 iff ¢ represents an accepting configuration under p.
[1w], = 1 iff ¢’ represents the initial configuration C,, under p.
We can also write a formula T'(q1, ¢2), expressing a single computation step:
[T(q1,3)], =1 iff ¢ and g> represent respectively C and C’ such that C —p C'.
Let the relation C; —* Co be defined (as in the proof of Savitch’s theorem) by
Ci =" Cy iff Ci = Coin at most 2° steps.
If we can construct in polynomial time a formula T;(q, ¢2) expressing this relation, i.e.,
[T:(¢1, )], = 1 iff § and G represent respectively C and C’ such that C =%/,
then we can express acceptance of the word w by the formula
3G E (Lw(q1) A Tepn) (@1, G2) N A(G2))-
Of course, Ty is just T'. Assume that T; has already been defined. If we take

El(jé (E(Jl?@) A E(CTZS’ Q_)Z)),
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as a definition of 7j1, this duplicates the size of the formula, and 7, ,) would be exponentially
long. Instead, we apply a trick. In the formula below, the notation ¢ <> p for vectors
of propositional variables stands for the conjunction of equivalences of the corresponding
coordinates. Of course, we can express equivalence with help of A, V and —. Implication can
be eliminated too, and is left here only to increase readability.

Tit1(qh, ¢2) = 3@EVP1YP(((P1 < 1) A (P2 < @3)) V ((P1 < @3) A (P2 < G2)) — Ti(P1, p2))

Clearly, the size of T,f(,) is polynomial in n and can be constructed in log space. O

Another PSPACE-complete problem is CSL-membership:
Given a context-sensitive language L and a word w, does w belong to L?

Recall that a language is context-sensitive iff it is in NSPACE(n). The language L in the above
problem is a part of the input and may be represented e.g. in the form of (a code of) a linear
bounded automaton, which is a variant of Turing machine with work tape explicitly restricted
to linear size. The size of the input is thus the length of w plus the length of the description
of the machine.

Twierdzenie 15.2 The CSL-membership problem is PSPACE-complete.

Dowéd: CSL-membership can be verified in nondeterministic space nlogn. A Turing
machine can recognize CSL-membership by simulating the computation of a given machine M
on a given word w. This simulation requires space O(|w| - logm), where m is the number of
tape symbols of M. This is proportional to nlogn, where n is the size the input.

It remains to show PSPACE-hardness. Let L € NSPACE(p(n)), where p(n) > n is a polynomial.
To reduce L to CSL-membership, define L; = {w$?(“D-1vl | w € L}, and observe that
Ly € NSpPACE(n). Let M be a fixed machine recognizing Ly in NSPACE(n). For any word w:

we L iff wrlvh-lvl ¢ 1, = L(M).

Since M is fixed, the size of M is constant, and thus the reduction is in logarithmic space. O

Hierarchia wielomianowa i alternacja

Przypomnijmy, ze maszyna Turinga z wyrocznig A to maszyna, ktora w dowolnym momencie
moze uzyskaé ,z zewnatrz’ informacje, czy dane stowo x nalezy do jezyka A. Przyjmujemy
nastepujace oznaczenia:

P4 = {L | L jest akceptowany w czasie wielomianowym przez DTM z wyrocznia A};
NP4 = {L | L jest akceptowany w czasie wielomianowym przez NTM z wyrocznia A},

gdzie skroty DTM i NTM oznaczaja oczywiscie deterministyczna (odp. niedeterministyczna)
maszyne Turinga. Dalej, dla dowolnej klasy jezykow /C, niech

P =J{P4 | AcP};
NPX = | J{P# | A € NP}.
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Przyktad 15.3 (1) Niech EF oznacza nastepujacy problem:

Dana formuta zdaniowa i liczba k € N. Czy istnieje rownowazna formuta,
zawierajgca nie wiecej niz k wystgpien literatow?

Problem EF nalezy do klasy NPNP. Istotnie: niedeterministyczna maszyna moze dla danej
formuly ¢ odgadnaé¢ poszukiwang formute ¢ i zapytaé¢ wyroczni czy —(p <> 1) jest spekialne.

(2) Problem CNF-SAT nalezy do klasy PE¥. Maszyna deterministyczna najpierw sprawdza,
czy dana formula jest tautologia (por. ¢wiczenie 94) a jesli nie, pyta wyroczni, czy istnieje
rownowazna formuta bez wystapieni literatow. Taka formuta musiataby byé stala logiczng L
(a wiec bylaby niespelnialna).

(3) Z powyzszego wynika, ze NP C PEF,

(4) Jesli A jest jezykiem PSPACE-zupelnym, to PspacE C P4 C NP# C PSPACE, a wiec
mamy P4 = NP4, Istnieje tez taki problem B, ze PP #* NP5,

Hierarchia wielomianowa

Dla dowolnej liczby n € N definiujemy przez indukcje klasy jezykow b, TIL i AL. Przez
analogie do hierarchiii arytmetycznej, mowimy, ze klasy te tworza hierarchie wielomianowq,
a ich sume oznaczamy przez PH.

XP = II? = AP = P;

P _ =P
oEnH—NP n;
mr . — J 2
® n+1*co'2n+1’
p _ px?
'An+1—P"-

Latwo widzie¢, ze Al = P, ¥ = NP, I} = co-NP, AL = PNP_ ¥:8 = NPNP itd. Oczywiste
inkluzje pomiedzy klasami hierarchii wielomianowej przedstawiaja strzatki na rysunku ponizej:

NP:E?’E Eg P
P / \ JANS / \ A /
N T N N
co-NP:H’f Hg Hg

Nie wiadomo, czy ktorakolwiek z tych inkluzji jest ostra. Podobnie jak ta ponizej:
Fakt 15.4 PH C PSPACE.

Dowod:  Przez indukcje ze wzgledu na n dowodzimy, ze X5, 115, AL C Pspace. W kroku
indukcyjnym zastepujemy wyrocznie obliczeniem o wielomianowej ztozonosci pamieciowej. O

Moéwimy, ze m + l-argumentowa R na stowach jest wielomianowo zréwnowazona, gdy istnieje
takie k, ze dla dowolnej krotki (w,z1,z2,...,2,) € R 1 dowolnego i = 1,...,m zachodzi



27 pazdziernika 2024, godzina 15: 57 85

nieréwnosé |z;| < |w|*. Podobieistwo hierarchii wielomianowej do hierarchii arytmetycznej
wyraza sie poprzez nastepujace uogodlnienie wniosku 11.4.

Fakt 15.5 Jezyk L nalezy do klasy X5, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wielomianowo zréw-
nowazona relacja R, obliczalna w czasie wielomianowym i taka, ze dla dowolnego stowa w:

wE L wtedy 1 tylko wtedy, gdy Jr1Vaodxs ... Quap.(w,x1,T2,...,2y) € R,

gdzie kwantyfikatory sq naprzemiennie postact 3 1V, a rodzaj Q, zalezy od parzystosci n.

Dowdd na razie opuszczamy. Zauwazmy, ze z powyzszego faktu wynika dualna wtasnosé dla
klas II}, (z kwantyfikatorem ogélnym na poczatku). Jeszcze inng definicje hierarchii wielomia-
nowej otrzymamy z pomoca pojecia alternacy.

Maszyny alternujace

Maszyna niedeterministyczna akceptuje w sposob egzystencjalny. Wystarczy, ze istnieje obli-
czenie akceptujace. Pojeciem dualnym jest maszyna akceptujaca na sposdb uniwersalny, kiedy
wszystkie obliczenia musza byé¢ akceptujace. Maszyna alternujgca moze uzywacé obu sposobow.
It is defined as an ordinary Turing machine, but all its non-final states are classified as ei-
ther universal or existential. As a consequence, the configurations of such a machine are also
universal, existential, accepting or rejecting.

We say that an alternating machine M accepts a configuration C, iff one of the following
conditions hold:

e C is an accepting configuration;
e ( is an existential configuration, and there is a C’ such that C — C’ and M accepts C’;

e C is a universal configuration, there is at least one C’ such that C — ¢ C’ and M accepts
every such C'.

A word w is accepted by M (belongs to L(M)) iff Cy, is accepted by M.

Obliczeniem takiej maszyny jest drzewo konfiguracji. Jego korzeniem jest konfiguracja po-
czatkowa. Wierzchotki odpowiadajace konfiguracjom egzystencjalnym maja tylko po jed-
nym dziecku. Natomiast wierzcholki w ktérych stan jest uniwersalny maja jako nastepniki
wszystkie mozliwe konfiguracje osiagalne w jednym kroku. A zatem w stanie egzystencjalnym
maszyna jak zwykle ,zgaduje” nastepny krok, a w stanie uniwersalnym musi ,,jednoczesnie”
sprawdzi¢ wszystkie mozliwosci. (Sekwencyjna implementacja takiego zachowania wymaga re-
kursji.) Inna interpretacja alternacji jest taka: mamy do czynienia z gra, w ktorej Gracz i jego
Oponent moga podejmowaé decyzje o przejsciu do wybranego stanu. Gracz ma takie prawo
w stanach egzystencjalnych, a Oponent w uniwersalnych. Kazda gataz obliczenia (ktore jest
drzewem) odpowiada pojedynczej partii gry. Obliczenie (akceptujace) maszyny to strategia
(wygrywajaca) gracza.

An alternating machine is of time complezity T (n) iff every sequence of configurations of the
form Cyy = C1 =AM -+ = Oy 1s of length at most T'(|w|). It is of space complezity S(n)
iff Cyy — ¢ C' implies that C’ uses at most S(Jw|) tape cells on each work tape. We define
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ATIME(T (n)) = {L | L = L(M), for some alternating Turing machine M
of time complexity T'(n)};

ASPACE(S(n)) = {L | L = L(M), for some alternating Turing machine M
of space complexity S(n)}.

Uzywamy tez oznaczeri ALOGSPACE, APTIME, itp.

Twierdzenie 15.6

1. ALOGSPACE = PTIME;
2. APTIME = PSPACE;

3. APSPACE = EXPTIME.

Dowod: (1) Obliczanie wartosci sieci boolowskiej to problem z klasy ALOGSPACE (¢wicze-
nie 108), ktory jednoczesnie jest P-zupelny (twierdzenie 10.8). Dlatego PTIME C ALOGSPACE.
Dowdd inkluzji przeciwnej opiera sie (podobnie jak dowod twierdzenia 8.12(2)) na oszacowa-
niu z lematu 8.10. Przy logarytmicznej pamieci, mamy co najwyzej wielomianowa liczbe
konfiguracji w zbiorze C,,, powiedzmy n*. Mozemy wszystkie te konfiguracje wypisaé¢ i ko-
lejno oznaczaé jako akceptujace lub odrzucajace. Trzeba w tym celu przegladaé zbiér C,, co
najwyzej n* razy, za kazdym razem wykonujac wielomianows liczbe krokow.

(2) Inkluzja z prawej do lewej wynika stad, ze PSPACE-zupelny problem QBF mozna rozwiazy-
waé w czasie wielomianowym na maszynie alternujacej (¢wiczenie 109). Inkluzja odwrotna
wymaga symulacji maszyny alternujacej M na maszynie deterministycznej, ktora przeszukuje
w glab drzewo obliczenn maszyny M, zapamietujac na ,stosie” historie obliczenia.

Czesé (3) pozostawiamy jako éwiczenie 110. o

Podobne zwiazki zachodzg dla innych klas: alternacja zawsze powoduje przejscie w hierarchii
,0 jeden szczebel”.

W kazdej partii gry (galezi obliczenia) prawo wykonania kolejnego ruchu moze przechodzi¢ od
Gracza do Oponenta i z powrotem. Liczba takich zmian (alternacji) jest w zasadzie dowolna,
mozna jednak przyjaé ograniczenie na ich liczbe. Powiemy ze obliczenie rozpoczynajace sie
od stanu egzystencjalnego ma n alternacji, gdy w kazdej jego galezi (w kazdej rozgrywce)
jest co najwyzej n — 1 krokéw zmieniajacych typ stanu z egzystencjalnego na uniwersalny
lub odwrotnie. (Np. maszyna niedeterministyczna to maszyna o obliczeniach z 1 alternacja.)
Mamy nastepujaca charakteryzacje hierarchii wielomianowej (dowod skwapliwie opuszczamy):

Fakt 15.7 Jezyk L nalezy do klasy X5 wtedy i tylko wtedy, gdy jest akceptowany w czasie
wielomianowym przez pewng maszyne Turinga z n alternacjami i z egzystencjalnym stanem
poczgtkowym.

Nie wiadomo, czy kazdy jezyk z klasy APTIME jest akceptowany przez maszyne o ograniczonej

liczbie alternacji. Pytanie to jest réwnowazne problemowi PH ~ PsPACE.
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16 Sieci boolowskie

Oprocz ,klasycznych” podejsé do teorii ztozonosci (badanie czasu i pamieci potrzebnych dla
maszyny Turinga) rozwazane sa takze inne modele, zwlaszcza probabilistyczne i réwnolegte.
Do tych ostatnich nalezy pojecie sieci boolowskiej czyli obwodu logicznego. O sieciach mowa
byta juz przy okazji P-zupetlosci. Sieci logiczne moga jednak same byé uzywane do de-
finiowania jezykow nad alfabetem {0,1}. Powiemy, ze sie¢ o n wejsciach akceptuje stowo
w=aiaz...a, € {0,1}*, gdy wynikiem dzialania sieci dla wartosci wejsciowych aq,as, ..., ay
jest 1. W przykladzie na rysunku 6 mamy n = 5, a sie¢ akceptuje te slowa dlugosci 5,
w ktorych nie wystepuja dwie jedynki obok siebie.

Oczywiscie sie¢ o n wejsciach moze rozpoznawaé tylko stowa dhugosci n. Aby moéwié o roz-
poznawaniu jezyka potrzebujemy nieskoriczonej rodziny sieci Cy, C1, Co, ... w ktorej sie¢ C,
ma n wejsé. Sieci logicznych mozna tez uzyé jako miary zlozonosci. Interesuje nas rozmiar
sieci (liczba bramek) i jej wysokos¢ (maksymalna dlugosé drogi od wejscia do wyjscia), oczy-
wiscie jako funkcje zmiennej n. My rozwazamy tylko takie rodziny sieci, ktorych rozmiary sa
wielomianowe, tj. istnieje taki wielomian p(n), ze rozmiar kazdej sieci C,, nie przekracza p(n).

Jesli istnieje taka wielomianowa rodzina sieci, ze dla dowolnego n sie¢ C), rozpoznaje doktadnie
stowa ze zbioru L, = {w | w € L A |w| = n}, to méwimy, ze jezyk L nalezy do klasy P /poly.
Klasa P/poly tym rozni sie od pozostalych klas ztozonosci, ze naleza do niej nawet jezyki
nierozstrzygalne. Odpowiada to ,niejednostajnej” obliczalnosci, ktéra moze byé pozyteczna,
jesli umiemy konstruowaé pewne konkretne sieci C), dla dostatecznie duzych n. Ma wiec sens
np. pytanie czy NP C P/poly. Niestety, odpowiedZ jest jak zwykle nieznana. Co wiecej,
odpowiedZ pozytywna jest mato prawdopodobna (dowdd obecnie pomijamy):

Fakt 16.1 Zawieranie NP C P /poly implikuje kolaps hierarchii wielomianowe.

Aspekt niejednostajnosci sieci mozna usunaé, jesli zatozymy, ze sieci sg efektywnie kon-
struowalne — zwykle zada sie aby konstrukcja sieci C, byla mozliwa w pamieci log n. Méwimy
wtedy o jednostajnej (uniform) rodzinie sieci. Odtad mowa tylko o rodzinach jednostajnych.

Observe that, for a uniform family of circuits, the size is always polynomial. We have the
following definitions:

ACj, = {L | L is recognized by circuits of depth at most log®n}
NCj = {L | L is recognized by circuits with binary gates of depth at most log*n}

Klasa ACy sktada sie z tych jezykow, ktore sg rozpoznawane przez sieci o rozmiarze wielo-
mianowym i wysokosci ograniczonej przez logn, dla pewnego k. Jezyki z klasy ACy sa
rozpoznawane przez wielomianowe sieci o stalej wysokosci.

Bardziej ograniczone sa klasy NCji. Tutaj zadamy, aby kazda bramka logiczna miata co
najwyzej dwa argumenty. Sume wszystkich ACy (NCy) oznaczamy przez AC (NC).

Przyklad 16.2 Problem osiggalnosci w grafie (por. twierdzenie 10.5) nalezy do klasy AC;.

Dowéd:  Graf to w istocie macierz binarna m x m, gdzie m jest liczba wierzchotkéw. Nie-
trudno zaprojektowaé sie¢ o 2m? wejéciach i m? wyjsciach (lub tez m? oddzielnych sieci) do
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mnozenia dwoch takich macierzy. Uzywajac mnozenia macierzy mozna dalej skonstruowac sie¢
obliczajaca domkniecie przechodnie danej relacji (reprezentowanej przez macierz). Istotnie,
macierz relacji nalezy podnie$é¢ do potegi m, co wymaga O(logm) mnozeni; taka tez bedzie
wysoko$¢ sieci, bo kazde mnozenie wymaga tylko 2 pozioméw. A zatem potrafimy skon-
struowaé sie¢ sprawdzajaca czy istnieje droga miedzy dwoma wierzchotkami grafu. O

Twierdzenie 16.3

1. NCy, € ACy, € NCpy1, dla kazdego k. A zatem NC =AC.
2. NCy C LOGSPACE.
3. NLOGSPACE C AC;.
4. NC CP.
Dowo6d:  The first part is very easy: A gate with a polynomial number of inputs can be

“unfolded” to a tree of binary gates of logarithmic height. The depth of a circuit is then
multiplied by O(logn).

Podobnie tatwa jest czesé ostatnia: konstrukcja i ewaluacja sieci o wielomianowym rozmiarze
jest mozliwa w wielomianowym czasie. Jesli na dodatek sie¢ jest logarytmicznej wysokosci
i ma tylko binarne bramki, to mozna jej wartos¢ oblicza¢ z pomoca rekurencyjnej procedury
(,oblicz wartosci obu argumentow i stad uzyskaj wartosé danej bramki”) ktorej implementacja
wymaga binarnego stosu o logarytmicznej gtebokosci. Stad otrzymujemy czesé (2).

Czes¢ (3) jest uogodlnieniem przykladu 16.2. Nalezy zastosowaé te¢ sama metode do grafu
przej$¢ miedzy konfiguracjami maszyny Turinga (por. dowod twierdzenia 10.5). O

Hierarchia, o ktorej mowa w twierdzeniu 16.3(1) jest nietrywialna. Z nastepujacego stawnego
(i trudnego) twierdzenia wynika bowiem, ze ACy # NCj.

Twierdzenie 16.4 (Furst, Saxe, Sipser, 1984) Nastepujqce jezyki
e PARITY = {w € {0,1}* | w slowie w jest parzysta liczba jedynek};
e MAJORITY = {w € {0,1}* | w stowie w jest wiecej jedynek niz zer},

nie nalezg do klasy ACy.
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Cwiczenia

R

1. Skonstruowa¢ automaty skoriczone akceptujace jezyki:

(a) (ab)*(b* Ua);
(b) {w € {0,1} | stowo w nie zawiera podstowa 1001}.

2. Niech jezyk L C {0, 1} sktada sie ze wszystkich stow, w ktorych podstowo 1011 wystepuje tylko

na samym konicu albo wcale. Skonstruowaé¢ deterministyczny automat skoriczony akceptujacy
ten jezyk i wyrazenie regularne, ktore go definiuje.

3. Znalez¢ jezyk akceptowany przez automat skonczony M = (Q, A, §, qo, F), gdzie Q = {0, 1, 2},

F = {2}, qo =0, a relacja ¢ sklada sie z trojek:
0,a,1),{(1,a,1),(1,b,1),(1,b,2),(2,0,2), (2, a,0).

4. Skonstruowa¢ mozliwie najprostsze niedeterministyczne automaty skoniczone rozpoznajace:

(a) jezyk {vaw € {a,b}* | #(b,w) jest podzielne przez 3};
(b) jezyk skladajacy sie ze wszystkich stow nad alfabetem {a,b}, w ktorych wystepuje pod-
stowo baba lub abba,

oraz mozliwie najprostsze automaty deterministyczne rozpoznajace te jezyki.

5.% Automat z e-przejsciami definiuje sie tak samo jak niedeterministyczny automat skoriczony, ale

relacja przejscia jest podzbiorem zbioru (@ x AU {e}) x Q. Automat akceptuje stowo w, jezeli

w=aj...a,, dla pewnych ay,...,a, € AU {e}, oraz istnieje ciag przejsc:
al as An—1 An
qo = S0 —» S1 — > " — 7 Spn—1 — 7 Sn,

gdzie s,, jest stanem koinicowym. Udowodni¢, ze kazdy taki automat akceptuje jezyk regularny.

6. Rozpatrzmy nastepujace jezyki:

o Ly = {(abb)* | k € N} — {w |#(a,w) jest parzyste};
e Ly = L(G), gdzie gramatyka G ma symbol poczatkowy &y oraz nastepujace produkcje:
o = ao, o = b&2;
§2 = bSo, §2 = a3, §o = by;
&3 = ao, &2 = 0o, &3 = €.
Dla kazdego z tych jezykéw, prosze:
(a) nie odwolujac si¢ do automatu, uzasadni¢, ze jest to jezyk regularny;
(b) skonstruowa¢ deterministyczny automat skoniczony akceptujacy ten jezyk.

7. Udowodnié, ze nastepujace jezyki nie sa regularne:

(a) {w € {a,b}* | liczba wystapieni a i b w stowie w jest taka sama};
(b) {ww | w € {a,b}"};
(c) {ww?® | w € {a,b}*}.

8. Opisa¢ automaty akceptujace jezyki:

(a) Ly ={w € {a,b}* | w stowie w nie wystepuja segmenty postaci abba ani baba};
(b) Ls = {w € {a,b}* | liczba wystapieri segmentu abba w stowie w jest taka sama
jak liczba wystapieni segmentu baba.}

9. Udowodni¢, ze jezyki {ww | w € {a,b}*} oraz {a"b"c" | n € N} nie sa bezkontekstowe.

R 10. Rozwazamy stowa nad alfabetem {a,b}. Stowo jest zrdwnowazone wtedy i tylko wtedy, gdy ma

tyle samo liter a co liter b. Ktore z jezykéw Lq, Lo, L3 sa regularne? Ktore sa bezkontekstowe?

(a) Jezyk L, sklada sie ze stow postaci w = wy ... wyg, gdzie k > 0, a kazde stowo w; jest
zréwnowazone i ma dhugosé 4.

(b) Jezyk Lo sktada sie ze stow postaci w = wywewswy, gdzie kazde z czterech stow wy, wa, w3, wy
jest zrownowazone i niepuste.
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(¢) Jezyk L3 sklada si¢ ze stow postaci w = wjwowswy, gdzie kazde z czterech stow wy, wo, w3, wy
jest zrownowazone i kazde z nich ma te sama dlugosé.

R 11. Niech L1, Lo, L3 beda jak w zadaniu 10. Dla jakich funkcji Sy, Sa, S5 zachodzi L1 € DSPACE(S:(n)),
Ly € DSPACE(S2(n)), Lz € DSPACE(S3(n))?

12. Ktore z nastepujacych jezykow sa regularne? Ktore sg bezkontekstowe?
R (a) Lo ={w € {a,b}* | #(a,w) =2 #(b,w) + 1}1;*

R (b) Ly ={a"b™a™bd™ | n,m € N};
(¢) L. = {a"ba*ba™ | n-m = k};
R(d) Lo = {w e {a,b}" | #(a,w) = £(,w) + 1}
(e) L= {w € {aab}* | #(aaw) = #(baw)};
R (f) Ly ={vwof® | w,v € {a,b}*};
(g) Ly = {vwvlwf | w,v € {a,b,c}*};
R (h) Ly = {a™b"c*d' | m +k =n+1mod 3};
R (i) L; = {a™b"ckd' | m+k <n+1};
R (j) Lj ={a™b"c™d' | 2m > n+1};
(k) Ly = {a™b"cFd' | m-k<n-1};
R (1) Ly ={a™b"cFd' | m +1#n+k mod 3};
R (m) Ly, = {a™b"c*d' | m +1>n+k};
R (n) L, = {a™b"cFd™ | 2m > n + k};
(0) Lo ={a™b"c*d' | m-1>n-k};
(p) Lp = {a,b}* — {wbabav | w,v € {a,b}*}
(zbior tych stow, w ktorych nie wystepuje podstowo baba);
(@) Ly = {a"b™a* | n =m lub m = k};
(r) L, ={a"b™a* | n = m oraz m = k};
R (9) Lo = {(@®W)* | ke N},
R (t) Ly = {a®*v*F | k € N};
R (n) L, = {a®b®" | k e N}.

R 13. Ktory z jezykow wymienionych w zadaniu 12 jest (a) kontekstowy? (b) w klasie LOGSPACE?
(c) w klasie co-NP?  (d) rekurencyjnie przeliczalny?  (e) nierozstrzygalny?

14. Ktore z nastepujacych jezykow sa regularne? Ktore sg bezkontekstowe?
R (a) Ly = {a™b"a" | m =n+k mod 2};

R (b) Ly = {a™"a* | m=n+k};

R (c) Ly ={a™"a* |m=n+kAn=k}
(d) Lq= {a™b"a’b* | liczba k +m — n — £ jest parzysta};
(e) Ls = {a™b"a’b* | k+m =n+{};

R (f) Lg = {a™b"a™ | m,n € N};

R () Ly = {we {a,b}" | I € Z (#(a,w) - #(b,w) = 3)};

R (b) Ls = {w e {a, b} | #(aw) =3 (b))

R (i) Lo ={w € {a,b}* | #(a,w) = 3#")};

R (.]) Ly = {a'l(ba)jbk | i7j7k € N}7

R (k) L = {a'(ba)’b" | i,j € N};

R (1) Liz = {a*(ba)’¥’ | i € N};

R (m) Lz ={a"bw | n € NA|w| = n};

R (n) Lis ={a"bw | n € NA|w| = 4};

R (0) Lis ={a"bw | n € NA |w| =n?};

R (p) Lig = {a™b™ | m,n € N},

R

(@) L7 = {a™b™a™b™ | n,m € N}.
R 15. Czy wszystkie jezyki z zadania 14 naleza do klasy LOGSPACE? A do klasy P?

30Przez #(x, w) oznaczamy liczbe wystapien litery = w stowie w.
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R 16. Ktore z nastepujacych jezykow sa regularne? Ktore sa bezkontekstowe?
(a) A={wlv | w,v € {0,1}* A #(1,w) mod 3 = #(1,v) mod 3};
(b) B={wbv | w,v € {0,1}* A#(1,w) = #(1,v)};
(c) C={w$v | w,v € {0,1}* A#(1,w)? = #(1,v)}.

R 17. Ktore z nastepujacych jezykow sa regularne? Ktore sa bezkontekstowe?
(a) X ={a"b™c* | n+k=m};
(b) Y = {a"b"c* | n-k=m};
(c) Z={a"b™c* | n-k=0}.

R 18. Jesli w € {a,b}*, to przez w oznaczymy stowo powstajace przez zamiane wszystkich liter a na b
i wszystkich b na a. Na przyktad jesli w = ababb, to w = babaa. Ktoére z nastepujacych jezykow
sa regularne, a ktore sa bezkontekstowe?

(a) L1 = {wfw | w € {a,b}*};
(b) Ly ={ww | w € {a,b}*};
R 19. Niech L; bedzie jak w zadaniu 18a. Udowodnié, ze L; = {w | w = wft}.
R 20. Czy jezyki L1 i Lo z zadania 18 sa rozstrzygalne? Do jakich naleza klas zlozonosci? Czy

to mozliwe, ze ktérys z nich jest P-zupelny? NP-zupelny? PSPACE-zupelny? Co by z tego
wynikato?

21. Udowodnié, ze jesli Ly i Ly sa jezykami bezkontekstowymi, to takze Ly U Lo, Ly - Lo oraz L7 sa
jezykami bezkontekstowymi.
R 22. Narysowaé¢ drzewo wywodu stowa aabbaabaa w gramatyce:
o n=ando | a 1 = &obn | &oéo | ba.
23. Narysowa¢ dwa rézne drzewa wywodu stowa a+b - @ w gramatyce:
§o:=8ot+& | o & lalb.
24. Czy jedno stowo moze mie¢ nieskoniczenie wiele drzew wywodu?

25.* Udowodnié¢, ze dowolne przeplatanie stowa “()” daje w wyniku poprawne wyrazenie nawiasowe.

26. Rozpatrzmy nastepujaca rekurencyjna definicje wyrazenia:

Wyrazenie to suma skoiiczenie wielu jednomianéw.

Jednomian to albo stata, albo iloczyn dwdch lub wiecej czynnikow.
Czynnik to stala, lub ujeta w nawiasy suma dwoch lub wiecej wyrazen.
Stata to 0 lub 1.

Napisa¢ gramatyki generujace: (a) wszystkie wyrazenia, (b) wyrazenia o wartosci zero.

R 27. Rozpatrzmy nastepujaca rekurencyjna definicje wyrazenia:

Wyrazenie to jednomian albo suma dwdch lub wiecej jednomiandw.
Jednomian to czynnik albo iloczyn dwoch lub wiecej czynnikow.

Czynnik to stata, lub suma dwoch lub wiecej jednomiandéw ujeta w nawiasy.
Stata to 0,1 lub 3.

Napisaé¢ gramatyke generujaca wszystkie wyrazenia o wartosciach nieparzystych.

R 28. Rozpatrzmy nastepujaca rekurencyjna definicje wyrazenia:

Wyrazenie to jednomian albo suma dwoéch lub wiecej jednomianéw.
Jednomian to albo stala, albo iloczyn dwoch lub wiecej czynnikéw.
Czynnik to stata, lub wyrazenie ujete w nawiasy.

Stata to 0,1 lub 2.
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Napisa¢ gramatyke generujaca wszystkie wyrazenia arytmetyczne o wartosciach parzystych.

R 29. Napisa¢ gramatyke bezkontekstows generujaca wszystkie catkowicie nawiasowane wyrazenia
arytmetyczne o wartosci 3, zbudowane z pomoca symboli dodawania i mnozenia oraz statych 01 1.

30. Napisaé¢ gramatyke bezkontekstowa generujaca wszystkie poprawnie zbudowane wyrazenia aryt-
metyczne nie zawierajace zbednych nawiaséw. W wyrazeniach moga wystepowa¢ symbole do-
dawania i mnozenia oraz dwie zmienne x i y.

31. Niech v bedzie takim wartosciowaniem zdaniowym, ze v(p) = v(q) = 1 oraz v(r) = 0. Napisa¢
gramatyke bezkontekstowa, generujaca wszystkie schematy zdaniowe, ktére sa spelnione przy
wartosciowaniu v, i w ktérych nie wystepuja inne zmienne niz p, q, .

32. Skonstruowaé automat ze stosem akceptujacy jezyk {a*ba™ba’ | m = k+(} i gramatyke bezkon-
tekstowa generujaca ten jezyk.

33. Skonstruowaé¢ automat ze stosem akceptujacy jezyk {w € {a,b}* | #(w,a) = 2 - #(w,b)},
gdzie symbol #(w, z) oznacza liczbe wystapien litery  w stowie w. Skonstruowaé gramatyke
bezkontekstowa generujaca ten sam jezyk.

34. Zdefiniowa¢ gramatyke bezkontekstowa generujaca dopelnienie jezyka {ww | w € {a,b}*}.

35.* Pokazaé, ze jezyk {ww® | w € {a,b}*} nie jest deterministyczny. Wskazdwka: udowodnié, ze
wtedy jezyk {1m0™0™1™1™0™0™1"™ | m,n € N} bytby bezkontekstowy, a nie jest.

R 36. Udowodni¢, ze jezyk {a"™b™a™b" | n,m € N} nie jest bezkontekstowy, ale jest kontekstowy.

Skonstruowaé¢ gramatyke typu zero generujaca ten jezyk.

37. Skonstruowaé gramatyke typu zero generujaca jezyk {a2n |n € N}.

38. Opisa¢ maszyne Turinga akceptujaca jezyk {a™b"c™ | n € N}.

39. Opisaé algorytmy rozwigzujace nastepujace zadania:

(a) Dana gramatyka bezkontekstowa G i stowo w. Czy w € L(G)?
(b) Dana gramatyka bezkontekstowa G. Czy L(G) = &7
(¢) Dana gramatyka bezkontekstowa G. Czy L(G) jest nieskonczony?

40. Udowodnié¢, ze nastepujacy problem jest nierozstrzygalny:
Czy dana maszyna Turinga akceptuje stowo puste?
R 41. Ktory z nastepujacych problemoéw jest rozstrzygalny, a ktory nierozstrzygalny?
(a) Dana maszyna Turinga M, czy jezyk L(M) jest czesciowo obliczalny?
(b) Dana maszyna Turinga M, czy L(M) = (aabbb)*?
42. Ktoéry z nastepujacych problemow jest (a) rozstrzygalny (b) nierozstrzygalny?
P1: Dana maszyna Turinga M, czy L(M)* C L(M)?
P2: Dana maszyna Turinga M, czy L(M)* O L(M)?
R 43. Ktore z nastepujacych probleméw sa rozstrzygalne, a ktore nie? W przypadku pozytywnej
odpowiedzi: do jakiej klasy ztozonosci nalezy ten problem?
(a) Dana maszyna Turinga M, czy L(M) C a*?
(b) Dany automat skonczony A, czy L(A) C a*?
R 44. Rozpatrzmy nastepujacy problem decyzyjny:
Czy dana deterministyczna maszyna Turinga akceptuje wszystkie stowa dtugosci 287

(a) Czy ten problem jest rozstrzygalny?
(b) Czy ten problem jest czesciowo rozstrzygalny?
(¢) Czy ten problem jest NP-zupelny?
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R 45.

46.

48.

Rozpatrzmy nastepujace problemy decyzyjne:

(a) Czy dana gramatyka bezkontekstowa generuje jakies stowo zlozone z samych liter a?

(b) Czy dana maszyna Turinga akceptuje jakie§ stowo zlozone z samych liter a?
Ktory z tych problemow jest rozstrzygalny? Ktory jest czesciowo rozstrzygalny? Czy to mozliwe,
ze ktorys z nich jest NP-zupeiny?
Udowodnié, ze dla dowolnego zestawu kafelkéw rownowazne sg warunki:

(a) Istnieje pokrycie calej plaszczyzny;
(b) Dla kazdego n, istnieje pokrycie kwadratu o boku n.

. Zbior A C N jest obliczalny (rekurencyjny), funkcja f : N — N jest tez obliczalna. Czy obraz

f(A) musi by¢ obliczalny? Czy musi by¢ rekurencyjnie przeliczalny? Co sie zmieni jesli zamiast
o obraz zapytamy o przeciwobraz f~1(A)?

Udowodnié¢, ze zbior Z C A* jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
taki obliczalny zbior R C (AU {$})*, ze dla dowolnego w € A*:

w € Z wtedy i tylko wtedy gdy Jv(w$v € R).

49.*% Czy istnieje taka liczba n, ze while-programy z n zmiennymi obliczaja wszystkie jednoargu-

50.

51.
R 52.
R 53.

54.

55.

56.

57.

mentowe funkcje czesciowo rekurencyjne? Jaka jest najmniejsza taka liczba? (Mozna tez uzywac
instrukcji go to.)

Zatézmy, ze fi jest O(g1) i ze fo jest O(gz). Czy funkcje fi + f2, f1 - f2, 271 sa, odpowiednio,
O(g1 + g2), O(g1 - g2), O(29)?

Dla prawie wszystkich n € N zachodzi F(n) < ¢ G(n), gdzie ¢ > 0. Czy funkcja F jest O(G)?
Czy jezyk L = {wwPw | w € {a,b}*} jest bezkontekstowy? Czy nalezy do klasy P?

Ktoére z nastepujacych jezykow sa regularne? Ktore sg bezkontekstowe, a ktore sa nierozstrzy-
galne? Do jakich klas zlozonosci naleza te jezyki?

(a) Ly = {a™b"a*b* | m,n,k, £ € N};
(b) Ly = {a™b"a*b’ | m,n,k, e NAm <L An<k};
(¢) Ly = {a™b"a*b’ | myn,k,l e NAm < kAn </(}.

Ktory z nastepujacych jezykow jest (a) regularny (b) bezkontekstowy (¢) w klasie LOG (d)
w klasie NP (e) PSpPACE-zupelny?
Ly = {a™b*b™a* | m, k € N} Lo = {a™bFa™b* | m, k € N}.

Opisa¢ algorytm, ktory w pamieci logarytmicznej oblicza warto$é¢ danej formuty rachunku zdan
(przy ustalonym wartosciowaniu).

Skonstruowa¢ maszyny Turinga rozpoznajace nastepujace jezyki i okresli¢ ich ztozonosé czasowsq,
1 pamieciowa:
(a) {ww | we{0,1}*};
(b) {w € {0,1}* | w stowie w jest parzysta liczba jedynek};
(¢) {w e {0,1}* | w stowie w jest wiecej jedynek niz zer};
(d) {w € {(,)}* | w jest poprawnym wyrazeniem nawiasowym};
(e) {we{(,),[,], )} | w jest poprawnym wyrazeniem nawiasowym };
(f) {a*" | neN}
(g) {¢ | ¢ jest poprawnie zbudowana formuta rachunku zdan};
(h) {¢ | ¢ jest formuly zdaniowa oraz [¢], = 1}, gdzie p jest ustalonym wartosciowaniem.

Tle czasu potrzeba na peten cykl pracy licznika binarnego dtugosci logn (od 0°8™ do 1'°87)?
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58. Niech L = L(M) dla pewnej maszyny wielotasmowe]j o zlozonosci czasowej T'(n) i pamie-
ciowej S(n). Pokazaé, ze maszyna jednotasmowa taka jak w dowodzie faktu 6.2 rozpoznaje
ten sam jezyk w pamieci S(n) i czasie O(T(n)?).

59. Klasyczng maszyng Turinga nazwijmy maszyne o jednej tasmie nieskoniczonej w prawo, stuzacej
zar6wno jako tasma wejSciowa jak robocza. Pokazaé, ze dla kazdej deterministycznej maszyny M
o zlozonosci czasowej T'(n) istnieje klasyczna maszyna deterministyczna o zlozonosci czasowej
O(T(n)?) rozpoznajaca ten sam jezyk.

60. Niech M bedzie niedeterministyczna maszyna wielotasmowa o ztozonosci czasowej T'(n). Poka-
zaé, ze istnieje dwutasmowa niedeterministyczna maszyna M’ o zlozonosci czasowej O(T'(n)),
rozpoznajaca ten sam jezyk.3!

61. Pokazaé, ze wielomiany i funkcje 2", [logn] [logn|, [v/n] sa konstruowalne.

62. Kazde stowo w € L(M) jest akceptowane przez deterministyczna maszyne M w co najwyzej
T(|w|) krokach. Pokaza¢, ze jesli T jest konstruowalna, to L(M) € DTIME(T (n)).

63. Dla kazdego stowa w € L(M) istnieje akceptujace obliczenie niedeterministycznej maszyny M
o dtugosci co najwyzej T'(n). Pokazaé, ze jesli T jest konstruowalna, to L(M) € NTIME(T(n).

64. Wiadomo, ze deterministyczna maszyne wielotasmowa o zlozonosci czasowej T'(n) mozna symu-
lowa¢ dwutasmowa maszyna, o ztozonosci czasowej T'(n) log T'(n). Udowodni¢ twierdzenie 8.7(2).

R 65. Ktore z nastepujacych zawieran: CSL C DsPACE(n?logn) C NspacE(nloglogn) C P (gdzie
CSL oznacza klase jezykow kontekstowych) faktycznie zachodza, ktore nie zachodza, a ktore
implikuja rownosé¢é PSPACE = P?

66. Ktore z nastepujacych inkluzji sa prawdziwe i dlaczego?

(a) DTIME(3n 2) C DTIME(n )‘7 R (j) DsSPACE(3n) C DTIME(n™)?
(b) DTIME(23"") C DTIME(2” ? R (k) NSPACE(3n) C DTIME(n")?
(¢) NTIME(3n2) C DTIME(2" )7 R (1) Drive(n?) C DTIME(2n)? ,
(d) DTIME(3n?) C DSPACE(n?)? R (m) NTIME(nlogn) C DTIME(2" )?
(e) NTIME(3n?) C DSPACE(n?)? R (n) Nspaci(logn) C DSPACE(n)?
(f) DSPACE(3n?) C DTIME(204n + 123)? (0) NsPACE(n?) C DSPACE(n’)?

R (g) DSPACE(3n) C NSPACE(2n)? R (p) NTmME(n) C DTIME(n")?

R (h) DsPACE(2%") C DSPACE(22")? (q) DTIME(2%") C DTIME(2")?

R (i) DTIME(2°") C DTIME(22")? (r) NSPACE(3") C NSPACE(2")?

R 67. Ktora z nastepujacych inkluzji jest prawdziwa:
NsPACE(nlogn) C DSPACE(2n3) C DSPACE(n3) C DTIME(2") € DTIME(2") ?

R 68. Czy prawdziwe sa nastepujace zawierania:

(2) Upen NsPaCE(log" n) C |, o DsPACE(log" 1)?

(b) Nspacg(log®n) € DTIME(n!%8" *)?

(c) DTIME(n?\/n) C DTIME(n?)?

(d) DTiME((logn)™) C DSPACE(n)?
R 69. Czy to mozliwe, ze:

(a) DsPACE(n?) C NSPACE(n) ale NSPACE(n?) # DSPACE(n*)?
(b) Pewien jezyk bezkontekstowy jest NP-zupelny?

(c) DTIME(n'°e™) C P?

(d) NP = PspPacCE?

Jesli mozliwe, to co by z tego wynikato?

31Dla maszyn deterministycznych najlepsze dwutasmowe ograniczenie to T'(n)log T(n), por. éwiczenie 75.
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R
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70. Ktora z nastepujacych inkluzji zachodzi, ktora nie zachodzi, a ktora stanowi problem otwarty?
Jesli inkluzja zachodzi, to czy znak C mozna zamieni¢ na &7 Jesli problem jest otwarty, to co
wynika z pozytywnej odpowiedzi?

(a) Nspaci(logn) C DSPACE(y/n);
(b) DspPACE(y/n) C NP;
(c) NP C DTIME(n?).
71. Ktoére z nastepujacych inkluzji zachodza? Ktore zawierania sa wlasciwe?
(a) NTIME(nlogn) C DSPACE(ny/n);
(b) co-NSPACE(n\/n) C DsPACE(n?);
(c) NSPACE(3n? 4 2) C co-NSPACE(n?);
(d) DTIME(3"") C NTIME(n\/n).
72. Ktore z nastepujacych inkluzji sa prawdziwe?
(a) ATiME(n?) C DSPACE(n?)?
(b) NCy C co-RP?
(¢) NC; C LOGSPACE?

(d) co-NsPACE(2n) C NspaCE(nlog n)
(e) co-NspacE(logn) C NspacE(log® n)?

73. Uzupeié, podajac jak najlepsze oszacowanie:

(a) co-NSPACE(...) € NspacE(log® n) C DSPACE(...) € DTIME(...).
(b) co-NspaCE(log® n) € DSPACE(...) C DTIME(...) & DSPACE(2").
(c) co-NSPACE(3log®n) C DSPACE(...) C DTIME(...) & DSPACE(2").

74. Dla ustalonego k, niech wy = #0...004#0...01#...#1...11# bedzie stowem zlozonym z bi-
narnych reprezentacji liczb 0,1,...,2% — 1 (kazdy segment diugoici k). Pokazaé, ze jezyk
L = {wy, | k € N} nie jest regularny, i ze L € DSPACE(loglogn).

75.* Pokazagé, ze deterministyczne rozpoznawanie palindromow na jednej tasmie wymaga co najmniej
)
czasu rzedu n?.

76.* Czy POLYLOG := |J, Dspacg(log®(n)) = P?

77. Udowodnié, ze jesli DSPACE(n) C PTIME, to PTIME = PSPACE.

78. Udowodni¢, ze DSPACE(n) # PTIME.

79. Udowodnié¢, ze jesli LOGSPACE = PTIME, to PSPACE = EXPTIME.

80. Udowodni¢, ze jesli PTIME = PSPACE to EXPTIME = EXPSPACE.

81. Udowodnié, ze jesli NLOGSPACE = LOGSPACE, to kazdy jezyk kontekstowy jest deterministyczny.
82. Udowodni¢, ze jesli NP = co-NP, to NEXPTIME= co-NEXPTIME.

83. Udowodnié, ze jesli DSPACE(n?) C NP, to PSPACE = NP.

84. Udowodnié, ze jesli DSPACE(2") C EXPTIME, to EXPSPACE C EXPTIME.
85. Udowodni¢, ze jesli CSL C NP, to NP = PSPACE.

86. Czy jesli NTIME(n?) C P, to P = NP?

87. Ktore z nastepujacych inkluzji zachodza, a ktore nie? Ktore stanowia pytania otwarte? Czy
z pozytywnych odpowiedzi na te otwarte pytania wynika réwno$¢ NLOGSPACE = P?

DTIME(n?) C co-NLOGSPACE C DTIME(n!°2") C DSPACE(n™) C PSPACE?
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88. Udowodnié¢, ze relacja <jog jest przechodnia.

89. Udowodnié, ze problem osiggalno$ci pozostaje NLOGSPACE-zupelny jesli ograniczymy go do
graféw acyklicznych.

90. Pokazaé jak kazda sie¢ boolowska mozna przeksztalcié w rownowazng formule zdaniowa. Jakie
sa (w najgorszym przypadku) rozmiary tej formuly? Czy obliczanie wartosci sieci jest tak samo
trudne jak obliczanie wartosci formuly (por. éwiczenie 56h)?32

91. Opisa¢ maszyny realizujace LOGSPACE-redukcje, o ktéorych mowa w dowodach lematu 10.7
i twierdzenia 10.8.

92.* Sie¢ monotoniczna to sie¢ bez negacji, ktora za to ma podwojna liczbe wejsé. Kazdemu wejsciu
odpowiada dualny wierzcholtek wejsciowy T, ktorego wartosé jest negacja wartosci x. Udowodnié,
ze problem warto$ci sieci monotonicznej tez jest P-zupelny.

93. Pokazaé, ze problem wartosci sieci pozostaje P-zupelny jesli ograniczymy sie do bramek binar-
nych tj. bramek o co najwyzej dwoch wejsciach (sie¢ na rysunku 6 nie ma tej wlasnosei).

94. Pokazaé, ze problem prawdziwosci formuly zdaniowej w koniunkcyjnej postaci normalnej (row-
nowaznie, problem spetnialnosci formuty w dyzjunkcyjnej postaci normalnej) nalezy do klasy P.

95. Pokazaé, ze problem spelnialnosci formut w koniunkcyjnej postaci normalnej z dwoma literatami
w kazdym czlonie koniunkeji (2-CNF-SAT) jest zupelny w klasie NLOGSPACE. (Wskazdwka:
pokazaé zupetnos$é w co-NLOGSPACE i uzyé twierdzenia 9.4.)

R 96. Udowodnié, ze problem kliki jest NP-zupelny.
97. Udowodnié, ze problem pakowania jest NP-zupelny.
R 98. Rozpatrzmy nastepujace problemy decyzyjne:

(a) Dana formula zdaniowa ¢. Czy ¢ ma co najmniej dwa warto$ciowania spelniajace?

(b) Dany graf G i liczba k. Czy istnieje taki k-elementowy zbior S wierzchotkow grafu G, ze
zadne dwa wierzchotki ze zbioru S nie sa polaczone krawedzia?

(¢) Dany graf G i liczby d, k. Czy istnieje taki k-elementowy zbiér S wierzchotkow grafu G,
ze kazdy z pozostalych wierzchotkéw jest osiagalny z jakiego$ wierzcholtka nalezacego do .S
droga sktadajaca sie z co najwyzej d krawedzi?

Czy ktorys z nich jest rekurencyjnie przeliczalny, NP-zupelny, NL-zupelny, rozstrzygalny?

99. Problem pusto$ci dla sieci polega na ustaleniu, czy dana sie¢ boole’owska akceptuje przynajmniej
jedno stowo. Prosze udowodnié, ze problem pustosci dla sieci jest NP-zupelny. Czy zachodzi to
takze dla sieci o wysokosci 37

100. Pokazaé, ze we wniosku 11.4 mozna zadaé, aby L’ € LOGSPACE.

101. Czy waga skojarzenia S, o ktérym mowa w dowodzie faktu 12.3 moze by¢ wieksza od polowy
wagi drzewa T'7

102. Opisa¢ wielomianowy algorytm znajdujacy minimalne drzewo rozpinajace grafu.

103. Jaka aproksymacje otrzymujemy dla problemu pakowania, stosujac nastepujacy algorytm?
— Kazdy element wktadamy do ostatniego pojemnika jesli sie zmiesci;
— jesli si¢ nie zmiesci, to bierzemy nastepny pojemnik.

104. Jaka aproksymacje otrzymujemy dla problemu pokrycia wierzchotkowego, jesli wyszukamy
maksymalne skojarzenie w grafie i jako rozwigzanie wskazemy jego wierzchotki?

32Gjeé tym sie rozni od formuty zdaniowej, ze z jednego wierzchotka moze wychodzié dowolnie wiele krawedzi.
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105. Udowodnié, ze jesli PH = PSPACE to zachodzi kolaps hierarchii wielomianowej, tj. dla pewnego n
mamy PH = X7,

106. Udowodnié¢, ze kazda rownosé postaci X = II} implikuje kolaps hierarchii wielomianowej.

107. Udowodnié, ze istnienie problemu zupelnego w PH implikuje kolaps hierarchii wielomianowe;j.

108. Opisa¢ alternujacy algorytm obliczajacy wartos$¢ sieci boolowskiej w pamieci logarytmiczne;j.

109. Opisaé¢ alternujacy algorytm dla QBF, ktory dziala w czasie wielomianowym. Czy mozna go
poprawi¢ do ALOGSPACE (por. ¢wiczenie 108)7

110. Udowodni¢, ze APSPACE = EXPTIME (twierdzenie 15.6(3)).

111. Pokazad, ze jesli funkcja S(n) > logn jest konstruowalna, to:
(a) AsPACE(S(n)) € DTIME(20(5());
(b) NsSpPACE(S(n)) C ATIME(O(S(n)?)).

112. Jesli T'(n) > n jest konstruowalna to:
(a) DTIME(T'(n)) € ASPACE(O(log T'(n)));
(b) ATIME(T'(n)) C DSPACE(T(n)).

113. Pokazaé, ze dowolny jezyk nad alfabetem jednoliterowym (takze nierozstrzygalny) nalezy do
klasy P/poly.

114.* Pokazaé, ze dowolny jezyk jest w P wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozpoznawany przez jednostajna
rodzine sieci rozmiaru wielomianowego z binarnymi bramkami. Czy stad wynika PTiME C NC?

115. Pokaza¢, ze PARITY € NC;. Wywnioskowaé stad, ze ACy # NCj.

116. Czy dla rozmiaru sieci zachodzi twierdzenie o hierarchii podobne do tw. 8.67

R 117. Ktore z nastepujacych terminéw oznaczaja to samo, a ktére co innego? Prosze objasnié¢ na
przyktadach.

Jezyk obliczalny;

Jezyk rekurencyjnie przeliczalny;
Jezyk rozstrzygalny;

Jezyk czesciowo obliczalny;
Jezyk rekurencyjny;

Jezyk typu zero;

Jezyk kontekstowy;

Jezyk monotoniczny.

Problem prawdziwo$ci formuty zdaniowej jest NP-zupeiny.

Problem odpowiedniosci Posta jest NP-trudny.

Klasa jezykow bezkontekstowych jest zamknieta ze wzgledu na dopelnienie.
Dopetnienie jezyka rekurencyjnie przeliczalnego jest rekurencyjnie przeliczalne.
Problem pustosci jezyka bezkontekstowego jest nierozstrzygalny.

Jesli L1 Slog L27 to —L1 Slog —LQ.

Jesli L jest PSPACE-zupelny, to —L; tez.

Jesli Ly jest PSPACE-zupelny i Ly C Lo, to Ly tez jest PSPACE-zupelny.

Jesli L1 i Lo sa PSPACE-zupetne, to Ly U Ly lub Ly N Ly jest PSPACE-zupelny.
Jesli L jest PSPACE-zupelny, to L jest NP-trudny.

Kazdy jezyk kontekstowy jest w klasie LOGSPACE.

Klasa DTIME(n!'°8") jest zawarta w P.

Tloczyn NP N co-NP jest pusty?

Problem kolorowania grafu jest w klasie P.

Jesli Lq <log Ly, to Ly € PLz,
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R119. Niech Ly = {a"b™ | n #m} i Ly = {wwfw?f | w € {a,b}*}.
(a) Ktory z jezykow Li, Lo jest regularny?
(b) Ktory z nich jest bezkontekstowy?
(¢) Czy ktory$ z nich nalezy do klasy P lub PSpACE?
(d) Czy nastepujacy problem jest rozstrzygalny:
Dana deterministyczna maszyna Turinga M, czy L(M) = L, ?

Klasowki i egzaminy z ostatnich kilku lat:

Klasowka 2018-19: zadania 10, 11.

Klaséwka 2019-20: zadania: 52, 67, 84.

Klasowka 2020-21: zadanie 119.

Klasowka 2022-23: zadania 42, 54.

Egzamin 2018-19: zadania 14p-14q, 44, 83, 118k-118n.
Egzamin 2019-20: zadania 53, 98, 86.

Egzamin 2020-21: zadania 18, 20, 65.

Egzamin 2021-22: zadania 12s—12u, 41, 87.

Egzamin 2022-23: zadania 16, 43, 70.

Egzamin 2023-24: zadania 17, 45, 85, 71.

Rozwigzania

2: Automat sktada sie z szeSciu stanow: 0,1,2,3,4,5. Wszystkie stany, oprocz 5, sa akceptujace.
Stanem poczatkowym jest 0. Funkcja przej$cia jest okreslona tabelka:

g olo|INd oo
Y O | QO = = =

DY | WIN O

Poszukiwane wyrazenie regularne jest np. takie:
(0U11*0(0 U 10))*(e U 11* U 11*0 U 11701 U 11*011)..
(Zauwazmy, ze jezyk (0 U 11*0(0 U 10))* byltby jezykiem akceptowanym przez ten automat, gdyby 0
bylo jedynym stanem akceptujacym.)
10a: Jezyk L; jest regularny, bo mozna go zdefiniowaé¢ wyrazeniem regularnym:
Ly = (aabb U abab U abba U baab U baba U bbaa)™.
10b: Jezyk Lo jest bezkontekstowy, bo Lo = L(G), gdzie G jest gramatyka o produkcjach:
o ==8666  §u=agb | ba | ab | ba | &
Jezyk Lo nie jest regularny. Na przyklad dlatego, ze ma nieskoniczenie wiele réznych ilorazéw:
wszystkie jezyki Lo\ a™ sa rézne. Mamy bowiem b"ababab € Ly \ a™, poniewaz a™b™ababab € Lo,
ale b"ababab € Lo \ ™, dla m # n, poniewaz a™b™ababab & L.
10c: Jezyk L3 nie jest bezkontekstowy. W przeciwnym razie jezyk L = Lz NatbtatbtatbtaTb™
byltby bezkontekstowy, jako iloczyn bezkontekstowego i regularnego. Niech N bedzie staly z lematu
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o pompowaniu dla jezyka L. Rozpatrzmy stowo w = a™bNaVbNaNoVNaNbV € L. Na mocy lematu
o pompowaniu mozliwy jest taki podzial stowa w na 5 czesel, ze w = xyzuv, gdzie |yzu| < N iyu #¢e
oraz xzv € L. Zatem dtugo$¢ stowa xzv jest postaci 8n gdzie n < N i stowo to sklada si¢ z czterech
zrownowazonych segmentow dlugosci 2n < 2N. Ale czesé yzu stowa w jest krotka i miesci sie w co
najwyzej dwoch sasiadujacych segmentach postaci a”¥ lub b"V. A zatem na poczatku lub na koncu
stowa xzv mamy nadal a¥bV. Czyli poczatkowy albo koricowy segment dlugosci 2n nie moze byé
Zréwnowazony.

11: Skoro L; jest regularny, to Ly € DSPACE(1). Natomiast jezyk Lo nalezy do klasy DsSPACE(logn).
Do rozpoznania czy slowo w nalezy do Ly potrzebny jest licznik zliczajacy nadmiar liter a nad b, lub
nadmiar b nad a. Warto$¢ licznika nie przekracza n zatem jego rozmiar jest logarytmiczny. Licznik
powinien co najmniej cztery razy sie wyzerowaé¢, w tym na koricu stowa.

Na koniec zauwazmy, ze Ly € DSPACE(log n). Deterministyczna maszyna Turinga najpierw sprawdza
czy dtugosé danego stowa jest postaci 4k 1 zapamietuje liczbe k (pierwszy licznik). Potem cztery razy
sprawdza, czy kolejne segmenty dlugosci k sa zrownowazone (drugi licznik). Potrzebne sa wiec dwa
liczniki rozmiaru logn.

12a: Jezyk L, nie jest regularny, na przyklad dlatego, ze ma nieskoriczenie wiele ilorazéw. Faktycznie,
wszystkie jezyki L,\b* = {w € {a,b}* | aw, = 2b,, + k + 1} sa rozne.

To jest natomiast jezyk bezkontekstowy, a nawet deterministyczny jezyk bezkontekstowy. Automat
rozpoznajacy ten jezyk ma na stosie zawsze |a, —2b, — 1| piteczek, gdzie v jest dotychczas przeczytanym
stowem. Jesli roznica a, — 2b, — 1 jest dodatnia, to pileczki na stosie sa zielone, w przeciwnym razie
sa czerwone. Po przeczytaniu kazdego a, automat umieszcza na stosie nastepna piteczke zielona albo
zdejmuje jedna czerwona. Po przeczytaniu kazdego b ze stosu zdejmuje sie dwie piteczki zielone, albo
wktada dwie czerwone, nigdy nie mieszajac kolorow. Sprawdzajac kazdorazowo czy stos jest pusty,
automat potrafi rozpoznaé te stowa dla ktérych réznica jest zerowa.

12b: Jezyk L, jest bezkontekstowy. Generuje go gramatyka z symbolem poczatkowym &p:
fo = 51 | afob, 51 =€ | bfla.

Ten jezyk nie jest regularny, bo ma nieskoniczenie wiele ilorazéw. Jezyki Ly, \ a* sa rozne dla réznych k,
mamy np. a* € Ly \ a*, ale aF ¢ Ly \ o™, gdy n # k.
12d: Jezyk L4 nie jest bezkontekstowy. Mozna sie o tym przekonaé stosujac lemat o pompowaniu.
Przypusémy, ze jezyk Ly jest bezkontekstowy i niech n bedzie stala z lematu o pompowaniu. Roz-
patrzmy stowo a™ T1b". Jesli rozbijemy to stowo na pieé czesci xyzuv, w ten sposéb, ze zaréwno rzv
jak xy?zu?v naleza do Ls, to beda spelnione réwnania:

n24+1-m=Mm-k?+1 oraz n2+1+m=m+k?+1,
gdzie m = #(a,y) + #(a,u) i k = #(b,y) + #(b,u). Proste rachunki daja w wyniku m = k = 0, czyli
stowo yu musialoby byé puste — sprzecznosé.
12f: Jezyk Ly jest regularny, bo Ly = {a,b}".
12h: Jezyk L, jest regularny. Automat rozpoznajacy ten jezyk zlicza reszte liczby x + z — (y + u)
z dzielenia przez 3. Ma on 13 stanéw. Stanem poczatkowym jest qg, a stany koricowe to pg, qg, 7o 1 Sg-

do |91 | G2 |Po |P1 | P2 |To |71 | T2 | S0 | S1|S2
1 |92 [ qo | ® | & | ®
P2 | Po | P1 | P2 |Po|P1
T | T | To | T1 | T2 | To | T1 | T2 | To
So2 | So | S1 | S2|So|S1|S2]S8S0|S1|S2]| S0 | S1

QU O[S

12i: Jezyk L; nie jest regularny, bo ma nieskoriczenie wiele ilorazéw lewostronnych. Istotnie, wszystkie
jezyki Lo\a* = {a®Wc*d" | x + z + k > y + u} sa rozne.

Jezyk L; jest natomiast bezkontekstowy. Automat rozpoznajacy ten jezyk zapamietuje na stosie
liczbe |z + z — (y + u)| w postaci ciagu gwiazdek. Stany automatu sa postaci ¢, gdzie x € {a, b, c,d}
a o to plus albo minus. Znak o wskazuje na to, czy liczba z + z — (y + u) jest dodatnia czy ujemna.
Dodatkowo automat ma stan pomocniczy fajrant. Stanem poczatkowym jest ¢, a stanami akceptu-
jacymi sa wszystkie ¢ . Automat dziala tak:
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o W stanie ¢o automat czyta kolejne litery x, kazdorazowo umieszczajac gwiazdke na stosie, lub
zdejmujac gwiazdke ze stosu, wedtug opisu ponizej. Jesli na wejsciu pojawi si¢ nowa litere y,
alfabetycznie dalsza od z, to automat przechodzi do stanu gy. Jesli y jest w alfabecie wezesniej
niz x to automat przechodzi do stanu fajrant.

e W stanach ¢/, ¢, ,q',¢; automat wklada gwiazdki na stos.

o W pozostatych stanach ¢, automat zdejmuje gwiazdki ze stosu. Jesli gwiazdek zabraknie, to
automat przechodzi do stanu ¢}, gdzie e oznacza znak przeciwny do o.

e W stanie fajrant automat pozostaje na dobre, czegokolwiek by nie przeczytat.

12j: Jezyk L; nie jest bezkontekstowy. Przypus$émy, ze jest i niech IV bedzie stalg z lematu o pom-
powaniu. Rozpatrzmy stowo w = aVbVcVdYN. Powinno istnieé¢ takie rozbicie tego stowa w = xyzuwv,
gdzie yu jest niepuste, oraz wszystkie stowa xy’zu'v naleza do naszego jezyka. Przy tym dlugosé
podstowa yzu nie przekracza N.

Przypadek 1: Stowo yzu zawiera jakie$ litery a. Wtedy nie ma w nim ani jednego ¢, bo stowo yzu jest
na to za krotkie. Zatem w stowie xy?zu?v nie zgadza sie liczba liter a i c.

Przypadek 2: Podobnie jest, gdy w stowie yzu znajdzie sie jakies c. (Wtedy nie ma tam zadnego a.)

Prazypadek 3: Stowo yzu jest w calosci zawarte we fragmencie bV lub we fragmencie dV slowa w.
Wtedy w stowie zy?zuv jest za duzo liter b lub d.

121: Jezyk L; jest regularny. Automat rozpoznajacy ten jezyk zlicza reszte liczby x + u — (y + z)
z dzielenia przez 3. Stanem poczatkowym jest qg, a stanami koricowymi sa p1, P2, q1, q2, 71, 72,51 1 So.

qo | 91 [ 92 [Po | P1 | P2 |[To | T1 | T2 | S0 | S1 | S2
g1 |92 4o | ® | ® | ®
P2 | Po | P1|P2|DPo|P1
T2 To T1 T2 To T1 o | To | T1 [ ] [ ] °
S1 |82 |80 |S1|S2|8 |S1|S2]|S0]|S1]|S2] S0

QU O[S

12m: Jezyk L,, nie jest regularny, bo ma nieskoriczenie wiele ilorazéw lewostronnych. Istotnie, wszyst-
kie jezyki L,,\a* = {a®Wc*d" | z +u+k >y + 2} sa rozne.

Jezyk L,, jest natomiast bezkontekstowy. Automat rozpoznajacy ten jezyk zapamietuje na stosie
liczbe |z + u — (y + z)| w postaci ciagu gwiazdek. Stany automatu sa postaci ¢, gdzie € {a,b,c,d}
a o to plus albo minus. Znak o wskazuje na to, czy liczba = + u — (y + 2) jest dodatnia czy ujemna.
Dodatkowo automat ma stan pomocniczy fajrant. Stanem poczatkowym jest ¢f, a stanami akceptu-
jacymi sa wszystkie ¢;'. Automat dziala tak:

o W stanie ¢° automat czyta kolejne litery x, kazdorazowo umieszczajac gwiazdke na stosie, lub
zdejmujac gwiazdke ze stosu, wedlug opisu ponizej. Jesli na wejsciu pojawi sie nowa litere y,
alfabetycznie dalsza od z, to automat przechodzi do stanu gy. Jesli y jest w alfabecie wezesniej
niz x to automat przechodzi do stanu fajrant.

e W stanach ¢/, q; ,q. . qj automat wktada gwiazdki na stos.

o W pozostatych stanach ¢, automat zdejmuje gwiazdki ze stosu. Jesli gwiazdek zabraknie, to
automat przechodzi do stanu ¢}, gdzie e oznacza znak przeciwny do o.

e W stanie fajrant automat pozostaje na dobre, czegokolwiek by nie przeczytal.

12n: Jezyk L, nie jest bezkontekstowy. Przypusémy, ze jest i niech N bedzie stala z lematu o pom-
powaniu. Rozpatrzmy stowo w = aVbVcVdYN. Powinno istnie¢ takie rozbicie tego stowa w = zyzuwv,
gdzie yu jest niepuste, oraz wszystkie stowa xy’zu'v naleza do naszego jezyka. Przy tym dlugosé
podstowa yzu nie przekracza N.

Przypadek 1: Stowo yzu zawiera jakies litery a. Wtedy nie ma w nim ani jednego d, bo stowo yzu jest
na to za krotkie. Zatem w stowie xy?zu?v nie zgadza sie liczba liter a i d.

Przypadek 2: Podobnie jest, gdy w stowie yzu znajdzie sie jakies d. (Wtedy nie ma tam zadnego a.)
Przypadek 3: Stowo yzu jest w calosci zawarte we fragmencie bY ¢V stowa w. Wtedy w stowie zy?zu?v
jest za duzo liter b i c.

12s: Jezyk Ly jest regularny, bo L1 = (aabbb)*.
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12t: Jezyk L; nie jest regularny, bo ma nieskoniczenie wiele roznych ilorazow (wszystkie jezyki
Lo\a?" = {a®™b3" 3™ | m € N} sa rozne). Jest to jezyk bezkontekstowy, generowany przez gra-
matyke o produkcjach &y ::= aa&obbb | .

12u: Jezyk L, nie jest nawet bezkontekstowy, bo nie spelnia lematu o pompowaniu. Przypusémy
bowiem, ze N jest stala z lematu. Jedli a2 3" = ryzuw, gdzie 0 < |yu| < N, to stowo zy?zuv nie
nalezy do L3, bo ma ztg dtugoéé. Poniewaz 2V + 3V < |zy?zu?v| < 2N + 3V + N < 2N+ 1 3N+ wiec
2k g2k

stowo zy?zuv jest dluzsze niz kazde slowo a dla k < N i krétsze niz wszystkie stowa anka, dla

dowolnego k > N.

13: Wszystkie te jezyki sa rozpoznawalne w deterministycznej pamieci logarytmicznej, tj. naleza do
klasy LOGSPACE. Na przyktad maszyna Turinga rozpoznajaca jezyk L. odszukuje najpierw $rodek
stowa wejsciowego, a nastepnie poréwnuje ze soba klatka po klatce obie polowy. Uzywa w tym celu
tyle pamieci ile potrzeba do zapamietania kilku pozycji na tasmie wejciowej, czyli O(logn). Podobnie
dziataja maszyny rozpoznajace inne jezyki.

Skoro nasze jezyki sa w LOGSPACE, to sa rozstrzygalne, wiec na pytanie (e) odpowiedz jest ,nie”.
Na pozostale pytania nalezy odpowiedzie¢ ,tak”, bo klasa LOGSPACEjest zawarta zaréwno w co-NP jak
i w klasie jezykoéw kontekstowych, a tym bardziej w klasie jezykéw rekurencyjnie przeliczalnych.
14a: Ten jezyk jest regularny, okreslony np. wyrazeniem regularnym (a?)*(abU ¢)(b?)*(ba U g)(a?)*.
14b: Ten jezyk jest bezkontekstowy, generowany przez gramatyke o produkcjach:

&0 = ¢ | aoa; €= ¢ | atb,
gdzie &y jest symbolem poczatkowym. Ale nie jest to jezyk regularny, bo ma nieskoriczenie wiele
roznych ilorazéw. Na przyklad, dla réznych r € N rozne sg jezyki
Lo\ a" ={w]|awe Ly} = {a™b"a* | r + m =n + k}.
14c: Ten jezyk nie jest bezkontekstowy. Przypusémy przeciwnie i niech N bedzie stala z lematu
o pompowaniu. Stowo w = a?NbVa mozna przedstawi¢ w postaci w = wvzay, gdzie uv'zaly € Lj
dla kazdego i € N. Przy tym vx # ¢, a stowo vzz jest dlugosci co najwyzej N.

W szczegolnosci, stowo w’ = uv?zx?y musi byé postaci a?MbMaM | gdzie M > N, bo w' jest dtuzsze
niz w. Slowo vzw jest na tyle krotkie, ze musi sie zawieraé w czesci a?Vb"V albo w czesci bValV.
W pierwszym przypadku otrzymamy w’ = w”ba’¥ (nie zmienia sie koricowa czeéé od ostatniego b
wlacznie) w drugim w’ = a?Nbw” (nie zmieni sie cze$¢ poczatkowa do pierwszego b wlacznie). Stad
M = N, sprzecznos¢.
14f: Jezyk Lg jest bezkontekstowy, bo mozna go zdefiniowaé gramatyka:

§o :=aoa | &1, §ri=¢| b .
Nie jest regularny, bo ma nieskonczenie wiele réznych ilorazéw, np. Le\a* = {a?b"aP** | p, k,n € N}.
14g: Ten jezyk jest regularny, rozpoznaje go ponizszy automat skonczony, w ktorym 0 jest stanem
poczatkowym i jedynym stanem akceptujacym.

b

a a
/E\/lx 0 RN ) R 5
~ - o~ b b
b b w
14h: Ten jezyk jest bezkontekstowy. Rozpoznaje go automat ze stosem, ktoéry po przeczytaniu kazdego
prefiksu v stowa w:
- przechowuje na stosie stowo postaci 2V, gdzie N = #(a,v) — 3 - #(b, v);
- znajduje sie w stanie ,plus” gdy N > 0, w stanie ,zero”, gdy N = 0, a w stanie ,,minus”, gdy N < 0.
Po przeczytaniu kolejnej litery, automat aktualizuje swoj stan i zawarto$é stosu. Automat akceptuje
w stanie ,zero” (wtedy stos powinien by¢ pusty).
Jezyk Lg nie jest regularny, bo ma nieskoniczenie wiele réznych ilorazéw. Na przyktad, dla réznych
r € N rozne sa jezyki Lo \ " ={w | a"w € Ly} = {w € {a,b}* | #(a,w) +r =3 #(b,w)}.
14i: Ten jezyk nie jest bezkontekstowy. Przypu$émy przeciwnie i niech N bedzie stala z lematu
N . .
37N mozna przedstawi¢ w postaci w = wvzwy, gdzie uwv'za'y € Lg dla

-2

o pompowaniu. Stowo w = a
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kazdego i € N. Przy tym vx # ¢, a stowo vzx jest dhugosci co najwyzej N.

Niech teraz m = #(a,vx) oraz k = #(b,vx). Poniewaz uwv?za?y € Lg i uvdza3y € Lo, wiec musza
zachodzié¢ réwnosci 3V +m = 3VNT* i 3N 4 2m = 3N+2k " Stad mamy m = 3VHF — 3N = 3N(3k — 1)
oraz m = 3N+2k _ 3k = 3N+2k _ 3N+k — 3N(32k _ 3K wiec 38 — 1 = 32% — 3F. To zachodzi
tylko dla k = 0, ale wtedy m # 0, wiec 3V 4+ m # 3V+*_ sprzecznosé.3?

14j: Jezyk Lqg jest regularny, bo to po prostu a*(ba)*b*.

3

14k: Jezyk L1y jest bezkontekstowy. Generuje go gramatyka o produkcjach postaci & ::= a&pb | &1
oraz & = ¢ | ba&y, gdzie & jest symbolem poczatkowym. Nie jest to jezyk regularny, bo ma nieskonicze-
nie wiele r6znych ilorazéow postaci Lo\a™ = {a’(ba)’b"t" | i, j € N}.
141: Nie jest to jezyk bezkontekstowy, bo nie speinia lematu o pompowaniu. W przeciwnym razie
niech N bedzie stala z lematu o pompowaniu i niech w = a (ba)VoV. Wtedy w = xyzuv, gdzie
lyzu| < N, yu # e, oraz zy"zu"v € Lip dla dowolnego r. Stowo yzu jest tak krotkie, ze albo
czesé poczatkowa a¥ slowa w jest prefiksem stowa z albo czesé koncowa bY jest sufiksem stowa v.
W pierwszym przypadku stowo 2?17 242917y ma postaé¢ a™¥ bW przy czym stowo bW ma albo za duzo
liter b w czesci koricowej, albo za duzo segmentéw ba w czesci sSrodkowej, albo nie nalezy nawet do Lqy.
Drugi przypadek jest analogiczny i mamy sprzeczno$c.
14m: Jezyk Li3 jest bezkontekstowy. Generuje go gramatyka o produkcjach &, := b | a&od | a&pa.
Nie jest to jezyk regularny, bo ma nieskonczenie wiele ilorazéw. Istotnie, wszystkie jezyki postaci
Liz\a™ = {a™bw | m € NA |w| = n+ m} sa rozne.
14n: Jezyk L1y jest regularny, bo L1y = a*b(a U b)*. W szczegdlnoséci Ly jest bezkontekstowy.

140: Jezyk Lis nie jest bezkontekstowy. Wystarczy pokazaé, ze L' = L5 N a*b* = {a"b”2+1 | n € N}
nie jest bezkontekstowy (bo iloczyn jezyka bezkontekstowego i regularnego jest bezkontekstowy).
Zalozmy przeciwnie. Niech N bedzie stata dla jezyka L’ z lematu o pompowaniu i niech w = a™¥ b 41,
Wtedy w = xyzuv, gdzie |yzu] < N, yu # €, oraz w, = zy"zu"v € L' dla dowolnego r. Niech k i m
bedzie odpowiednio liczba liter a i b w slowie yu. Dla r = 2 otrzymujemy, ze stowo wy, ma N +k liter a
i N2 4+ 1+ m liter b. Natomiast przy r = 3 mamy N + 2k liter a i N2 + 1 + 2m liter b w stowie ws.
Poniewaz wsa, w3 € L}, wiec (N + k)2 +1= N?+1+m oraz (N +2k)?>+1= N?+1+ 2m. Z tych
rownan tatwo wynika, ze m = k = 0, czyli yu = € i mamy sprzecznosc.

14p: Jezyk Lig jest regularny, bo to po prostu jezyk a*b*. Skoro regularny, to i bezkontekstowy.

14q: Jezyk L. nie jest bezkontekstowy. Przypusémy, ze jest i niech NV bedzie stalg z lematu o pom-
powaniu. Rozpatrzmy stowo a”b™a™b™, gdzie n,m > N. Kazda z czedci postaci a”, '™ nazwijmy
segmentem. Jesli rozbijemy nasze stowo na pie¢ czesci zyzuv, w ten sposob, ze |yzu| < N to podstowo
yzu zawiera sie w calosci w co najwyzej dwoch sasiednich segmentach. W kazdym przypadku usuniecie
czesci y 1 u spowoduje zmniejszenie dlugosci jednego segmentu postaci a™ lub jednego segmentu b™,
ale nie drugiego takiego segmentu. Stowo zzv nie nalezy wiec do jezyka Ls.

15: Tak. Na przyklad do sprawdzenia, czy dane stowo w dltugosci n nalezy do Lo wystarczy licznik
rozmiaru n (zajmujacy na tasmie roboczej logn komorek). Maszyna Turinga przesuwa glowice wejs-
cilowa w prawo, zwickszajac w kazdym kroku licznik o 1, az do pierwszej litery b (jesli jej nie ma, to
jest jeszcze latwiej, bo wystarczy sprawdzié czy stowo ma parzysta dlugosé), a nastepnie zmniejszajac
licznik, ktory powinien osiagnac¢ wartosé 0 na koncu stowa. (OczywiScie maszyna sprawdza tez, ze
stowo nalezy do a*b*a*, ale do tego wystarcza stany wewnetrzne.)

Jezyk L3 rozpoznajemy podobnie, uzywajac dwoch licznikéw, a jezyk L; w ogble nie wymaga
licznika, bo wystarczy automat skonczony.

Jezyk Lg jest w klasie LOGSPACE, bo teraz tez potrzebny jest tylko licznik, przyjmujacy wartoéci nie
wieksze niz dlugosé stowa wejsciowego. (Do policzenia liter @ mozna uzy¢ licznika ternarnego, ktory
powinien by¢ postaci ,,100...0", gdzie liczba zer jest réwna liczbie wystapien litery b.)

Poniewaz klasa P zawiera klase LOGSPACE, wiec nasze jezyki sa tez w P. W przypadku jezykow
L17 LQ, L4, L57 L6, L7, Lg, LlO, L117 L13, L14iL16, mozna to uzasadnié jeszcze 1atwiej, bo Wszystkiejqzyki

33 Jeszcze prosciej: poniewaz |vzz| < N, wiec m, k < N. Réwnosé m = 3V (3F — 1) moze wiec zajéé tylko dla
m = k = 0, co oznacza, ze vr = €.
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bezkontekstowe, w tym regularne, sa w P.

16a: Jezyk A jest regularny (a zatem takze bezkontekstowy), bo A = Ag$A4y U A18A4; U As$A,,
gdzie A; = {w € {0,1}* | #(1,w) mod 3 =i}, a kazdy z tych trzech skladnikoéw jest regularny, bo:
Ao = (0710*10*1)*0*, A; = (0*10*10*1)*0*10*, Ay = (0*10*10*1)*0*10*10*.
16b: Jezyk B nie jest regularny, bo nie spelnia lematu o pompowaniu dla jezykéw regularnych.
Przypusémy bowiem, ze N jest stala dobrang dla tego jezyka z lematu o pompowaniu. Jesli stowo
1V$1N przedstawimy w postaci xyz, gdzie |zy| < N, y # ¢, to stowo 2z = 1V~ W$1V powinno
naleze¢ do B, ale tak nie jest. Ale B jest bezkontekstowy, bo jest generowany przez gramatyke
§o =8 180 | 0% | 1&o1.
16c: Jezyk C nie jest bezkontekstowy, bo nie spetnia lematu o pompowaniu dla jezykow bezkontek-
stowych. Jedli N jest stalg z lematu, to stowo Vg1V mozemy zapisa¢ jako xyzuv, gdzie |yzu| < N
iyu # e. Jesli symbol $ wystepuje w yu, to oczywiscie zzv € C, wiec stowa y 1 u sktadajg sie z samych
jedynek. Niech k bedzie liczba jedynek wystepujacych w yu przed dolarem, a ¢ liczba jedynek wys-
tepujacych w yu za dolarem. Wtedy slowo zzv ma posta¢ 1V-¥$1¥° = 4 slowo zy2zuv ma postaé
INFEGIN"+L - Jegli oba te stowa maja nalezeé¢ do C, to musza zachodzié¢ réwnosci (N — k)? = N2 — ¢
i (N + k)2 = N2+ (. Dodajac je stronami, otrzymujemy 2N? + 2k? = 2N?2, czyli 2k? = 0. A wiec
k =0, skad takze £ = 0. Ale yu # ¢, wiec k+ £ > 0 i mamy sprzecznosc.
17a: Jezyk X jest bezkontekstowy. Generuje go na przykltad taka gramatyka:
go n= §1£2, 51 n=e | a§1b, fg n=e | bglc. ) )

Ale nie jest regularny, bo ma nieskoniczenie wiele réznych ilorazéw, np. X \ b* = {b*c*T* | € N}.
17b: Jezyk Y nie jest bezkontekstowy, bo nie spelnia lematu o pompowaniu. W przeciwnym razie
niech w = aNbN2cN, gdzie N jest stala z lematu. Jesli w = zyzuv, gdzie |yzu| < N, to obie
czesci pompowane y i u zawieraja sie albo w prefiksie a¥b¥" albo w sufiksie b ¢V. Przypusémy,
ze zachodzi pierwszy przypadek (drugi jest analogiczny) i zaldézmy, ze w stowach y i u jest lacznie p
liter a oraz lacznie ¢ liter b. Poniewaz stowo zy?zu?v powinno naleze¢ do Y, wiec mamy réwnosé
(N +p)N = N2 + ¢, skad pN = ¢q. To niemozliwe, bo p+ ¢ < N.
17c: Jezyk Z jest regularny, bo Z = a*b* U b*c*.
18a: Elementy L; to wszystkie stowa postaci 212 ... 2,Ey, . .. TaT1, gdzie 1,2, ..., 2, € {a,b}. Ten
jezyk jest bezkontekstowy. Generuje go taka gramatyka: & = e | a&eb | b&a. Ale nie jest
regularny. W przeciwnym razie iloczyn L} = Ly NaTbab™ = {a"bab™ | n, k > 0} tez bylby regularny.
A ten jezyk nie da sie pompowaé: jesli IV jest stala z lematu o pompowaniu, to trzeba podzieli¢ stowo
a™Vbab"™ mna trzy czesci z,y, z i to tak ze |xy| < N, czyli segment y ma postaé¢ a?, dla pewnego d > 0.
Wtedy zy?z = a’¥ Tbab™ ¢ L/, bo liczba liter w pierwszej i ostatniej czesci sie nie zgadza.
18b: Ten jezyk nie jest bezkontekstowy. Gdyby byl, to jezyk

L) =LiNnatbratbta™dt = {a"b"a bma™b* | n,m, k > 0}
tez bylby bezkontekstowy, a nie jest. Uzyjemy lematu o pompowaniu: niech N bedzie stala z lematu
i niech aVbNaVbNaN oV = xyzuv, gdzie |yzu| < N, yu # . Stowo yzu miesci w jednym z segmentéw
postaci aV b lub postaci bV a”. Przy tym stowo y zbudowane jest z samych a lub samych b i tak samo
stowo u — inaczej stowo zy?2uv ma za duzo alternacji liter i nie nalezy do L}. Ale wtedy zzv ¢ L,
bo ktoras z szesciu czesci jest w nim za krotka.

19: Inkluzja z lewej do prawej wynika z rownosci: wfw = wfw = (w)Fw = WwWhE = (whw)"E.

Aby uzasadni¢ inkluzje z prawej do lewej, udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na |w|, ze jesli
w = wk tow € Li. Jesli w = ¢, to w = R € L;, wiec zalozmy, ze |w| > 0, na przyklad
w = va. Wtedy w? = av® = w = ©b. Zatem w® korniczy sie na litere b, skad w zaczyna sie od tej
litery. To znaczy, ze stowo w jest postaci bra i réwnanie @ = w’ mozna przepisaé¢ jako aZb = ax’b.
Stad T = 2%, wiec z zalozenia indukcyjnego = € Ly, czyli z = y'7, dla pewnego stowa y. Ale wtedy
w = bxa = byfya = (yb)yb € L.

20: Jezyk L; nalezy do klasy DTIME(O(n)), bo mozna go rozpoznawaé maszyna, ktora czytajac stowo
wejsciowe w zapisuje w na tasmie roboczej, a nastepnie poréwnuje tadmy czytajac je w przeciwne strony
(z zadania 19 wiemy, ze L1 = {w | w = w?}). Mozemy tez zauwazy¢, ze L; € LOGSPACE, bo zamiast
stowo kopiowaé (co wymaga pamieci liniowej) mozna poréwnywaé poszczegodlue litery, postugujac sie

R
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licznikami rozmiaru logn. Podobnie jak Ly, takze jezyk Lo nalezy do klas DTIME(O(n)) i LOGSPACE.
Tym razem algorytmy sa nieco bardziej ktopotliwe, trzeba bowiem (deterministycznie) odnalezé¢ srodek
stowa (czyli obliczy¢ %n) i poréwnywaé potéwki czytajac obie od lewej do prawej. Liczbe %n mozna
jednak ustali¢ z pomoca jednego licznika w czasie liniowym: czytamy stowo wejsciowe, dodajac jedynke
do licznika co dwa kroki. Skoro jezyki Ly i L, maja okreslong zlozonosé, to oczywiscie sg rozstrzygalne.
Gdyby ktorys z nich okazal si¢ zupelny w klasie P lub NP (czego nie wiadomo), to wtedy calta klasa P
(odpowiednio NP) bylaby rowna klasie LOGSPACE. Ale nasze jezyki na pewno nie sg zupelne w PSPACE,
bo wiadomo, ze LOGSPACE # PSPACE.

22: Drzewo dla stowa aabbaabaa:

SN IR

n &
NN

b a a
27: Symbolem poczatkowym gramatyki jest WN. Produkcje sa nastepujace:

WN=JN | WP+ JN | WN + JP;
WP=JP|WP+JP|WN + JN;
JP=CP|J-CP|JP-C;
JN = CN | JN -CN;
C = CP|CN;
J=JP | JN;
CP=SP|(WP+JP)| (WN + JN);
CN = SN | (WN+JP) | WP+ JN);
SN =113;
SP = 0.

28: Symbolem poczatkowym gramatyki jest W P. Produkcje sa nastepujace:

WP=JP| WP+ JP|WN + JN,
WN = JN | WP+ JN | WN + JP;
JP=SP|CP-C|C-CP|J-CP|JP-C;
C= CP|CN;
J= JP | JN;
JN =SN|CN-CN | JN-CN;
CP = SP | (WP),
CN = SN | (WN);
SP=0|2;
SN = 1.
29: Gramatyka ma nieterminaly 0, 1, 2, 3, X, a symbolem poczatkowym jest X. Produkcje sa takie:
3=(0+3)|(3+0)|] (1+2)|(24+1)|(1-3)](3-1)
2=(0+2)](2+0) | (1+1)|A+1)|(1-2)](2-1)
1=0+4+1)|(1+0)|(1-1)|(1-1)|1
0=(0+0)|(0-X)| (X-0)]0
X=(X+X)|(X-X)|0]1
36: Przypusémy, ze ten jezyk jest bezkontekstowy i niech N bedzie stala z lematu o pompowaniu.
Zastosujemy lemat do stowa w = a™¥bVaV ™. Powinno istnie¢ takie rozbicie tego stowa w = zyzuwv,
gdzie yu jest niepuste, oraz wszystkie stowa xy’zu'v naleza do naszego jezyka. Przy tym dlugosé
podstowa yzu nie przekracza N.

Prazypadek 1: Stowo yzu jest w caloci zawarte w poczatkowym fragmencie a stowa w. Wtedy
zy?zulv = aMbaN bV, gdzie M > N, a zatem zy?zu’v € L, sprzecznosc.
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Przypadek 2: Stowo yzu zawiera pierwsze wystapienie litery b i jest w calosci zawarte we fragmencie
aNba . Zaleznie od tego czy litera b wystepuje w stowie z czy w yu, mamy albo zy?zu’v = aMba® bV,
gdzie M, K > N, albo zy?zu?v = aMba®ba’b", dla pewnych M, K, L, gdzie na pewno L # 0. Tak
czy owak, znowu zy?zu?v & L.

Prazypadek 3: Stowo yzu jest w calosci zawarte w koticowym odcinku postaci VoY . Wtedy taczna
liczba liter a i b wystepujacych w stowie zy?zu?v na prawo od pierwszego b jest wieksza niz 2N, zatem
znowu xy?zu’v € L.

Nastepujaca gramatyka typu zero generuje jezyk L:

&= anbsy, & =¢, mna=an, ba=ab, bn=nb, an=abv, vn=av, vb= ab.
Gramatyka ta nie jest kontekstowa ani nawet monotoniczna. Jezyk L jest jednak kontekstowy, bo jest
akceptowany w pamieci liniowej (a nawet logarytmicznej) przez maszyne Turinga, ktéra poréwnuje
liczbe liter w poszczegblnych segmentach za pomoca 2 licznikow.
41a: Ten problem jest oczywiscie rozstrzygalny, bo kazdy jezyk akceptowany przez maszyne Turinga
jest z definicji czeSciowo obliczalny. OdpowiedZ na pytanie 41a jest zawsze ,tak”.

41b: Ten problem jest nierozstrzygalny, bo redukuje si¢ do niego problem stopu. Dla danej maszyny M
i sfowa w mozna bowiem skonstruowa¢ maszyne Ny ., ktoéra dla dowolnego wejscia v:

1. uruchamia maszyne M na wejsciu w i jesli to obliczenie sie zakoinczy, to

2. uruchamia automat skoriczony sprawdzajacy, czy v € (aabbb)*.
Maszyna M akceptuje w wtedy i tylko wtedy, gdy L(M) = (aabbb)*, (w przeciwnym razie L(M) = &).
Gdyby problem 41b byt rozstrzygalny, to problem stopu tez bylby rozstrzygalny, a to nieprawda.
43a: Ten problem jest nierozstrzygalny, bo redukuje sie do niego dopelnienie problemu stopu. Dla
danej maszyny M i stowa w mozna bowiem skonstruowaé maszyne Ny ., ktéra dla kazdego wejscia v:

1. uruchamia maszyne M na wejsciu w i jesli to obliczenie sie zakoiczy, to:

2. sprawdza, czy v = b.
Jesli maszyna M akceptuje w, to L(Nps) = {b}, w przeciwnym razie L(Nas ) = &. Zatem:

we L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy  L(Npsw) € a*.

Gdyby problem 43a byt rozstrzygalny, to problem stopu tez bylby rozstrzygalny, a to nieprawda.
43b: Ten problem jest rozstrzygalny. Wystarczy sprawdzié, czy w grafie automatu A wszystkie drogi
od stanu poczatkowego do koricowego sktadaja sie wylacznie z krawedzi oznaczonych literg a (i zadna
inng litera). Inaczej: po usunieciu przej$é typu a stan koncowy nie jest osiagalny z poczatkowego.
To zadanie jest dualne do problemu osiagalnosci, wiec nalezy do klasy co-NLOGSPACE= NLOGSPACE.
44a: Ten problem jest nierozstrzygalny, bo mozna do niego sprowadzi¢ problem stopu. Dla danej ma-
szyny Turinga M i stowa w, konstruujemy maszyne Ty ., ktora (ignorujac swoje stowo wejsciowe x)
symuluje zachowanie maszyny M dla wejscia w. Jezyk L(Tas ) rozpoznawany przez maszyne Iz
jest wtedy albo pusty (gdy M nie akceptuje stowa w) albo pelny (gdy M akceptuje stowo w). W szcze-
goélnosci mamy taka rownowaznosé: M akceptuje stowo w wtedy i tylko wtedy, gdy Tar,., akceptuje
wszystkie stowa dlugosci 28.
44b: Alfabet wejsciowy kazdej maszyny Turinga jest skoriczony, zatem istnieje tylko skoriczenie wiele
stow dlugosci 28 nad tym alfabetem. Mamy wiec czesciowy algorytm dla naszego problemu: trzeba
po prostu uruchamiaé¢ maszyne kolejno dla kazdego takiego stowa.

44c: Nie, bo jezyki z klasy NP sg rozstrzygalne.

45a: Jesli L jest jezykiem bezkontekstowym, to LNa* tez jest jezykiem bezkontekstowym. Co wiecej,
dana gramatyke dla jezyka L mozna latwo (w pamieci logarytmicznej) przerobi¢ na gramatyke dla
jezyka L N a*. Wrystarczy kazda litere terminalng inng niz a zastapi¢ przez nowy symbol nieter-
minalny 1, dla ktérego nie ma zadnej produkcji. Nasze zadanie sprowadza sie wiec do problemu
niepustosci dla jezykdéw bezkontekstowych, o ktérym wiadomo, ze jest rozstrzygalny.

Problem niepustosci jezyka bezkontekstowego nalezy do klasy P. A zatem mozliwe, Ze ten problem
jest NP-zupelny, ale wtedy P =NP. Wielomianowy algorytm dla niepustosci mozna opisa¢ tak: dla
danej gramatyki G = (A, N, P, &) konstruujemy zbior D = {¢ € N | Ik € N(¢ — a*)}, jako sume
wstepujacego ciagu Do € D1 C D, .... Zaczynamy od Dy = @, a potem ze zbioru D, tworzymy
Diy1 = D;U{€ e N | FJwlw € (D, Ua)* A (£ = w) € P)}. Kazdy taki krok wymaga czasu
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proporcjonalnego do rozmiaru gramatyki, a liczba krokéw tez jest tego rzedu, bo dla pewnego i < ||
dostaniemy D = D; = D, 1. Na koniec sprawdzamy, czy { € D i juz.

45b: Z tym gorzej: to jest problem nierozstrzygalny. Mozna do niego sprowadzi¢ problem stopu. Dla
danej deterministycznej maszyny M i stowa wejsciowego w skonstruujemy bowiem maszyne Ny o,
w ten sposob, ze w € L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy maszyna Ny, akceptuje jakie$ stowo zlozone
z samych liter a. Maszyna Ny, dla dowolnego wejscia v € ¥* dziala tak: uruchamia M na w i jesli
obliczenie sie zakorniczy, to akceptuje. A zatem:

— Jesli w € L(M), to LNyrw) = 5% (wtedy np. aa € LNarw));

—Jesli w & L(M), to LNyw) =@ (wtedy do L(Na,) nie nalezy zadne stowo aa. . . a).

Skoro problem 45b jest nierozstrzygalny, to w szczegélnosci nie nalezy do klasy NP i nie moze by¢
NP-zupelny. Ale jest czeSciowo rozstrzygalny, bo jesli dana maszyna akceptuje jakie$ stowo postaci
aa . ..a, to mozna to wykry¢, systematycznie przegladajac poczatkowe fragmenty wszystkich mozliwych
obliczen dla takich stow wejsciowych, az nie natrafi sie na obliczenie akceptujace.

47: Obraz f(A) = {f(a) | a € A} jest zbiorem rekurencyjnie przeliczalnym (czesciowo obliczalnym),
bo istnieje czesciowy algorytm sprawdzajacy, ze dana liczba n € N nalezy do f(A). Dlaa=0,1,2,...
wystarczy sprawdzaé, czy a € A i czy f(a) = n, az sie takie a znajdzie. Obraz zbioru obliczalnego
nie musi by¢ obliczalny. (W istocie, kazdy niepusty zbiér rekurencyjnie przeliczalny jest obrazem
calego zbioru N przy pewnej funkcji obliczalnej.) Na przyktad niech k € K = {m | M,, akceptuje m}
i niech f(m,n) = m, jesli maszyna M, akceptuje m w co najwyzej n krokach, a w przeciwnym
razie niech f(m,n) = k. Wtedy f(N x N) = K, a przeciez zbiér K to nic innego, tylko problem
stopu. Dwuargumentowa funkcje f mozna zastapi¢ przez jednoargumentows funkcje f o g, gdzie
g:N 1n—‘1> N x N jest obliczalna, np. taka ze g(2™(2n + 1) — 1) = (m, n).

Przeciwobraz f~1(A) = {x € N| f(x) € A} jest obliczalny, bo aby ustali¢ czy x € f~1(A) wystarczy

obliczy¢ f(z) i sprawdzi¢, czy f(z) € A.
52: Ten jezyk nalezy do klasy P a nawet do klasy LOG. Zeby sprawdzi¢, czy stowo jest postaci www
mozna policzy¢ jego dtugosé (musi to by¢ liczba postaci 3k) a nastepnie uzy¢ 3 licznikéw zmieniajacych
sie odpowiednio od 1 do k, od 2k do k+1 i od 2k+1 do 3k, zeby sprawdzié¢ czy symbole o odpowiednich
numerach s takie same. Calo§¢ wymaga czasu O(n?) i pamieci logarytmicznej.

Ale to nie jest jezyk bezkontekstowy. Mozna to pokazaé tak: gdyby L byl bezkontekstowy, to takze
jezyk L1 = LN a*b*a*b* = {a"b?"a®"b" | n € N} bylby bezkontekstowy. Do jezyka L; zastosujemy
lemat o pompowaniu: niech N bedzie odpowiednig staly. Rozpatrzmy stowo a?Vb*Na*VNp2N ¢ L.
Powinni$my je podzieli¢ na 5 czesci uwvzy, w ten sposob, ze wx # €, |lwvz| < N oraz (miedzy innymi)
stowo uvy nalezy do L.

Stowo wvx jest krotkie, wiec czesci w i x musza zawieraé sie w sasiednich segmentach zlozonych z
liter @ i b (lub odwrotnie — z liter b i a). Po usunieciu w i x liczba liter a 1 b w tych segmentach bedzie
za mata w stosunku do pozostalych segmentow, stowo uvy nie moze wiec by¢ elementem jezyka L.

53: Wszystkie trzy jezyki sa oczywiscie rozstrzygalne i mieszcza sie w klasie LOGSPACE. Do ich rozpoz-
nawania potrzebne sg dwa liczniki stuzace do zliczania liter a 1 b. Wartosci licznikow nie przekraczaja
dtugosci stowa wejsciowego, wystarczy wiec logarytmiczna pamiec.
53a: Jezyk L, jest regularny, bo to po prostu jezyk a*b*a*b*.
53b: Jezyk L, nie jest regularny, bo ma nieskoiiczenie wiele r6znych ilorazéw, w tym np. jezyki:
Lo\a? = {a™b"a*b’ | m,n,k,t e NAm +d <l An <k},

dla dowolnego d € N. Jest to jezyk bezkontekstowy generowany przez gramatyke

50 L= a&)b | 51, fl n= flb | 52, 52 n= b€2a | 53, 53 n= 53(1 | 3
53c: Ten jezyk nie jest bezkontekstowy. W przeciwnym razie niech NV bedzie stalg z lematu o pom-
powaniu i niech w = a6V aVbN. Poniewaz w € L3 i |[w| > N, wiec w = zyzuv dla pewnych stow
r,y, z,u,v, gdzie [yzu| < N, yu # ¢ oraz kazde stowo 2y* zu*v nalezy do L. Przypusémy, ze w stowie
yu jest cho¢ jedna litera b (w przeciwnym razie jest jakie$ a i rozumujemy podobnie). Poniewaz frag-
ment yzu jest krotki, wiec wszystkie litery b w slowie yu pochodza z tego samego segmentu ztozonego
z N liter b. Jesli jest to pierwszy segment, to stowo zy?zu?v ma za duzo liter b w pierwszej czesci aby
nalezalo do Lz. A jedli jest to drugi segment, to stowo xy°zu%v, czyli stowo zzv ma w drugiej czesci
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za malo liter b. W obu przypadkach mamy sprzecznosé z lematem o pompowaniu.
65: Poniewaz CSL = NSPACE(n) C DSPACE(n?) z twierdzenia Savitcha, wigc tym bardziej za-

chodzi pierwsza inkluzja w zadaniu. Druga nie zachodzi, bo z tegoz twierdzenia Savitcha i z tego, ze
limy, 00 % = 0 wynika, ze NSPACE(nloglogn) C DSPACE(n?(loglogn)?) & DSPACE(n? logn).

Pozostaje pokazaé, ze jesli NsPACE(nloglogn) C P, to PSPACE = P. Niech wiec L € PSPACE,
powiedzmy, ze L € NSPACE(n¥). ,Wypychamy” jezyk L, aby dosta¢ jezyk L’ nalezacy do klasy
NSPACE(n loglogn). Mozna to zrobi¢ tak: L' = {w$...$ | w € L oraz |w$...$| = |w|*}. Maszyne, ktora
rozpoznawala jezyk L w pamieci n* mozna latwo przerobi¢ na maszyne rozpoznajaca L' w pamieci
liniowej (liczonej od N = n*). Zatem L' € NSPACE(n) C NsPACE(nloglogn) C P, czyli mamy de-
terministyczng maszyne rozpoznajaca jezyk L' w czasie wielomianowym, powiedzmy n”. Pozostaje ja

przerobi¢ na taka maszyne M, ze L = L(M), ktoéra dziala w wielomianowym czasie N™ = n*".

66g: Tak, bo DSPACE(3n) = DSPACE(2n) C NSPACE(2n).

66h: Nie, bo iloraz 22" /23" = 1/2" dazy do zera3* przy n — oo, skad DSPACE(2?") & DSPACE(23").
66i: Nie, bo iloraz 22" - log(227)/23" = 22" .2n/23" = 2n/2" dazy do zera przy n — oo, wiec
DTIME(22") & DTIME(23").

66j: Tak, bo jesli L € DSPACE(3n), to L € DTIME(2¢3") dla pewnego c, oraz 263" < 271987 = p™ pw,
66k: Tak, poniewaz NSPACE(3n) C DTIME(23") tez zachodzi.

661: Nie, bo iloraz 2n - log 2n/n® < 2n(2 4+ logn)/n? < 2n%/n3 = 2/n dazy do zera przy n — oo, skad
DTIME(2n) & DTIME(n?).

66m: Tak, poniewaz NTIME(nlogn) C [J, ., DTIME(2¢™1°5™) C DTIME(2™").

c>0
66n: Tak, poniewaz NsPACE(logn) C DspacE(log” n) C DSPACE(n) na mocy tw. Savitcha.
66p: Tak, poniewaz NTIME(n) C DTIME(29(™)) C DTIME(2"°81°8 ™) C DTIME(n"). Ostatnie zawie-
ranie jest ostre, bo iloraz 271°81°¢" . ploglogn/n" dazy (dlaczego?) do zera przy n — oco.
67: Pierwsza tak, bo NSPACE(nlogn) C DSPACE((nlogn)?) oraz (nlogn)? < n3. Druga oczywiscie
tak, bo stala nie ma znaczenia. Trzecia tez tak, bo DSPACE(n3) C [J{DTIME(2"") | ¢ > 0}, oraz
gen’® < on’ prawie wszedzie. Czwarta nie, bo iloraz wyrazenia 2" log(2") = n2" przez on’ zbiega
w nieskoniczono$ci do zera.
68a: Tak, bo Nspack(logh n) C DspacE(log? n) z twierdzenia Savitcha.
68b: Tak, poniewaz NsPACE(log? n) C DTIME(2€(e” 7)) = DTIME(n€(°e ™)) C DTIME(n!o8 ™).
2logn

. . . .9 < 2 . n g _ : 2 2
68c: Nie. Poniewaz n* < n°y/n oraz nh—>nolo /i 0, wiec DTIME(n?) & DTIME(n?y/n).
68d: Nie. Klasa DSPACE(n) zawiera si¢ w klasie DTIME(29() C DTiME(2™1°81081°8 ) - Tymczasem
DTiME((logn)™) to to samo co DTIME(27 108198 ™) Pogzostaje podzieli¢ 2m1glogloen . . Jogloglogn
przez 271981987 i zobaczyé, ze iloraz maleje do zera.

69a: Niemozliwe. Przypusémy, ze DSPACE(n?) C NSPACE(n). Pokazemy, ze wtedy zachodzi réwnosé

NspACE(n?) = DsPACE(n?). Inkluzja C wynika z twierdzenia Savitcha. Niech wigc L € DSPACE(n?)

i niech L' = {w$l*I*~Ivl | w € L}. Zauwazmy, ze stowo w$!®I’~1*| ma dlugosé |w[2, a poniewaz L jest

w klasie DSPACE(n?), wiec L’ € DSPACE(n?). Z zalozenia wynika L’ € NSPACE(n), a stad dostajemy

L € NSPACE(n?).

69b: Mozliwe, ale wtedy NP =P, bo jezyki bezkontekstowe sa w klasie P.

69c: To nieprawda, bo zachodzi ostre zawieranie P ¢ DTIME(n!°"). Istotnie, kazdy jezyk z klasy P

jest w pewnej klasie DTIME(n*) C DTIME(n!°81°8™). Zatem P C DTIME(n'°81°8™). Ale wyrazenie
nlog logn | log(nlog logn) 210g n-loglogn | 10g n - IOg 10g n

nlogn 210g2 n
zbiega do zera przy n — oo, wiec DTIME(n!81°8™) ¢ DTIME(n!8").

_ 210g n-log log n+log log n+log log log nflog2 n

69d: To mozliwe. Jedli to prawda, to wtedy na przyktad NEXPTIME = NEXPSPACE.

34W tym zadaniu korzystamy z tego, ze wszystkie rozwazane funkcje sg konstruowalne.
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70a: To jest zawieranie wiasciwe. Mamy NspacE(logn) € DsPACE(log? n) C DSPACE(y/n), a ponie-
waz iloraz log? n/+/n zbiega do zera, wiec drugie zawieranie jest ostre.

70b: Tego nie wiadomo. Gdyby tak byto, to PSPACE = NP. Wezmy bowiem jakis jezyk L € PSPACE.
Istnieje deterministyczna maszyna Turinga, rozpoznajaca jezyk L w pamieci n*. Rozpatrzmy jezyk
L' = {w$|w‘2k_‘“’| | w € L}. Elementami L’ sa stowa postaci w$...$, dtugosci |w|?*. Ten jezyk nalezy
do klasy DSPACE(y/n), bo do rozpoznania czy dane stowo dlugosci N ma posta¢ w$...$, gdzie w € L
oraz N = |w|?*, maszyna Turinga uzyje pamieci |w|* = v/N. Skoro jednak L’ € DspacE(y/n) C NP, to
istnieje niedeterministyczna maszyna M rozpoznajaca L' w wielomianowym czasie n?, dla pewnego d.
Te maszyne M potrafi nasladowaé¢ maszyna M’, rozpoznajaca L w wielomianowym czasie (n2F)9,
Zatem L € NP.

70c: To nieprawda. Gdyby tak bylo, to NP C DTiME(n?) & DTiME(n?) C P C NP, skad wynika
nonsensowne NP # NP. Inkluzje DTIME(n?) & DTIME(n?) uzasadniamy tym, ze iloraz n? - log(n?)/n?
zbiega do zera przy n — oo.

71a: Wiadomo, ze NTIME(nlogn) C DSPACE(nlogn). A zatem inkluzja zachodzi, bo nlogn < ny/n

.. L. . nlogn
i jest wlasciwa, bo lim =
n—oo M/ N

71b: Wiadomo , ze co-NSPACE(n,/n) = NSPACE(ny/n) C DSPACE(n?). Poniewaz n® < n*, a granica
ilorazu jest zerem, wiec inkluzja zachodzi i jest wlasciwa.

71c: Ta inkluzja tez zachodzi, ale jest niewtasciwa, bo klasy NSPACE(3n? + 2) i NSPACE(n?) sa iden-
tyczne, a na dodatek zamkniete ze wzgledu na dopelnienie.

71d: Ostatnie zawieranie nie zachodzi: faktycznie mamy wlasciwa inkluzje w przeciwng strone. A
to dlatego, ze NTIME(n\/n) C DTIME(29("V™) C DTIME(2"'°6™V"). Ta ostatnia klasa jest ostro
onlognv/n . nlogn/n

3n?

72a: Tak, bo alternujace obliczenie dtugosci n

stosu o wysokosci n?.

72b: Tak, bo NCy, C NC C P C co-RP.
72c: Tak, bo wartosé sieci o wysokosci logn mozna oblicza¢ rekurencyjnie, uzywajac binarnego stosu
o wysokosci log n.

72d: Nie, zob. twierdzenie 8.8.
72e: Tak, bo co-Nspace(logn) = Nspacg(logn), oraz logn < log? n.

zawarta w DTIME(3"") bo iloraz dazy do zera.

2 moze byé¢ implementowane sekwencyjnie z pomoca

76: Wskazowka: czy w klasie POLYLOG sa problemy zupeine?

79: Przypu$émy, ze LOGSPACE = P iniech L € EXPTIME. Istnieje deterministyczna maszyna Turinga,
rozpoznajaca jezyk L w czasie wykladniczym, tj. w czasie 2P(") gdzie p(n) jest pewnym wielomia-
nem. Rozpatrzmy jezyk L = {w$2p(w)7‘w| | w e L}. Jesli teraz przyjmiemy n = |w$2p(‘w”’|w||,
to 2°(wD) = p_ zatem jezyk L; jest rozpoznawalny w deterministycznym czasie liniowym. Mamy
wiec Ly € P, azatem takze L; € LOGSPACE. Istnieje wiec maszyna Turinga M, rozpoznajaca jezyk Lq
w pamieci O(logn). Mozna ja latwo przerobi¢ na maszyne M, rozpoznajaca L w pamieci O(log 2°(™)
czyli w pamieci wielomianowej. Maszyna M wykonuje te same czynnosci co maszyna M;. Jedyna
roznica polega na tym, ze inne jest slowo wejsciowe. Zamiast czytaé¢ dolary ze stowa wejSciowego,
maszyna M pamieta wiec tylko pozycje, w jakiej powinna sie znajdowaé glowica maszyny M.

80: Przypu$émy, ze P = PSPACE i niech L € EXPSPACE. Mamy deterministyczna maszyne Turinga,
rozpoznajaca jezyk L w pamieci wykladniczej, tj. w pamieci 2P("), gdzie p(n) jest pewnym wielo-
mianem. Rozpatrzmy jezyk L, = {w$2p(lwl)_|“" | w e L}. Stowo postaci w$?" V=1l ma dltugosé
n = 2PUwD | zatem jezyk L; jest rozpoznawalny w pamieci liniowej. Mamy wiec L; € PSPACE, a
zatem takze L; € P. Istnieje wiec maszyna Turinga M, rozpoznajaca jezyk L1 w czasie n*. Mozna ja
tatwo przerobi¢ na maszyne My, rozpoznajaca L w czasie (2P(")F = 2kp(n),

81: Zalézmy, ze NLOGSPACE = LOGSPACE, i niech L bedzie jezykiem kontekstowym, tj. niech
L € Nspacg(n). Nalezy pokazaé¢, ze L € DSPACE(n).
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Mamy niedeterministyczng maszyne Turinga M, rozpoznajaca L w pamieci n. Latwo ja przerobié¢ na

olwl

maszyne M’ (nadal niedeterministyczna), ktora rozpoznaje jezyk L' = {w$? " ~1*! | w € L} w pamieci

logarytmicznej, bo dtugosé stowa |w| to logarytm z dtugosci stowa w$2™' =l

Zatem L' € NLOGSPACE, i z naszego zalozenia wynika, ze L' € LOGSPACE. A wigc istnieje tez deter-
ministyczna maszyna M" | rozpoznajaca jezyk L' w pamieci logarytmicznej. Te maszyne przerabiamy
na deterministyczna maszyne M’ ktéra w pamieci liniowej rozpoznaje L. Maszyna M’ pracuje na
slowie wejsciowym w, nasladujac dzialanie M" na slowie w$2"'=1vl . Polozenie glowicy M" na tasmie

wejSciowej jest reprezentowane w maszynie M’ za pomoca |w| klatek tasmy roboczej.
82: Zalozmy, ze NP = co-NP. Pokazemy, ze NEXPTIME C co-NEXPTIME. Niech L € NEXPTIME,
tj. L € NTIME(2"") dla pewnego k. Wtedy L' = {w$2‘w‘k_|w| | w € L} nalezy do NTIME(O(n)) C NP,
poniewaz stowa postaci w$2‘w‘k_‘w| o dlugosci n mozna rozpoznawaé¢ niedeterministycznie w czasie
proporcjonalnym do olvl® = . 7 naszego zalozenia wynika, ze L' € co-NP, czyli —L' € NP,
powiedzmy —L' € NTIME(n"). Ale wtedy jezyk —L jest w klasie NEXPTIME. Istotnie, aby sprawdzic,
ze dane stowo w dlugosci n nalezy do —L wystarczy ustali¢, ze w$2|w|k_|w‘ € —L'. To mozna zrobi¢
niedeterministycznie w czasie wielomianowym od dlugosci stowa w$2‘w‘k“w|, doktadniej w czasie
(2”’6)7" = grn® < gn* ™! (prawie wszedzie). Zatem —L € NTIME(Q”HI)7 wiec L € co-NEXPTIME.
Inkluzja co-NEXPTIME C NEXPTIME wynika natychmiast z NEXPTIME C co-NEXPTIME. Jesli
bowiem L € co-NEXPTIME, to —L € NEXPTIME, skad —L € co-NEXPTIME i wreszcie L € NEXPTIME.
83: Przypusémy, ze DSPACE(n?) C NP i niech L € PSPACE. Wtedy L € DSPACE(n?*) dla pewnego k.
Rozpatrzmy jezyk L' = {w$? | d = |w|¥ — |w| Aw € L}. Ten jezyk nalezy do klasy DSPACE(n?),
bo stowo w$? o dtugosci |w|* jest rozpoznawane w pamieci |w|?* = [w$?|?. A zatem L' € NP, czyli
istnieje maszyna niedeterministyczna rozpoznajaca L’ w czasie n’ dla pewnego ¢. Te maszyne tatwo
przerobié¢ na maszyne rozpoznajaca jezyk L w czasie (n¥)¢ = n**.
84: Zalozmy, ze DSPACE(2") C EXPTIME i niech L € EXPSPACE. To znaczy, ze dla pewnego k € N
istnieje deterministyczna maszyna Turinga, rozpoznajaca jezyk L w pamieci on” Rozpatrzmy jezyk
L = {w$|w|k"“" | w € L}. Elementami L’ sa stowa postaci w$...$, dtugosci |w|*. Ten jezyk nalezy
do klasy DSPACE(2"), bo do rozpoznania czy dane stowo dlugosci n ma posta¢ w$...$, gdzie w € L
oraz n = |w|*, maszyna Turinga potrzebuje pamieci olw*l = 9n A zatem L' € EXPTIME, czyli istnieje
deterministyczna maszyna M rozpoznajaca L' w czasie postaci 2”5, gdzie ¢ € N. Skoro tak, to
potrafimy zdefiniowaé¢ maszyne N, ktora rozpozna jezyk L w czasie 27" Dla danego w maszyna N
nasladuje maszyne M dzialajaca na stowie wejsciowym w$...$ w czasie 2w = o™ A zatem
maszyna N dziata w czasie 2" .
85: Przypusémy, ze CSL C NP, pokazemy, ze NP = PSpPACE. Wiadomo, ze zachodzi inkluzja
w prawo, wiec niech I € PSPACE, powiedzmy L € DSPACE(n¥). Jesli L' = {w$‘“’|k*|w| | w e L},
to L' € DspacE(n) C CSL. A skoro CSL C NP, to L' € NTiME(n!) dla pewnego £. Stad wynika, ze
L € NTIME((n*)*) = NTmME(n*¢) C NP.
86: Tak. Przypusémy, ze NTIME(n?) C P; udowodnimy, ze P=NP. Wezmy dowolny jezyk L € NP,
powiedzmy L € NTIME(n?*). Wtedy jezyk L' = {w$|w|k_|“" | w € L} nalezy do NTIME(n?), bo slowa
postaci w$*!* 1wl dlugosci n = |w|*, mozna rozpoznawaé w czasie |w|?* = n?. Skoro NTIME(n?) C P,
to takze L' € P, tj. L' € DTIME(n"), dla pewnego r. Wtedy jednak L € DTiME(n"*) C P, bo stowo
w € L o dlugosci n mozna rozpoznawaé tak samo jak stowo w$...$ dtugosci n*, czyli w czasie (n*)".
87: Poniewaz klasa co-NLOGSPACE jest réwna klasie NLOGSPACE, wiec pierwsza inkluzja oznacza to
samo, co DTIME(n?) C NLOGSPACE. Tego oczywiscie nie wiadomo. Jesli tak jest, to NLOGSPACE = P.
Udowodnimy zawieranie P C NLOGSPACE, bo zawieranie w przeciwng strone i tak zachodzi. Niech
wiec L € P, powiedzmy, ze L € DTIME(n"). Definiujemy jezyk L' = {w$|“’|k_|“" | w € L}, gdzie
symbol § jest nowy. Ten jezyk mozna rozpoznawaé¢ w czasie liniowym (stowo wejsciowe w1l ma
dtugosé n = |w|¥), a tym bardziej w czasie n?. Z zalozenia, ze DTIME(n?) C NLOGSPACE wynika wiec,
ze L' € NLOGSPACE. Maszyne M’ rozpoznajaca L' w logarytmicznej pamieci mozna przerobi¢ na
maszyne M, ktora rozpoznaje jezyk L. Maszyna M dla wejscia w nasladuje dziatanie M’ dla wejscia
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w$lvl" =1l w ten sposob, ze pozycja glowicy wejsciowej maszyny M’ jest reprezentowana przez licznik
rozmiaru logarytmicznego (nie przepisuje si¢ dolar6w na tasme robocza). A zatem maszyna M na
wejsciu dtugosei n uzywa pamieci O(log(n*)) = O(klogn) = O(logn).

Druga inkluzja zachodzi. Klasa co-NLOGSPACE = NLOGSPACE, czyli klasa NSPACE(logn), jest zawarta
w klasie P = DTIME(n®(M), co oczywiscie miesci sic w DTIME(n'°8™). Trzecia inkluzja tez zachodzi,
bo klasa DTIME(n!°8"™) jest zawarta nawet w klasie DSPACE(n!°8™), a przeciez nl°8™ < n".

Czwarta inkluzja jest falszywa, bo PSPACE = DsPACE(n®()) C DSPACE(n'°8") ¢ DSPACE(n™).
Ostatnie zawieranie jest ostre, poniewaz iloraz n'°8™ /n™ maleje do zera.

96: Wskazoéwka: Rozpatrzmy graf G, ktéry ma te same wierzcholki, co graf G, ale zbiér jego krawedzi
jest dopelnieniem zbioru krawedzi grafu G. (Tj. w grafie G wierzchotki sa polaczone krawedzia wtedy
i tylko wtedy, gdy nie sq potgczone w grafie G.) Zbior K jest klika w G wtedy i tylko wtedy, gdy
jego dopelnienie jest pokryciem wierzchotkowym w G. A zatem pytanie o istnienie k-elementowego
pokrycia wierzchotkowego w m-elementowym grafie G sprowadza sie (w logarytmicznej pamieci) do
pytania o istnienie kliki w G, ktéra ma m — k elementéw. Skoro problem pokrycia wierzchotkowego
jest NP-trudny, to takze problem kliki tez jest NP-trudny. A jest to oczywiscie problem z klasy NP,
bo niedeterministyczna maszyna moze ,zgadnaé”, ktére elementy maja byé¢ w klice i sprawdzié, ze sa
potaczone krawedziami.

98: Wszystkie trzy problemy sa NP-zupelne, a zatem oczywiscie rozstrzygalne a tym bardziej rekuren-
cyjnie przeliczalne. Jesli ktory$ z nich jest NL-zupelny, to NL = P = NP.

98a: Do tego problemu sprowadza si¢ problem SAT. Jesli ¢ jest dowolna formula i zmienna zdaniowa r
nie wystepuje w ¢, to ¢ jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy formula 1) A (=7 V r) ma co najmniej
dwa warto$ciowania spelniajace.

98b: Do tego problemu sprowadza si¢ problem kliki. Zbior S wierzchotkow grafu G jest klika wtedy
i tylko wtedy, gdy w grafie dualnym G zZadne dwa jego wierzcholki nie sg potaczone krawedzia.

98c: Szczegdlnym przypadkiem tego problemu (dla d = 1) jest problem pokrycia wierzchotkowego.

117: Terminy 117b, 117d, 117f oznaczaja to samo. Nalezy do tej klasy na przyklad problem stopu.
Ale problem stopu jest nierozstrzygalny, czyli nie jest rekurencyjny ani obliczalny, bo nazwy 117a,
117c i 117e maja to samo znaczenie. Natomiast jezyki kontekstowe (117g), zwane tez monotonicz-
nymi (117h), stanowia wlasciwa podklase jezykow rekurencyjnych. Kontrprzyktadem jest np. kazdy
jezyk nalezacy do réznicy DSPACE(2") — DSPACE(n?), bo wiadomo, ze

CSL = NSPACE(n) C DSPACE(n?) G DSPACE(2").
118a: Problem prawdziwosci formuly zdaniowej jest co-NP-zupelny. Jest wiec NP-zupelny tylko
w przypadku gdy co-NP = NP.
118b: Problem odpowiedniosci Posta jest NP-trudny. Kazdy jezyk z klasy NP jest jezykiem obliczal-
nym, w szczegdlnosci rekurencyjnie przeliczalnym. Pytanie o przynaleznosé danego stowa do takiego
jezyka jest wiec szczeg6lnym przypadkiem problemu stopu, ktory redukuje sie w pamieci logarytmicznej
do problemu odpowiedniosci Posta.
118c: Klasa jezykow bezkontekstowych nie jest zamknieta ze wzgledu na dopetnienie. Przykladem
jest jezyk {a"b™ck | n # m Vv m # k}.
118d: Dopelnienie jezyka rekurencyjnie przeliczalnego nie jest rekurencyjnie przeliczalne, gdy jezyk
nie jest rekurencyjny.

118e: Problem pustosci jezyka bezkontekstowego jest rozstrzygalny. Wystarczy w tym celu zauwazyé,
ze jesli dany jezyk jest niepusty to zawiera przynajmniej jedno stowo o dlugosci nie wiekszej niz stata
z lematu o pompowaniu (ktora mozna efektywnie wyznaczy¢).

118f: Tak. Jesli L <iog Lo, to dla kazdego stowa z zachodzi rownowaznos¢ x € Ly < f(x) € Lo,
gdzie f jest odpowiednia funkcja obliczalna w pamieci logarytmicznej. Wtedy « & Ly < f(z) € Lo.
118g: Tak. Skoro L; jest PSPACE-zupelny, to nalezy do PSPACE, zamknietego ze wzgledu na dopelnie-
nie. Stad —L; € PSPACE. A jedli L € PSPACE, to —L € PSPACE, wigc —L <o L1, skad takze
L Slog _Ll-
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118h: Nie. Jezyk QBF jest zawarty w zbiorze X* wszystkich stow, ktory nie jest PSPACE-zupelny, bo
tatwo widzie¢, ze jesli L <joq X*, to L = X*.

118i: Nie. Z czesci 118g wynika, ze jezyk —QBF jest PSPACE-zupelny, tymczasem QBF U —QBF = X*|
oraz QBF N —QBF = @. Tymczasem ani ¥* ani @ = —¥* nie sa PSPACE-zupelne.

118j: Tak. Wprost z definicji, bo NP C PSPACE.

118k: Nie, bo klasa jezykow kontekstowych to klasa NSPACE(n). A poniewaz iloraz logn/n dazy do
zera przy n rosnacym do nieskoriczonosei, to nawet klasa DSPACE(n) nie zawiera sie w LOGSPACE.

1181: Nie, poniewaz klasa P, czyli klasa DTIME(n®(1)) zawiera sic w DTIME(n!°81°8") | a iloraz
nlog logn | log(nlog log n) nlog logn | nlog logn n2 loglogn

nlog n < nlog n = nlog n

dazy do zera, gdy n dazy do nieskoriczonogci. Zatem P C DTIME(n'°81°8™) ¢ DTIME(n!'%8 ™).

118m: Nie, bo klasa P zawiera sie w tym iloczynie.
118n: Tego nie wiadomo. Jesli tak jest, to P = NP.
1180: Tak, relacja <,z to szczegélnie prosty sposéb odwolania si¢ do wyroczni.
119a,119b: Jezyk L, nie jest regularny. W przeciwnym razie jezyk Ly = —L1Na*b* = {a™b" | n € N}
bylby regularny. A ten jezyk ma nieskoriczenie wiele réznych ilorazoéw, np. Lz \ a* = {a™b"** | n € N}.
Jezyk L; jest bezkontekstowy. Generuje go taka gramatyka:
fon=a&a | &b,  Car=dalalm,  &G:=&b[n,  mu=anb|e
Jezyk Lg nie jest nawet bezkontekstowy. Gdyby bytl, to takze jezyk
Ly = Ly N ba*bba*bba*b = {ba™bba™bba™b | n € N}
byltby bezkontekstowy. A do jezyka L, tatwo mozna zastosowaé metode lematu o pompowaniu. Przy-
pusémy, ze n jest statg dobrang z tego lematu dla jezyka L, i rozpatrzmy stowo w = ba"bba"bba™b € L.
Jesli w = xyzuv, gdzie |yzu| < n, oraz litera b wystepuje w czesci y lub u, to stowo xy°zu’v = z2v
nie nalezy do L4, bo ma za malo liter b. Zatem czeéci y i u sktadaja sie wytacznie z liter a, a skoro
fragment yzu jest ,krotki”, to albo pierwszy albo ostatni segment a™ pozostaje bez zmian w stowie
2y 2u% = zzv i ma wtedy za duzo liter a. A zatem w kazdym przypadku 2y°zu’v & L4, co przeczy
lematowi o pompowaniu.

119c: Oba jezyki naleza do klasy P, bo mozna je rozpoznawaé deterministyczng maszyna Turinga
w czasie wielomianowym, a w istocie nawet liniowym. Dla jezyka L; wystarczy nawet deterministyczny
automat ze stosem.

Maszyna dla jezyka Lo przepisuje cale stowo wejsciowe na tasme robocza i przy tej okazji sprawdza,
czy jego dlugosé jest podzielna przez 3. Nastepnie przesuwa glowice wejsciowa w lewo do poczatku,
a robocza w lewo tylko co trzeci krok. Teraz pierwsza glowica jest na poczatku tasmy, a robocza w 2/3
dtugosci stowa. To miejsce zostaje zaznaczone.

Nastepnie glowica wejsciowa idzie w prawo a robocza w lewo az ta robocza nie dojdzie do poczatku
stowa. Czytane litery musza by¢ zawsze takie same (to bedzie stowo ww?).

Teraz glowice wej$ciows przesuwamy na poczatek slowa, a robocza na koniec. W ostatniej fazie czy-
tamy tasme robocza w lewo, az do zaznaczonego miejsca, i poréwnujemy z tym, co widzi przesuwajaca
sie w prawo glowica wejsciowa.
119d: Ten problem jest nierozstrzygalny. Sprowadzimy do niego problem stopu w wersji ,,Czy dana
deterministyczna maszyna Turinga M akceptuje stowo puste?’

Dla danej maszymy M skonstruujemy maszyne M’ dzialajaca tak: dla dowolnego slowa wejs-
clowego = maszyna M’ uruchamia symulacje M na slowie pustym. Jesli to si¢ uda (maszyna M
zaakceptowala stowo puste), to maszyna M’ uruchamia maszyne dla Ly na wejsciu . W rezultacie:

M akceptuje stowo puste wtedy i tylko wtedy, gdy L(M’) = L;.
Gdyby wiec nasz problem byt rozstrzygalny, to i problem stopu tez, a nie jest.
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